Universidad de Los Andes — Departamento de Matematicas
Examen Final del curso ALGEBRA LINEAL — 1105
Mayo 26 de 2007

I. Responda falso o verdadero, justificando matematicamente su respuesta.

(i) El conjunto Q@ = {p(z) € P:[z] | (p(z))*® = p(x)} es un subespacio vectorial del espacio P:[x] de
polinomios de grado menor o igual a 2.

(ii) Si AZ = b es un sistema de ecuaciones lineales con infinitas soluciones, entonces los vectores columna
de la matriz cuadrada A son linealmente independientes.

(iii) Si A y B son matrices cuadradas similares entonces det A = det B.

(iv) La matriz de la transformacién lineal 7' : P;[x] — Pi[z] definida por

T (p(z)) = p(z) — zp(z),

respecto a la base candnica, es una matriz de proyeccién.

(v) Si Ay B son matrices 3 X 3y det A =4, det B = 2, entonces det (%(A_IB)T) =1

. . 1 2 1 0
II. Considere la matriz A = ( 1 9 3 _4 >

(i) Encuentre el nicleo (espacio nulo) N(A) de A, una base para N(A) y su dimensién.

(ii) Encuentre el rango (espacio imagen) R(A) de A, una base para R(A) y su dimensién.

IIL Considere el plano W = Sp{#1 = (£, 2,0),7, = (0,0,1)} en R

(i) Encuentre un vector ¥ € R®, unitario y perpendicular a 7 y a .

(ii) Encuentre W, el complemento ortogonal a W.

(iii) Encuentre la proyeccién del vector b = (1,0,0) sobre W.

(iv) Encuentre la descomposicién ortogonal b=bw + gwi, con by € w, EwL cw.

(v) Encuentre la matriz de cambio de base de la base canénica B, de R? a la base B = {1, ¥, 3 }.

(vi) Encuentre las coordenadas del vector b en la base ordenada B.

1 2 1
IV. Considere la matriz A = < 0 1 0 > .
0 4 3

(i) Demuestre que los valores propios de A son 1y 3.
(ii) Encuentre los vectores propios de A correspondientes a cada valor propio.

(iii) Calcule las multiplicidades algebraica y geométrica de cada valor propio y diga si la matriz A es
diagonalizable, en caso de serlo encuentre las matrices D diagonal y C invertible tales que A = CDC™!.

Tiempo maximo: 2 horas.
Recuerde que no estd permitido el uso de textos, tablas, apuntes ni calculadoras, y que todo teléfono celular
debe estar apagado.
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Diciembre 4 de 2007

I. Considere el espacio vectorial R? y las siguientes bases: By = {( i ) , ( 711 )}, By = {( ; ) , ( ? >}

y B, = {( (1) ) , < (1) >}, la base canénica. Sea T : R? — R? la reflexidn sobre la recta y = x en el plano, y sea

2

v € R? el vector determinado por [V]p, = 9

(i) Encuentre Mp,, la matriz que representa la transformacién 7' en la base canénica.
(ii) Encuentre [V]p,.
(iii) Encuentre [T'(V)]g, .

(iv) Encuentre [T'(Vg,)]B,-

I1. Sea W un subespacio vectorial de R® y el plano W+ = {(z,y,2) € R®| x+2y+ 3z=0}, su complemento
ortogonal.

(i) Halle una base ortogonal By, . para W=.

(ii) Halle una base Bw para W.

(iii) Halle una base ortogonal B para R® que contenga un vector de W=.

(iv) Encuentre la proyeccién del vector X = (1,1,1) sobre el subespacio W=.

(v) Encuentre dos vectores X1, X2 € R3 tales que X=X, + X2, conX € WyXs € wt.

r+y+z= 1

II1. Considere el sistema de ecuaciones r—y+2z= 6 .
T+ z = 3

(i) Escriba el sistema en la forma A% = b.

(ii) Calcule el determinante de la matriz A y diga si el sistema tiene solucién dnica, ninguna solucién o infinitas
soluciones.

(iii) En caso de tener solucién tnica, encuentre tal solucién (por cualquier método).
(iv) Encuentre el nicleo (espacio nulo) N(A) de A, el rango (espacio imagen) R(A) de A, y sus respectivas

dimensiones.

IV. Considere la cénica en el plano cuya ecuacién es
9z° — 4ay + 6y° = 10.
(i) Encuentre los ejes principales de la cénica.
(ii) Diagonalice la forma cuadrética y escriba la ecuacién de la cénica en los nuevos ejes.
(iii) Haga un boceto de la cénica.
Tiempo maximo: 2 horas.

Recuerde que no esta permitido el uso de textos, tablas, apuntes ni calculadoras, y que todo teléfono celular debe estar
apagado.
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1. Considere los subespacios

X
H =} |yl eR®|x+y+z=0
z
1 1
1 2
Hy = gen 11713
1 4

Hy={A+uA+v,v+6A+46]|Anv,decR}

a) Pertenece el vector [1,0,1, —2] a dichos subespacios?. Justificar.

b) Escribir el vector de coordenadas del vector [1,0,1, —2] relativo a una base de Hy.
¢) Encontrar una base para el subespacio H; .

d) En R* escribir el vector [1,0,1, —2] como la suma de un vector en H y uno en Hj .

2. Encontrar la matriz de proyeccién P que proyecta a todo vector de IR sobre la interseccién de los
planosx +y+z=0yx—z = 0.

0 0 -2
3. Considere lamatrizA= |1 2 1
1 0 3

a) Halle los valores y vectores propios.

b) Calcule la multiplicidad algebraica y geométrica de cada valor propio y diga si la matriz A

es diagonalizable, en caso afirmativo encuentre D diagonal y C invertibles tales que A =
CDC™ 1.

4. Conteste falso o verdadero segtin sea el caso. En caso de ser falso justifique mediante un ejemplo.
En caso verdadero, justifique tinicamente usando argumentos matemadticos (No use ejemplos).

a - 5i A es una matriz ortogonal, entonces A~ es ortogonal.

o (1] -1 1] |2 2 _|-1 -3
b) - -SlB—{[J,[l]}yB—{[J,[J}sombasesde]lﬁ,entoncesCBB/_{ 1 1}.
¢) ——H = {p(x) € P, | p'(1) = 0} es un subespacio de P;.
d) -——La transformacién lineal T : R? — R? definida por T [ﬂ = [ny— Y ] es inyectiva.
e) - 5i |Azx3| = —1y |Bsxs| = 2, entonces ‘2 (ATB)il’ =4

No se permite el uso de libros, apuntes ni calculadoras.
No olvide apagar su celular.

1El juramento del uniandino dice: “Juro solemnemente abstenerme de copiar o de incurrir en actos que pueden conducir a la
trampa o al fraude en las pruebas académicas, o en cualquier otro acto que perjudique la integridad de mis comparieros o de la
misma Universidad”



