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Sistema De Zakharov-Rubenchik/Benney-Roskes

Consideraremos el siguiente sistema

O — 030 — 16033 + i {o2| > + W (p + Ddx¢)} ¢ = 0
Oep + 02¢ + DOy (|9]?) =0

, (1)
09 + #P“‘ [¥]* =0

el cual fue obtenido por V. E. Zakharov-A. M. Rubenchik y D. J.
Benney-G. J. Roskes para modelar la interaccién de ondas de baja amplitud
y alta frecuencia (1)) con ondas de tipo acistico de baja frecuencia (p, ¢).

Aqui 02,03 = +£1, W > 0 mide la intensidad del acoplamiento con las
ondas acusticas, M > 0 es un niimero de Mach, D € R esta asociado al
efecto Doppler debido a la velocidad del medio, y 6 € R es un coeficiente
de dispersién adimensional.
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Problema con condiciones de borde periédicas

El problema de Cauchy asociado a la ecuaciéon de onda unidimensional es:

Ut = C2UXX para — oo < x < 00,
U(X7O):¢(X)7 ut(Xao):¢(X)'

donde la solucién u = u(x, t) es una funcién que indica la amplitud de la
onda en x al instante t. Sin embargo, en el modelamiento del fenémeno
fisico, se tiene 0 < x </, donde / es la longitud de una cuerda vibrante,
sujeta en los extremos. Y esto suele llevar al planteamiento de un
problema de Cauchy como el siguiente:

utt:c2uxx para — I/ <x </
u(—Lt)=u(l,t) w1 t) = u(l,t).

Esto es un ejemplo de un "problema con condiciones de borde periddicas’.

Yeison Gémez (UNAL Manizales) Sistema de Z-R/B-R Periédico



Buen planteamiento

Uno de los anélisis mas comunes en el drea (EDPs) es el estudio de las
siguientes condiciones:

@ Existencia de solucién.
@ Unicidad de la solucion.

© Estabilidad de la solucidn, es decir, la solucién depende
continuamente de las condiciones iniciales del sistema, lo que
siginifica que pequefias perturbaciones de los datos iniciales generan
pequenas perturbaciones en la solucién.

Cuando un sistema cumple lo anterior se dice que el sistema es “bien
planteado” (Strauss (2008)).
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Definicién 1.1. Sea X un espacio de Banach. Una familia { T(t)}+>0 de
operadores lineales acotados de X en X es un semigrupo de operadores
lineales acotados en X si se cumple:

(i) T(0) =/ (donde I es el operador identidad en X).
(i) T(t+s) = T(t)T(s) para todo t,s > 0 (la propiedad de semigrupo).
El operador lineal A definido por

T —
D(A) = {X e X : lim T{t)x = x existe} , (2)
t—0 t
T _ +
Ax = lim TEX=X g paraxeD(A),  (3)
t—0 t dt -0

es el generador infinitesimal del semigrupo T(t) y D(A) es el dominio de
A.
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Semigrupo C

Definicion 1.1. Un semigrupo { T(t)}+>0, de operadores lineales acotados
en X es un semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales
acotados si

lim T(t)x =x paratodo x € X. (4)

t—0t

Un semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales acotados en X
se denominara un semigrupo de clase Cy, o simplemente un semigrupo Cy.

Corolario 1.1. Si T(t) es un semigrupo Cy, entonces para todo x € X, la
aplicacién t — T(t)x es una funcién continua de R" en X.

Yeison Gémez (UNAL Manizales) Sistema de Z-R/B-R Periédico



Propiedades del semigrupo Cj

Teorema 1.1. Sea T(t) un semigrupo Cp y sea A su generador
infinitesimal. Entonces:

a) Para x € X,

o1 t+h
flylnoﬁ/t T(s)xds = T(t)x.

b) Para x € X, se tiene [; T(s)xds € D(A) y
A (/Ot T(s)x ds) = T(t)x — x.
c) Para x € D(A), T(t)x € D(A)y
d
o T(t)x = AT (t)x = T(t)Ax.
d) Para x € D(A),

T(£)x — T(s)x = / T(r)Ax dr = / CAT(r)x dr.
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Propiedades del semigrupo Cj

Corolario 1.2. Si A es el generador infinitesimal de un semigrupo Cp en
X, entonces D(A), el dominio de A, es denso en X y A es un operador
lineal cerrado.

Corolario 1.3. Si A es el generador infinitesimal de un semigrupo Cy en X
(T(t)), entonces el PVI

dZit) = Au(t), t>0,

u(0) = x

tiene solucién Gnica u(t) = T(t)x, continua para t > 0, continuamente
diferenciable, y u(t) € D(A) para t > 0.
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Transformada de fourier en T

Entenderemos el toro T como S! = {z € C : |z| = 1}. Si F es una funcién
sobre el toro, entonces

f(x) = F(e)
define una funcién 27 periddica.

Definicién 1.2. La transformada de Fourier de una funcién f € L1(T) es

la sucesidon compleja f= (?(k)) vez definida para cada entero k como

1

Pk = o / F(x)e ™ dx.

La serie -
Z ?(k)eikx
k=—0o0

se denomina [a serie de Fourier.
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Los espacios Py P’

P = C°°(T) es el espacio de todas la funciones periddicas f : R — C de
periodo 27 infinitamente diferenciables. (P, d) es un espacio métrico
completo con la métrica

:i2j Hgb(/) w(J)HLoo(T
1

= 1Y =0 ey

Definimos S(Z) como el espacio de las sucesiones que decrecen
rapidamente, es decir, @ = (ak) € S(Z) si y solo si

sup kjozk‘ < oo, VjeN.
keZ
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Los espacios Py P’

P’ es el dual topolédgico de Py es llamado el espacio de las distribuciones
periodicas.

Definicién 1.3. La transformada de Fourier en P’ es la sucesién compleja

A 1 .
f(k)= > <f, ef’k(')>, para todo k € Z.

2
Definimos la derivada de una distribucién peridédica f como
(F0.0) = (1) (£,09).

para todo entero j > 0 y cada funcién ¢ € P.
Una sucesién compleja (ak)kez es de crecimiento lento si existe una
constante C > 0 y un entero positivo N, tal que

loe] < Clk|N para todo k € Z\ {0}.

El conjunto de todas estas sucesiones se denota por S'(Z).
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Los espacios Py P’

Teorema 1.2.

a) Sea ¢ € P. Entonces, ¢ € S(Z) y q;(J\)(k) = (ik)Y ¢(k), para todo
entero k. Ademads, vale la férmula de inversién

d(x)= D axe™.

k=—00

b) La transformada de Fourier =: P +— S(Z) es un isomorfismo y un
homeomorfismo.

c) La transformada de Fourier =: P’ — S'(Z) es un isomorfismo y un
homeomorfismo. Ademiés, si f € P’

—

(FO) (k) = (iKY F(K),

para todo k € Z y cada entero j > 0.
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Espacios de Sobolev

Sea s € R. El espacio de Sobolev H*(T) consiste en todas las
distribuciones f € P’ tales que

o0

Z (1+ k?)®

k=—o00

-~ 2
F(k)|" < oo

El producto interno y la norma de f, g € H*(T) se definen como

o0

(f,g)s=2r > (1+k*)*F(k)g(k),

k=—00

k=—o00

- 1/2
~ 2
If]ls = (27r > (14 K [F()] ) .

Con este producto interno, H*(T) es un espacio de Hilbert.
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Espacios de Sobolev

Teorema 1.3.

a) Sea s > r. Entonces H*(T) — H"(T). H*(T) estd densamente
contenido en H"(T).

b) Sis > % H?*(T) es un algebra de Banach. En particular, existe una
constante Cs que depende solo de s tal que

I7glls < Gollfllsllglls,

para todo f,g € H*(T).
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Buen Planteamiento Global de la Ecuacién Lineal

El sistema lineal asociado a (1) es

v, = AV
{\U(tZO):\UO (5)
donde
W 030 +i602 0 0
v=| p |, A= 0 0o -02 |, (6)
é 0 — 0
o
y Vo= po

%o
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Buen Planteamiento Global de la Ecuacién Lineal

Aplicando Transformada de Fourier a (5) se tiene la siguiente EDO con
respecto a t

AV (k, t) = A(K)V(k,t), ke€Z,t>0
N )L (7)
donde
o3ik —isk? 0 0
A(k) = 0 0 K2 (8)
0 i 0

para todo k € Z y todo ¢ = (1, p2,93) € P X P x P.

Corolario 2.1. Sean g,s € R. Entonces

A€ B(H9(T) x H*(T) x H*"1(T), HT=2(T) x H*"}(T) x H*(T)). (9)
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Buen Planteamiento Global de la Ecuacién Lineal

Resolviendo la EDO (7) tenemos que W(k, t) = eA(k)t\I/lB(k), para cada
k € Z. Donde

eit(o3k—0k?) 0 0
AR _ 0 cos (f5¢)  Mhsin (t) (10)
0 —ﬁ sin (ﬁt) cos (%t)

Luego, por transformada inversa de Fourier, una solucién de (5)
formalmente es _ .
V(x,t) =Y R ety (k) (11)
keZ
Para demostrar lo anterior, se define la familia de operadores {S(t)}+>0
como

S(t)Vo = ((eA(k)tq’fO(k)>k€Z)v (12)

y se puede demostrar lo siguiente:
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Buen Planteamiento Global de la Ecuacién Lineal

Teorema 2.1. Sean q,s € R. Entonces {5(t)}+>0 es un semigrupo Cy en
X = H9(T) x H5(T) x H+(T).

Demostracién.
eit(g3k_6k2)g/0\1(k)
S(t)p(k) = | cos (ﬁt) a(k) + Micsin (15¢) B3(k)
— % Sin ( ) ©2(k) 4 cos ( ) p3(k)

ICYelx < loxllo + loalls + Mlgalles + Cmelialls  allon g
< Kum,elleoll x

Por medio de Criterio M de Weierstrass se demuestra que

(13)

lim ||S(t)V — V|[x =0
Jim [1S(6)¥ — Wl
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Buen Planteamiento Global de la Ecuacién Lineal

Teorema 2.2. A es el generador infinitesimal del semigrupo Co {S(t)}+>0-

Demostracién. Via Teorema del valor medio para derivadas y Criterio M de
Weierstrass.
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Buen Planteamiento Global de la Ecuacién Lineal

Teorema 2.3. Sean g, s € R. El sistema (5) estad bien planteado
globalmente en X = H9(T) x H*(T) x HS*1(T). Es decir, para todo
Yy € X, (5) tiene una dnica solucién

W e C([0,00); X) N CL([0, 00); HI72(T) x HS~Y(T) x H5(T))

que depende continuamente del dato inicial.

Demostracién. Por el Corolario 1.3 y los teoremas recién vistos, solo resta
verificar la dependencia continua. En efecto,

1S(t)e — S(t)¢'lIx < Kmellp — ¢lIx
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Sistema de Zakharov-Rubenchik Modificado Caso Periédico

Siguiendo las ideas de C. Obrecht (2015) consideraremos el siguiente
sistema

Orp — U3axw - ’.558>2<¢ + /e {02’1”2 + W(P + Dax¢)} =0
Orp + 02¢ + DOy (|¢)?) +eL1 =0 (15)
e+ gp+ |2+ el =0

Con condiciones iniciales ¢(x,0) = ¢ € H*(T), p(x,0) = po € H*(T),
¢(x,0) = ¢o € HX(T).
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Sistema de Zakharov-Rubenchik Modificado Caso Periédico

Tomando M # 1 y escogiendo

Ly = —idon (B — 20w, Ly = —ib02 (0 — Dui)

se obtiene

{ O,V = AV + B(W) (16)

V(x,0) =Wy
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Sistema de Zakharov-Rubenchik Modificado Caso Periédico

Donde
(0 030y + i€60? 0 0
\ll = U 5 A — O O _%8X )
% 0 —w0 0
o
Vo = po — a1 |tol? ,
Max¢ - a2|¢0|2
—ie{(ag T W(oq T %az)) )2 + W (U+ %V)}w
B(V) = 0

0
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Sistema de Zakharov-Rubenchik Modificado Caso Periédico

Teorema 2.4. Sea s € R. El sistema LINEAL asociado a (16) estd bien
planteado globalmente en Y = (H5(T))>. Es decir, para todo Wy € Y, el
sistema lineal tiene una Unica solucién

W e C([0,00); Y) N CY[0, 00); H*=2(T) x H"Y(T) x H~(T))

que depende continuamente del dato inicial.
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Sistema de Zakharov-Rubenchik Modificado Caso Periédico

Demostracién. Similar al caso anterior, solo que en esta ocasion
!/
AceB (Y7 Y ) ,

donde Y’ := H572(T) x H*~Y(T) x HS~(T). Y el semigrupo est4 definido
por
it (a3k—e6k2)¢)\(k)
S(e)p(k) = cos(kt)eo )—isin (&) @E(K) |, vkez
—isin (& ) ©2(k) + cos ( k t) cpg(k)
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Buen planteamiento local del sistema de Z-R modificado

Teniendo en cuenta el principio de Duhamel debemos estudiar la siguiente
ecuacién integral

V(t) = S(t)Vo + /Ot S(t—7)B(V)(r)dT (17)

Teorema 2.5. Sea Wy € Y = (H%(T))?, s > 3. Existe un tiempo
T (s,]|Wo|ly) > 0y una funcién W € C ([0, T]; Y) que satisface la
ecuacion integral (17).
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Buen planteamiento local del sistema de Z-R modificado

Demostracion. Sea K = K(||Wol|y) = 4||Wo||y. Consideremos la aplicacién
® definida como

SU(£) = S(£)Wo + /0 "S(t — )B(W)(F)dr (18)
y el espacio
X(T,K) = {w e C([0,TL;Y): sup |[W(t)|ly < K}
te[0,T]

El objetivo es demostrar que, para cierto T > 0, ® es una contraccién en
X(T,K) y luego, usar el Teorema de Punto fijo de Banach para concluir
que existe la funciéon W € C([0, T]; Y) que satisface la ecuacién integral.
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Buen planteamiento local del sistema de Z-R modificado

Teorema 2.6. Sea s > 1. Entonces el PVI (16) es equivalente a la
ecuacién integral (17). Si W € C([0, T]; Y) y satisface (17), entonces W
es solucién de la ecuacién diferencial (16) y W € C ([0, T]; Y').

Demostracién. Aplicando los resultados del Teorema 1.1. y las
propiedades de A.

Yeison Gémez (UNAL Manizales) Sistema de Z-R/B-R Periédico



Buen planteamiento local del sistema de Z-R modificado

Con los resultados anteriores, ya se puede demostrar el teorema principal.
Teorema 2.7: El PVI (16) es localmente bien planteado en
Y = (H5(T))*,s > 1. Es decir, para todo Wy € Y existen T >0y una
(nica

WeC(o,T]Y)ncC (o, T Y
que satisface (16). Ademas, la aplicacién dato inicial-solucién
VoeY = WVeC(0,T];Y) es continua en el siguiente sentido: Sean
Vo,€Y,n=1,2,3,...,00, tales que Vg , Y, Wy, cuando n — oo, y
sean W, € C ([0, T,]; Y) soluciones de (22) construidas en el Teorema
2.5. con V,(x,0) = Wq ,. Entonces, para todo T' € (0, T), existe N € N
tal que n > N implica que W, € C([0, T';Y) y

lim sup [ Wa(t) = W(t)lly =0

N0 tef0, 7]
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Buen planteamiento local del sistema de Z-R modificado

Demostracion. Existencia.

Unicidad. Lema (Gronwall). Sean o, 5 € Rcon >0y g € C([a, b];R)
tal que

g <a+s [ gls)ds

Entonces, g(x) < ae®’*=3) para todo x € [a, b].
Por lo visto en el paso 3 de la demostracion de Teorema 2.5.

t
[W1(t)—Wa(t)[ly < 2||‘Uo,1*‘l’0,2||YJr2€’C*/0 [W1(7)—Wao(7)llydT (19)
Usando la desigualdad de Gronwall se llega a que

IW1(t) = Wa(t)|ly < 2[[Wo1 — Voollye®™ ™, vee[0,T]  (20)
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Buen planteamiento local del sistema de Z-R modificado

Dependencia continua. Sea ¢; > 0. Usando propiedades de continuidad
se puede llegar a que existe un N € N tal que

sup [ Wn(t) = W(t)ly < 2[Wo,n — Vol €5 T
te[0,T7]
E (21)
<22eT}(,T,e2GKT = €1, VYn> N

Esto implica que

lim sup [[W,(t) — W(t =0
Jim, sup [14() = V(O

ya que €1 > 0 fue arbitrario.
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Volver al sistema modificado

Usando algunas técnicas basicas, se puede demostrar que el sistema (16) y
el sistema modificado (15) son equivalentes, luego

Teorema 2.8. Sea s > 1/2. El sistema

0h) — 03050 — ie&?}%w + e {02\1,/1]2 + W (p+ Docp)}p =0
Oep+ 020 + DO (|9?) + el =0
O+ g+ Y+ el =0

Con condiciones iniciales 9 (x,0) = 1o € H*(T), p(x,0) = po € H*(T),
¢(x,0) = ¢o € HH(T) y

= —iban (B0 20w, Lo =~ -00s (B — ).

Esta bien planteado localmente.
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Problema abierto

Basados en C. Obrecht (2015) y H. Luong-J. C. Saut (2018) adn queda
por demostrar el buen planteamiento local via Sistemas Hiperbdlicos
Simétricos del sistema original, cuando se incluye el pardmetro pequefio €

Or) — 030xt) — €602 + ie {oa| | + W (p + DOx¢)} 1 = 0
Oep + 02¢ + DOy (|9]?) =0
Oed + o+ [U)* =0
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