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RESUMEN Nucleos definidos positivos y el espacio de Hilbert asociado

El objetivo de este trabajo es presentar una prueba de un teorema de estabilidad para nucleos definidos a valores escalares. Este Sea &, el espacio de las sucesiones {an }necz C C con soporte finito.
resultado es una version de un resultado clasico de Paley - Wiener referente a bases de Riesz. Sea K : Z X Z — C un niicleo definido positivo. Para @ = {an}nez y b = {bn}ncz en & se define

(a,b) = Z K(n, m) a,, b,,.

Bases equivalentes en espacios de Banach m,nEZ
Se tiene que (-, +) es una forma sesquilineal, posiblemente degenerada, definida positiva en &,.

Sea {xn} una base de Schauder en el espacio de Banach X. Sea T € L£(X) un operador acotado invertible con inverso acotado. Sea {y,} definida por Sea &, k el espacio pre-Hilbert obtenido después de haber pasado al cociente natural en &, y sea ‘Hg la completacion de & k.

Yo = Tx, paran=1,2,...

El producto y la norma en Hk se denotaran por { , 2. Y || ||2« respectivamente. Esta norma se llamara /la norma inducida por K.

entonces {y,} también es una base de Schauder de X. Paran € Z sea 6 el elemento de &, definido por
Dos bases que satisfacen una relacion de este tipo se dice que son bases equivalentes. o) {1 sim = n,
o\ =
m

Bases de Riesz 0 sim #n.

Sea {an}nez C C una sucesidon con soporte finito.

| _ La clase de equivalencia del elemento a,0" se denotard por > and(" | vy se tiene que
Riesz, para mas detalles sobre este tema se puede consultar el libro de Young [2]. nEZ nEZ I

2

En un espacio de Hilbert separable son muy importantes las bases ortonormales. Otras bases muy destacadas y menos conocidas son las llamadas bases de

Una base para un espacio de Hilbert es una base de Riesz si es equivalente a una base ortonormal, es decir, si es obtenida de una base ortonormal por - -
medio de un operador lineal acotado invertible con inverso acotado. —
P E a,o" = E K(n, m) a, a,.

nez m,neZ

Productos internos equivalentes, sucesiones completas, sucesiones biortogonales y sucesiones minimas -

Sean (-, ), (-, +)1, dos productos internos sobre un espacio vectorial. Se dice que (-, ) y (-, +)1 son productos internos equivalentes cuando generan Nucleos definidos positivos equivalentes

normas equivalentes.
Sea H. un espacio de Hilbert. Sean K1, K> : Z X Z — C dos nlcleos definidos positivos. Se dice que K1 y K2 son equivalentes si las correspondientes normas pre-Hilbert inducidas,

| |24, ¥ Il I, en el espacio &, son equivalentes.

(a)Se dice que la sucesion {x, }ner es completa en H si span{x, tneny = H.

b) Se dice que las sucesiones {Xn}nEN y {Yn}nEN son biortogona/es S| Observacion. De la definicidn anterior y la construccién del espacio Hg sigue que dos ntcleos definidos positivos Ky, Ko : Z X Z — C son equivalentes
si existen dos constantes A, B con 0 < A < B tales que

X = 0 ara todo n,m € N.
(Xns ¥m) = Onm P ’ Alllbli )2, < lllhlklZ, < Blhlq[Z, para h € &.

(c)Se dice que una sucesion {x, }necz en un espacio de Hilbert es minimal si, para cada p € Z,
Xp € span{x, :n € Z, n # p}. Caracterizaciéon de nicleos definidos positivos
Si {Xn }nez es una sucesion minimal en un espacio de Hilbert H, entonces existe una sucesion
{hn}nez C H que es biortogonal a {Xn}nez, esto es (Xn, h) 3 = Opm.

Sean K1, Ky : Z X Z — C dos ntcleos definidos positivos. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Los nicleos K1 y K» son equivalentes.
Caracterizacion de las bases de Riesz (ii) Existe una aplicacién lineal acotada biyectiva, con inversa acotada,

O Hk, = Hk,

Sea (H, (-, +)) un espacio de Hilbert separable y sea {xy }nen una sucesion en H. Las siguientes afirmaciones son equivalentes,

(i) {Xn }nen es una base de Riesz para H. tal que
(i) Existe un producto interior (-, +}1 sobre el espacio lineal #, equivalente al producto interior sobre H tal que {x, }ner €s una base ortonormal para (H, (-, +)1). 0 5(n) _ 5(n)
[0™]k, = [0 ]k,

para todo n € Z.

(iii) La sucesion {x, }nen es completa en H y existen constantes A, B > 0, A < B tales que |
2 1) Existen dos constantes A, B con 0 < A < B tales que

Az‘a"‘z = Za"x" = lea"‘z A Z Kl("? m) aman < Z K2("7 m) ama, < B Z Kl(n? m) am an

neN neN neN -

para toda sucesién de escalares @ = {an}, . con soporte finito. m,ncZ m,ncZ m,ncZ

(iv) La sucesion {x;, }nen es completa en H y su matriz de Gram para toda sucesion con soporte finito {an}nez C C.
((xis %3) )iz

. . . 2 s s ° ’ ° . s_ =
es la matriz de un operador acotado invertible en I (N). Una versién del Teorema de Paley- Wiener para nucleos definidos positivos
(v) La sucesion {xp}nery es completa en HH y posee una sucesion biortogonal completa {y, }nen tal que

Z | {x, Xn>‘2 < 0O y Z | {x, Yn>|2 < oo paratodo x € H El resultado siguiente es una version del Teorema de Paley-Wiener . Un resultado similar para procesos estocésticos fue dado en el articulo de Strandell 3,
nEN nEN Teorema 2].

Este Teorema y su prueba puede verse en [2]. Sea K un nicleo definido positivo.
Si {g,}5° C H satisface

n=—ox

Teorema de Paley - Wiener

>an (0™ —gn)|| < AY anl6™

El criterio fundamental de estabilidad, e historicamente el primero, se debe a Paley -Wiener . Este se basa en el hecho elemental de que un operador lineal neZ o nez e
acotado T sobre un espacio de Banach es invertible cuando para toda sucesion con soporte finito {a, }nez C C, donde A € (0, 1), entonces el nicleo Ky definido por

M- T < 1. Ki(n,m) = (gn, 8m) 7

. ., es equivalente a K.
Sea {Xn }new una base de Schauder para un espacio de Banach X, y suponga que {y, }nen €s una sucesién de elementos en X tal que

N N
Z Cn(xn - Yn) S A Z CnXn
n=1 n=1

para alguna constante A, con 0 < A < 1y para cualquier sucesion de escalares {c, }neny. Entonces {yn}nern es una base de Schauder para X

equivalente a {Xy, }nen. Z a, 6™

Demostracion

Definamos el operador J : Hk — Hk como sigue

Este teorema y su prueba pueden verse en el libro de Young [2, pagina 38|.

ne/z

. . . ara cada sucesion con soporte finito {a C C.
Teorema de Paley- Wiener en espacios de Hilbert pete = ° { nJnez
Es facil probar que J es un operador lineal.

| | Ademas de la hipdtesis se tiene que
Sea {e,} una base ortonormal para un espacio de Hilbert H y sea

./ : o)
{zn} C H una sucesién que satisface 22

nc/z
1/2 Luego J es un operador lineal acotado tal que |[J|| < A < 1.

Z cn(en — Zn) S A Z |Cn‘2 (]_) Sea f € Hk dada por f = 3 a,[6(]k.

nez
n Se tiene que

para alguna constante X, con 0 < X\ < 1y para toda sucesién de escalares {c, }nen. Entonces {z, }nen (1=J3)(f) = %a"gn y (L= Al < [I(1= D[l < 21[F[]200
- nc
es una base de Riesz para H. por lo tanto

(1_>‘)2 Z K(nvm)ama_ng Z Kl(nvrn)ama_né4 Z K(nvm)ama_n-

Nucleos definidos positivos m,n€Z m,n€Z m,n€Z

Los nticleos definidos positivos aparecen de manera natural en muchos resultados y problemas tanto de analisis como de probabilidades, en los que juegan Referencias
un rol distinguido. Esta nocidon permite considerar, de manera unificada, problemas de ambas areas.

Sea K : Z X Z — C un niicleo. Se dice que K is definido positivo s ;R. Bruzual, A. De |la Barrera, M. Dominguez. On positive definite kernels, related problems and applications.

2_ K(n,m)ana, >0 para toda sucesion {an}nez C € con soporte finito. Extracta Mathematicae, Vol. 29, N. 1-2, (2014), 97-115.

m,neZ
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