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Universidad Nacional De Colombia
Observatorio Astronómico Nacional
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1. Relatividad General: Acción de Einstein-Hilbert + Termino de
Gibbons-York-Hawking

Sea un par (M,g) con M una variedad cuadri-dimensional, y g una métrica sobre M.
La Relatividad General esta basada en postulados que incluyen el de las ecuaciones
de campo de Einstein (en unidades de c = 1 y con κ = 8πG), las cuales determinan
la forma de g dada una forma de momento-enerǵıa:

Rαβ −
1

2
Rgαβ = κTαβ (1)

Podemos obtener las ecuaciones de campo de un principio variacional, a partir de la
acción de Einstein-Hilbert, más una acción asociada a los campos de materia:

S =
1

2κ

∫
V
d4x

√
−gR︸ ︷︷ ︸

SEH

+

∫
V
d4x

√
−gLM [gαβ, ψ]︸ ︷︷ ︸
SM

(2)

La variación se realiza con respecto a gαβ fijando δgαβ|∂V = 0.
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Usando

δR = δgαβRαβ +∇σ
(
gαβ(δΓσβα)− gασ(δΓ

γ
αγ)
)
, δ

√
−g = −1

2

√
−ggαβδgαβ

tendremos para la variación del termino geométrico:

δSEH =

∫
V

d4x
(
Rδ
√
−g +

√
−g δR

)
=

∫
V

d4x

(
Rαβ

√
−gδgαβ − 1

2
Rgαβ

√
−g δgαβ +

√
−g∇σ

(
gαβ(δΓσβα)− gασ(δΓγαγ)

))
=

∫
V

d4x
√
−g
(
Rαβ −

1

2
Rgαβ︸ ︷︷ ︸

Gαβ

)
δgαβ +

∫
V

d4x
√
−g∇σ

(
gαβ(δΓσβα)− gασ(δΓγαγ)

)
(3)

Definamos la siguiente cantidad

V σ = gαβ(δΓσβα)− gασ(δΓ
γ
αγ) (4)

de modo que la integral adicional se escribe como∫
V
d4x

√
−g∇σ

(
gαβ(δΓσβα)− gασ(δΓ

γ
αγ)
)

=

∫
V
d4x

√
−g∇σV

σ (5)
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Usamos ahora el teorema de Gauss-Stokes∫
V
dnx

√
|g|∇µA

µ =

∮
∂V
dn−1y ε

√
|h|nµAµ (6)

la integral adicional queda escrita como∫
V
d4x

√
−g∇σV

σ =

∮
∂V
d3y ε

√
|h|nσV σ (7)

Para la evaluación de δΓσβα usamos que Γσβα es el simbolo de Christoffel
{σ
βα

}
:

δΓσβα = δ

(
1

2
gσγ
[
∂βgγα + ∂αgγβ − ∂γgβα

])
=

1

2
δgσγ

[
∂βgγα + ∂αgγβ − ∂γgβα

]
+

1

2
gσγ
[
∂β(δgγα) + ∂α(δgγβ)− ∂γ(δgβα)

]
(8)

De las condiciones en la frontera δgαβ = δgαβ = 0, tenemos

δΓσβα

∣∣∣
∂V

=
1

2
gσγ
[
∂β(δgγα) + ∂α(δgγβ)− ∂γ(δgβα)

]
(9)

y

Vσ

∣∣∣
∂V

= gσµV
µ
∣∣∣
∂V

= gαβ
[
∂β(δgσα)− ∂σ(δgβα)

]
(10)



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Evaluamos el termino nσVσ
∣∣
∂V usando que

gαβ = hαβ + εnαnβ (11)

de modo que

nσVσ

∣∣∣
∂V

= nσ(hαβ + εnαnβ)[∂β(δgσα)− ∂σ(δgβα)]

= nσhαβ[∂β(δgσα)− ∂σ(δgβα)]

= −nσhαβ∂σ(δgβα) (12)

donde usamos la parte antisimétrica de εnαnβ con ε = nµnµ = ±1, y también que

la derivada tangencial hαβ∂β(δgσα) = 0 pues δgαβ = 0 en la frontera. Finalmente
la variación del termino geométrico es

δSEH =

∫
V
d4x

√
−g
(
Rαβ −

1

2
Rgαβ

)
δgαβ −

∮
∂V
d3y ε

√
|h|hαβ∂σ(δgβα)nσ

(13)
Para evitar terminos en la frontera NO basta con fijar δgαβ|∂V = 0, es necesario
también tener ∂σ(δgβα)|∂V = 0.
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1.1. Termino de frontera de Gibbons-York-Hawking

Para evitar fijar ambas condiciones, introducimos un termino de frontera (Gibbons-
York-Hawking):

SGYH = 2

∮
∂V
d3y ε

√
|h|K =⇒ δSGYH = 2

∮
∂V
d3y ε

√
|h|δK (14)

usamos la definición de curvatura extŕınseca

K = ∇αn
α

= gαβ∇βnα

= hαβ(∂βnα − Γ
γ
βαnγ) (15)

la variación es

δK = −hαβδΓγβαnγ

= −1

2
hαβ

[
∂β(δgσα) + ∂α(δgσβ)− ∂σ(δgβα)

]
nσ

=
1

2
hαβ∂σ(δgβα)nσ (16)

Con esta variación tendremos
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δSGYH =

∮
∂V
d3y ε

√
|h|hαβ∂σ(δgβα)nσ (17)

de modo que

δSEH + δSGYH =

∫
V
d4x

√
−g
(
Rαβ −

1

2
Rgαβ

)
δgαβ (18)

Si introducimos un termino de frontera, la parte goemétrica de las ecuaciones

de Campo de Einstein se obtiene de un principio variacional fijando tan solo

δgαβ|∂V = 0.

Para la acción asociada a los campos de materia tendremos

δSM =

∫
V
d4x δ(

√
−gLM )

=

∫
V
d4x

√
−g
(
∂LM
∂gαβ

− 1

2
LMgαβ

)
δgαβ

= −1

2

∫
V
d4x

√
−gTαβδgαβ (19)

con

Tαβ ≡ −2
∂LM
∂gαβ

+ LMgαβ = − 2√
−g

δSM
δgαβ

(20)
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En Conclusión:

S =
1

2κ

(∫
V
d4x

√
−gR + 2

∮
∂V
d3y ε

√
|h|K

)
+

∫
V
d4x

√
−gLM [gαβ, ψ]

+
δS

δgαβ
= 0, δgαβ|∂V = 0

⇓
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2. Teoŕıas de gravedad modificada f(R)

2.1. Introducción

Problemas fundamentales de la cosmoloǵıa estándar

Expansión acelerada del universo

Contenido de materia-enerǵıa en el universo

Posible solución: Constante Cosmológica Λ : Expansión acelerada del uni-
verso

ä

a
=
κ

3
ρΛ, ρΛ =

Λ

κ
Contenido de Materia-enerǵıa en el universo: ρΛ implica una ecuación de estado de
la forma

P = −ρ =⇒ DARK ENERGYDARK ENERGYDARK ENERGY
Parámetros cosmológicos:

Ωm

(
=

8πGρ

3H2

)
+ ΩΛ

(
=

Λ

3H2

)
+ Ωk

(
= − k

a2H2

)
= 1

Hoy en dia tenemos Ωm = 0.3 y ΩΛ = 0.7
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Pero Λ tiene problemas:

Problema de la constante cosmológica

Problema de coincidencia

Una posible solución:

Ver el efecto de la expansión acelerada del universo como pro-
ducto de términos puramente geométricos en las ecuaciones de
campo.

⇓
Teoŕıas de Gravedad Modificada f(R)

⇓∫
V
d4x

√
−gR =⇒

∫
V
d4x

√
−gf(R)

⇓
DARK GRAVITYDARK GRAVITYDARK GRAVITY
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2.2. Ecuaciones de Campo en el Formalismo Métrico

Partimos de la acción:

S′ =
1

2κ

[∫
V
d4x

√
−gf(R)︸ ︷︷ ︸

Smet

+ 2

∮
∂V
d3y ε

√
|h|f ′(R)K︸ ︷︷ ︸

S′GYH

]
+

∫
V
d4x

√
−gLM [gαβ, ψ]

con f ′(R) = df(R)/dR. De nuevo la variación se realiza con respecto a gαβ fijando
δgαβ|∂V = 0. La variación del primer termino es:

δSmet =

∫
V
d4x

(
f (R)δ

√
−g +

√
−g δf(R)

)
(21)

la derivada funcional de f (R) se puede escribir como

δf (R) = f ′(R)δR (22)

y la variación del escalar de Ricci como:

δR = δgαβRαβ +∇σ
(
gαβ(δΓσβα)− gασ(δΓ

γ
αγ)
)

= δgαβRαβ + gµν∇σ∇σ(δgµν)−∇σ∇γ(δg
σγ)

= δgαβRαβ + gαβ�(δgαβ)−∇α∇β(δgαβ) (23)
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Con � ≡ ∇σ∇σ. Aśı tendremos:

δSmet =

∫
V

d4x
(
f (R)δ

√
−g +

√
−g f ′(R)δR

)
=

∫
V

d4x

(
−f (R)

1

2

√
−g gαβδgαβ + f ′(R)

√
−g
(
δgαβRαβ + gαβ�(δgαβ)−∇α∇β(δg

αβ)
))

=

∫
V

d4x
√
−g
(
f ′(R)

(
δgαβRαβ + gαβ�(δgαβ)−∇α∇β(δg

αβ)
)
− 1

2
f (R) gαβδg

αβ

)
(24)

Consideramos ahora las siguientes integrales:∫
V
d4x

√
−gf ′(R)gαβ�(δgαβ),

∫
V
d4x

√
−gf ′(R)∇α∇β(δgαβ) (25)

para expresarlas de forma distinta definimos:

Mτ = f ′(R)gαβ∇τ (δg
αβ)− δgαβgαβ∇τ (f

′(R)) (26)

y
Nσ = f ′(R)∇γ(δg

σγ)− δgσγ∇γ(f
′(R)) (27)

La combinación gστMτ +Nσ en el caso particular f (R) = R, se reduce a nuestra
cantidad V σ.
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Tomando la derivada covariante en Mτ :

∇τMτ = ∇τ
(
f ′(R)gαβ∇τ(δg

αβ)
)
−∇τ

(
δgαβgαβ∇τ(f

′(R))
)

= f ′(R)gαβ�(δgαβ)− δgαβgαβ�(f ′(R))

integrando∫
V

d4x
√
−g∇τMτ =

∫
V

d4x
√
−gf ′(R)gαβ�(δgαβ)−

∫
V

d4x
√
−gδgαβgαβ�(f ′(R)) (28)

usando el teorema de Gauss-Stokes podemos escribir:∫
V

d4x
√
−gf ′(R)gαβ�(δgαβ) =

∫
V

d4x
√
−gδgαβgαβ�(f ′(R)) +

∮
∂V

d3y ε
√
|h|nτMτ (29)

de forma similar, tomando la derivada covariante en Nσ:

∇σN
σ = ∇σ

(
f ′(R)∇γ(δg

σγ)
)
−∇σ

(
δgσγ∇γ(f

′(R))
)

= f ′(R)∇σ∇β(δg
σβ)− δgσβ∇σ∇β(f

′(R))

integrando y usando de nuevo el teorema de Gauss-Stokes tendremos∫
V

d4x
√
−gf ′(R)∇σ∇β(δg

σβ) =

∫
V

d4x
√
−gδgσβ∇σ∇β(f

′(R)) +

∮
∂V

d3y ε
√
|h|nσNσ (30)
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De modo que

δSmet =

∫
V
d4x

√
−g
(
f ′(R)Rαβ+gαβ�f

′(R)−∇α∇βf
′(R)−f (R)

1

2
gαβ

)
δgαβ

+

∮
∂V
d3y ε

√
|h|nτMτ +

∮
∂V
d3y ε

√
|h|nσNσ (31)

Expresamos las cantidades Mτ y Nσ evaluadas en la frontera ∂V. Es conveniente
primero escribir estas cantidades en función de las variaciones δgαβ, (δgαβ =
−gαµgβνδgµν):

Mτ = −f ′(R)gαβ∇τ (δgαβ) + gαβδgαβ∇τ (f
′(R)) (32)

Nσ = −f ′(R)gσµgγν∇γ(δgµν) + gσµgγνδgµν∇γ(f
′(R)) (33)

con lo cual

Mτ

∣∣∣∣
∂V

= −f ′(R)gαβ∂τ (δgαβ), Nσ
∣∣∣∣
∂V

= −f ′(R)gσµgγν∂γ(δgµν) (34)

calculamos ahora nτMτ
∣∣
∂V y nσN

σ
∣∣
∂V que son los terminos que aparecen en las

integrales sobre la frontera
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nτMτ

∣∣∣∣
∂V

= −f ′(R)nτ (εnαnβ + hαβ)∂τ (δgαβ)

= −f ′(R)nσhαβ∂σ(δgαβ) (35)

nσN
σ
∣∣∣∣
∂V

= −f ′(R)nσ(hσµ + εnσnµ)(hγν + εnγnν)∂γ(δgµν)

= −f ′(R)nµ(hγν + εnγnν)∂γ(δgµν)

= −f ′(R)nµhγν∂γ(δgµν)

= 0 (36)

donde usamos que nσh
σµ = 0, ε2 = 1 y el hecho de que la derivada tangencial

hγν∂γ(δgµν) es nula. Con estos resultados la variación de la acción Smet es:

δSmet =

∫
V
d4x

√
−g
(
f ′(R)Rαβ+gαβ�f

′(R)−∇α∇βf
′(R)−f (R)

1

2
gαβ

)
δgαβ

−
∮
∂V
d3y ε

√
|h|f ′(R)nσhαβ∂σ(δgαβ) (37)
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2.2.1. Termino de frontera en gravedad f (R)

Calculamos ahora la variación del termino S′GYH en la acción total:

δS′GYH = 2

∮
∂V
d3y ε

√
|h|
(
δf ′(R)K + f ′(R)δK

)
= 2

∮
∂V
d3y ε

√
|h|
(
f ′′(R)δRK + f ′(R)δK

)
(38)

usando la expresión para la variación de K, podemos escribir

δS′GYH = 2

∮
∂V
d3y ε

√
|h|
(
f ′′(R)δRK +

1

2
f ′(R)hαβ∂σ(δgβα)nσ

)
= 2

∮
∂V
d3y ε

√
|h|f ′′(R)δRK +

∮
∂V
d3y ε

√
|h|f ′(R)hαβ∂σ(δgβα)nσ

Puesto que la función f(R) es arbitraria, para evitar nuevos grados
de libertad, imponemos δR = 0 en la frontera.

δS ′ =
1

2κ

∫
V

d4x
√
−g
(
f ′(R)Rαβ + gαβ�f

′(R)−∇α∇βf
′(R)− 1

2
f (R) gαβ

)
δgαβ

− 1

2

∫
V

d4x
√
−gTαβδgαβ (39)
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1√
−g

δSmod
δgαβ

= 0 =⇒ f ′(R)Rαβ+gαβ�f
′(R)−∇α∇βf

′(R)− 1

2
f (R) gαβ = κTαβ

f ′(R)Rαβ + gαβ�f
′(R)−∇α∇βf

′(R)− 1

2
f (R) gαβ = κTαβ (40)

Podemos escribir

Gαβ =
κTαβ
f ′(R)

+ gαβ
[f (R)−Rf ′(R)]

2f ′(R)
+

[∇α∇βf
′(R)− gαβ�f

′(R)]

f ′(R)

o
Gαβ =

κ

f ′(R)

(
Tαβ + T

eff
αβ

)
donde

T
eff
αβ ≡ 1

κ

[
[f (R)−Rf ′(R)]

2
gαβ +∇α∇βf

′(R)− gαβ�f
′(R)]

]
(41)

⇓
DARK GRAVITYDARK GRAVITYDARK GRAVITY
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En Conclusión:

S =
1

2κ

(∫
V
d4x

√
−gf(R) + 2

∮
∂V
d3y ε

√
|h|f ′(R)K

)
+

∫
V
d4x

√
−gLM [gαβ, ψ]

+
δS

δgαβ
= 0, δgαβ|∂V = 0, δR|∂V = 0

⇓
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[1] A. Guarnizo, L. Castañeda and J. M. Tejeiro, Boundary Term in Met-
ric f(R) Gravity: Field Equations in the Metric Formalism ,
arXiv:1002.0617v4 [gr-qc]. Accepted for publication in General Relativity
and Gravitation.

[2] T. P. Sotiriou and V. Faraoni, f(R) Theories Of Gravity ,
arxiv:0810.2602.

[3] V. Faraoni, f(R) gravity: successes and challenges ,
arXiv:0810.2602v1 [gr-qc].

[4] T. P. Sotiriou, Modified Actions for Gravity: Theory and Phe-
nomenology , arXiv:0710.4438v1 [gr-qc], Ph.D. Thesis.

[5] E. Dyer and K. Hinterbichler, Boundary Terms, Variational Princi-
ples and Higher Derivative Modified Gravity , Phys. Rev. D. 79
(2009):024028. arXiv:0809.4033.

�

http://lanl.arxiv.org/abs/1002.0617
http://lanl.arxiv.org/abs/0810.2602
http://arxiv.org/abs/0810.2602v1
http://lanl.arxiv.org/abs/0710.4438v1
http://lanl.arxiv.org/abs/0809.4033


•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit


	Relatividad General: Acción de Einstein-Hilbert + Termino de Gibbons-York-Hawking
	Termino de frontera de Gibbons-York-Hawking

	Teorías de gravedad modificada bold0mu mumu f(R)f(R)f(R)f(R)f(R)f(R) 
	Introducción
	Ecuaciones de Campo en el Formalismo Métrico
	Termino de frontera en gravedad f(R)


	Bibliografía

