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1. Relatividad General: Accion de Einstein-Hilbert + Termino de
Gibbons-York-Hawking

Sea un par (M, g) con M una variedad cuadri-dimensional, y g una métrica sobre M.
La Relatividad General esta basada en postulados que incluyen el de las ecuaciones
de campo de Einstein (en unidades de ¢ = 1y con k = 87 G), las cuales determinan
la forma de g dada una forma de momento-energia:

1
Rapg — §Rgozﬁ = Kklup (1)

Podemos obtener las ecuaciones de campo de un principio variacional, a partir de la
accion de Einstein-Hilbert, mas una accion asociada a los campos de materia:

2/1

S= | drvar+ / N T Y PR 2)

Sp Sy

La variacién se realiza con respecto a ¢®” fijando 6¢®” gy = 0.
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Usando
_ s.af alB/spo Qo (7Y o 1 af
OR = 09" Rag + Vo(9" (0T F,) = 9" (0Tar)),  0V=9 = —5v/=99a0

tendremos para la variacion del termino geométrico:
§Sp = /V d*z (R6/—g + /=g OR)
= [t (Ra/=a0"" = SRaun/ =500 + V=49 6T) - 4
= /\7 d*r /=g (fzaﬁ — %Rga€> 6g*7 + /\7 d*x/—gV, (go‘ﬁ (6I'%,) — g™ (

Cas
Definamos la siguiente cantidad
V7 = g™ (61,) — g7 (6T )

de modo que la integral adicional se escribe como

/ d'2/ =gV (97 (6T%,) — g°7(0T4)) = / d*z/—gV VO
Vv V

®Prev ®Next ®last ®Go Back ®Full Screen ®Close ®Quit



Usamos ahora el teorema de Gauss-Stokes
/dnaz V19|V AP :]{ A" Ly ey/|h|n, A
AV oV

la integral adicional queda escrita, como

/d4x\/—gVJVU:j{ >y e/ |hne V'
V oV

Para la evaluacion de 5F%a usamos que F%a es el simbolo de Christoffel {ga}:

o 1 o
51“5@ =0 (59 ! [aﬁ%a + 0agyp — 8795a])

1

1
= 599793010 + 0ugy5 = 01950] + 507 |05(0910) + Da(0g5) — 0090

De las condiciones en la frontera 0g,5 = 0 gO‘ﬂ = 0, tenemos

o 1 5
5Fﬁa (‘9\7: 59 Y [aﬁ(dgvoz) + 804(5976> - 87(5950)]

Vol = 9ouV"|, = 97 [05(090a) — 9a(0g50)]

oV oV
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Evaluamos el termino n"Vg| gy usando que

g = h 4 ennl

de modo que
n’Vy —— na(ho‘ﬁ + enanﬁ)[aﬂ((sgaa) — 05(0954)]

— nahoﬁ[({?ﬁ@gga) — aa(agﬁoz)]
— —nahaﬂaa(dgﬁoz) <12)

donde usamos la parte antisimétrica de en b con e = nt'n, = £1, y también que

la derivada tangencial h®” 03(0goa) = 0 pues 69,3 = 0 en la frontera. Finalmente
la variacion del termino geométrico es

0SpH = / d'z /= ( af — —Rgaﬁ) 597 — jgv d*y e/ [Rh* 05 (8930)n"

(13)
Para evitar terminos en la frontera NO basta con fijar 6¢g®” gy = 0, es necesario
también tener 95(0934)|gy = 0.
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1.1. Termino de frontera de GGibbons-York-Hawking

Para evitar fijar ambas condiciones, introducimos un termino de frontera (Gibbons-

York-Hawking):

SGYH — 27{ d3y E\/ |h|K — 5SGYH = 2% d?’y E\ |h|5K (14)
oA% oA%
usamos la definicion de curvatura extrinseca

K — in&
= gaﬁvﬁna

— h&ﬁ(aﬁna — Fgany)

la variacion es

K = —h*76T n,

Con esta variacion tendremos
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0SGY H = j({?\? Py ey \h\ho‘ﬁag(égﬁ&)na (17)

de modo que

0SpH +05ayH = / d*z /= < af — _Rgaﬁ> 59*" (18)

Si introducimos un termino de frontera, la parte goemétrica de las ecuaciones

de Campo de Einstein se obtiene de un principio variacional fijando tan solo
5gaﬁ|3\7 = 0.

Para la accion asociada a los campos de materia tendremos
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En Conclusion:

1

S = /d4$\/—gR+27{ dPyev/|h| K +/d4$\/—9£»M[9a5,¢]
v oV v

B 2K
_|_
0, 09|y =0

0S5
5 gl B
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2. Teorias de gravedad modificada f(R)

2.1. Introduccion

Problemas fundamentales de la cosmologia estandar
= Fixpansion acelerada del universo
= Contenido de materia-energia en el universo

Posible solucion: Constante Cosmolégica A : Expansion acelerada del uni-

Verso .
a K A

Contenido de Materia-energia en el universo: pp implica una ecuacion de estado de
la forma

P=—-p —  DARK ENERGY @

Parametros cosmologicos:

8tGp A k
O = 0 0 _
m< 3H2)+ A( 31%{2)+ k( a2H2)

Hoy en dia tenemos €2,;, = 0.3y 2y = 0.7
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Pero A tiene problemas:

= Problema de la constante cosmoldgica

s Problema de coincidencia

Una posible solucion:

Ver el efecto de la expansion acelerada del universo como pro-
ducto de términos puramente geométricos en las ecuaciones de
campo.

4
Teorias de Gravedad Modificada f(R)

Y
/V d*r/—gR = /v d*z /=g f(R)

4
DARK GRAVITY
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2.2. Ecuaciones de Campo en el Formalismo Métrico

Partimos de la accion:

S — 2K[/aflszz\/ff( +272 Py e/ |h|f'(R ] /\7d437\/?9£’M[9a57¢]

\

Smet S,GY H

con f(R) = df(R)/dR. De nuevo la variacién se realiza con respecto a ¢®” fijando
5gd lgy = 0. La variacion del primer termino es:

S = [ d' (J(RIV=g-+V=gb/(R) 21)

la derivada funcional de f(R) se puede escribir como

Sf(R) = f'(R)OR (22)
y la variacion del escalar de Ricci como:
R = 09" Ry5+ Vo (977 (07%,) — 9°7(6T4))
= 09" Rog + 9u VoV (59") = Vg V4(5977)
= 69" Ro3 + 90 0(09™") — VaV (597
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Con [ = V,;V?. Asi tendremos:

0S et = /V d'z (f(R)0v/—g+ =g ['(R)SR)
= [Late (~1RGV=agubg + £V (357 Ran + 0200000") ~ T.04(05)
- [ dt \/?g(f’(R) (66° Ry + 905006™") — Va3(09™)) — 5 (R gaﬂagaﬁ) (24

Consideramos ahora las siguientes integrales:

[ dov=ar (Rgastos), | dlev=gf (RVaVs00) (3

para expresarlas de forma distinta definimos:

M; = f'(R)gasV+(69°") — 69g"P 905V +(f(R)) (26)

N7 = f(R)V4(3977) = 697 "V~(f'(R)) (27)

La combinacion g?" M, + N? en el caso particular f(R) = R, se reduce a nuestra
cantidad V7.
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Tomando la derivada covariante en M-

VM, =V (f'(R)gasV-(09"")) — V7 (39" 90sV-(f'(R)))
= f'(R)gas0(69"") — 69" gosO(f'(R))

integrando
/Vd‘la: V=gV M, = /Vd‘la: V=9 (R)gas0(5g"") — /vd‘la: V—=969""g.50(f(R)) (28)
usando el teorema de Gauss-Stokes podemos escribir:

/v d'z /=g (R)gapO(69"") = /

d's=g8g" 9,0 (R) + § dyev/Tw'dL, (29

1% ov

de forma similar, tomando la derivada covariante en N?:

VN7 =V, (f'(R)V,(6977)) — Vo (897" V,(f'(R)))
= f(R)V,V3(0¢°") — 69°"V,V5(f'(R))

integrando y usando de nuevo el teorema de Gauss-Stokes tendremos

/v a2 /=g f (R)V,V (57 — /v d'z \/=G007 "V o (R) + ]g Py e/l N (30)

A%
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De modo que
5Suat = [ dta =g £R Rt 9000 f (R)=VaT o (R) = 1) 90 )39

+]{ Ay e\/|h|nT T+7{ A’y e/ |hne N (31)
oV oV

Expresamos las cantidades M- v N9 evaluadas en la frontera dV. Es conveniente
primero escribir estas cantidades en funcion de las variaciones 5ga5, (5ga5 —

_gaugﬁyégﬂy)3

M; = —f'(R)g*"V+(3gap) + 9" 6903V +(f'(R)) (32)

N = — f/(R)g" g7V (8guw) + 979759,V (f'(R)) (33

con lo cual

Mz = —f/(R)gaﬁ(%-@g@ﬁ), N? (‘3\7: —f’(R)g“”gVV87(5guy) (34)

calculamos ahora nTMT’ oy ¥V NalN U| gy due son los terminos que aparecen en las
integrales sobre la frontera
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n"My| = —f(R)n"(en®n” + h)0-(5gap)
oV
= — (R h*P0,(3gap)

neN| = —f(R)ng(h" + ennt) (K7 + en"n")0~(5g,)
oV
= —f{(R)n" (K" + en"n")0~(6g,u)
= — [ (RN 95(dgm)
— 0 (36)

donde usamos que ngh = 0, &2 = 1 y el hecho de que la derivada tangencial
h70(0guy) es nula. Con estos resultados la variacion de la accién Sypet es:

5Suct = [ ata V=g £R Rt 9000 f (B)=VaT o (B) = 1) g0 )39

- 72 @y eVIRIF (RN 0,0g4) (37)
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2.2.1. Termino de frontera en gravedad f(R)

Calculamos ahora la variacion del termino Sé}Y 77 €n la accion total:
§SL = 2 7{ Pyer/ I (RK + f/(RIK)
oA%

_ 3 ! /
_27({Wd v/l (f"(R)SRK + f/(R)SK)

usando la expresion para la variacion de K, podemos escribir

1
0Spy i =2 72\7 Ay e\/|h) (f”(R)éRK + —f’(R)hO‘ﬂ(%((Sg@Q)na)

=2 Ay RSRE + § dyey/ TS RA0p(bg50)n"
oA% oV

Puesto que la funciéon f(R) es arbitraria, para evitar nuevos grados
de libertad, imponemos d R = 0 en la frontera.

58 = o [ =5 (R R+ 0D (B) = .57 (R) = 31 (R) g )35
v

1

—§/d4x V—9T.566"" (39)
\%
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1 oS 1
\/jg 5;;%d =0= f/<R>Raﬁ+gaﬂDf/<R> _V(XV/Bf/< )_§f(R> 9ap = /{Taﬁ

F'(R)Ra + 900" (B) = VaVaf (R) = SF(R) gos = wTog (40

Podemos escribir

KTog  [f(R) = Rf'(R)]  [VaVsf'(R) = goslf (R)

Cas = iRy T8 op(R) (R

kK i
Gag = W(Taﬂ + 1,5 )

9aB T vozvﬁf/(R> - gaﬁDf/<R>] (41)

4
DARK GRAVITY




En Conclusion:

5 = 2%</d4xff< +24 eyl (R ) + [ o v=gLarlsas v

_|_

)
o _ 0, g™ |5p =0, OR|gy =0

5 gl

e/ ast ®Go Back ®Full Screen ®Close ®Quit



3. Bibliografia

1] A. Guarnizo, L. Castaneda and J. M. Tejeiro, Boundary Term in Met-
ric f(R) Gravity: Field Equations in the Metric Formalism,
arXiv:1002.0617v4 [gr-qc]. Accepted for publication in General Relativity
and Gravitation.

2] T. P. Sotiriou and V. Faraoni, f(R) Theories Of Gravity,
rxiv:0810.2602

| V. Faraoni, f(R) gravity: successes and challenges,
arXiv:0810.2602v1 [gr-qcl.

| T. P. Sotiriou, Modified Actions for Gravity: Theory and Phe-
nomenology, arXiv:0710.4438v1 [gr-qcl, Ph.D. Thesis.

5] E. Dyer and K. Hinterbichler, Boundary Terms, Variational Princi-
ples and Higher Derivative Modified Gravity, Phys. Rev. D. 79
(2009):024028. arXiv:0809.4033.

®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®Full Screen eClose

oQu

it


http://lanl.arxiv.org/abs/1002.0617
http://lanl.arxiv.org/abs/0810.2602
http://arxiv.org/abs/0810.2602v1
http://lanl.arxiv.org/abs/0710.4438v1
http://lanl.arxiv.org/abs/0809.4033

oFirst ®Prev ®Next ®last ®Go Back ®Full Screen ®Close ®Quit



	Relatividad General: Acción de Einstein-Hilbert + Termino de Gibbons-York-Hawking
	Termino de frontera de Gibbons-York-Hawking

	Teorías de gravedad modificada bold0mu mumu f(R)f(R)f(R)f(R)f(R)f(R) 
	Introducción
	Ecuaciones de Campo en el Formalismo Métrico
	Termino de frontera en gravedad f(R)


	Bibliografía

