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Se muestra que la formulacion variacional de la Relatividad General
se debe hacer en términos de de una dinamica con vinculos. Se estudia
la estructura geeral de los sistemas con vinculos: vinculos de primera
y de segunda clase, vinculos primarios y secundarios, la conjetura de
Dirac, etc. Se muestra que la covariancia general de la teoria de campos
se puede caracterizar por medio de una formulaciéon parametrizada de
la teoria de campos. Se combinan estos dos ingredientes para dar una
descripcién variacional de la Relatividad General.

We show that the variational formulation of General Relativity must
be done in terms of constrained dynamics. We study the general struc-
ture of constrained systems: first— and second—class constraints, pri-
mary and secondary constraints, the Dirac’s conjecture, etc. We show
that the general covariance of a field theory can be characterised by a
parametrisation invariant formulation of field theory. We combine these
two ingredients for a variational description of General Relativity.
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0.01
0. Introduccién

Los principios variacionales juegan un papel importante en casi to-
das las dreas de la fisica y la Relatividad General no es la excepcién.
Este cursillo estd dedicado a una discuén general de las formulaciones
Lagrangiana y Hamiltoniana de la Relatividad General y por lo tanto de
las teorias de campo en espacios curvos.

La teoria de la Relatividad General es la mejor teoria existente para
la descripcién de los fenémenos gravitacionales.

No obstante, desde un punto de vista tedrico la situacién no es tan
reconfortante. La Relatividad General es la tnica teoria para la cual
no existe una version cuantica. Esto es en parte debido a que es una
teoria no renormalizable. Pero aun asi, las modificaciones introducidas
siempre tropiezan con la estructura altamente no—lineal de la teoria. Las
modificaciones, del tipo métrico—afin, que evitan estas no-linealidades,
tampoco logran dar una solucién al problema. Por lo tanto, pareciera ser
que la Relatividad General es una teoria intrinsecamente no—cuantizable.

La no—cuantizabilidad parece provenir del hecho de que en esta
teoria se estaria cuantizando la geometria, es decir, el fondo mismo so-
bre el cual se formula la teorfa. Esta situacién es bastate diferente de lo
que ocurre en otras teorias en las que la cuantizacién se realiza sobre un
fondo fijo.

A pesar de la imposibilidad de obtener ina versién cuantica de la
Relatividad General el estudio de su estructura candnica sigue siendo
interesante pues ilustra los formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano en
teoria de campos, como también el concepto de sistemas Hamiltonianos
con vinculos.

Usualmente se considera que la dindmica clésica es el primer nivel
en el desarrollo de un entendimiento de las leyes fisicas de la naturaleza
para terminar en la mecédnica cudntica. A pesar de los muchos éxitos
de la mecédnica cudntica en la descripcion de fenémenos fisicos bésicos,
continuamente encuentra dificultades en algunas situaciones fisicas es-
pecificas. Por ejemplo, todos los intentos por cuantizar la gravitacién
han encontrado serias dificultades. Para encontrar una solucién a es-
tos problemas es 1util reconsiderar los principios fundamentales de la
dinamica cldsica. En este contexto, los principios de la dindmica Hamil-
toniana son de gran importancia, no sélo para una comprension de las
bases de la teoria clasica, sino que también para su cuantizacion.

Las teorias de las interacciones fisicas fundamentales, tales como la
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teoria electrodébil, o la Relatividad General, son teorias con simetrias
de gauge. En las teorias de gauge el nimero de variables dindmicas en
la accién es mayor que el nimero de variables requerido por la fisica.
La presencia de variables no—fisicas estd cercanamente relcionada con la
existencia de simetrias de gauge, las cuales estdan definidas por medio
de transformaciones no—fisicas de las variables dinamicas. Los sistemas
dindmicos de este tipo son sistemas singulares y su anélisis requiere una
generalizacién de los métodos usuales. En el formalismo Hamiltoniano
estos sistemas estan caracterizados por la presencia de vinculos.

La investigacion sistematica de los sistemas Hamiltonianos con vin-
culos se inicié en la déccada de 1950 principalmente con el trabajo de
Dirac. La formulacién Hamiltoniana resulta en un cuadro claro de los
grados de libertad fisicos y de las simetrias de gauge, y hace posible una
comprensién mas profunda de los dindmica con vinculos. La estructura
clésica resultante es importante para las bases de los métodos canénicos
de cuantizacién.

La formulaciéon Lagrangiana de una teoria de campos comienza con
la introduccién de una accién, la cual usualmentee se define como como
la integral de una densidad Lagrangiana sobre alguna region del espacio—
tiempo. [superficie]

La formulacién Hamiltoniana de una teoria de campos involucra una
descomposicion del espacio—tiempo en espacio y tiempo. Geométrica-
mente, ésto corresponde a una foliacién del espacio—tiempo en hipersu-
perficies de tipo espacio ¥ que no se intersectan. En esta descomposicién
el tensor métrico del espacio-tiempo g,,, se descompone en una métrica
inducida h;j, un vector de desplazamiento (shift) N* y un escalar de
lapso (lapse) N. La métrica inducida estd relacionada con desplaza-
mientos dentro de la hipersuperficie ¥ y las funciones de lapse y shift
con desplazamientos fuera de la hipersuperficie. El Hamiltonianao es
un funcional de los campos y de sus momentos conjugados sobre ¥. En
Relatividad General, el Hamiltoniano es un funcional de h;; y de sus mo-
mentoss conjugados p¥, los cuales estan relacionados con la curvatura
extrinseca de la hipersuperficie X; las funciones de lapse y shift se pueden
especificar en forma arbitraria, dado que en el Hamiltoniano no aparecen
como variables dindamicas.

[superficie]

En el capitulo 1 se presentan las principales ideas que llevan a la
Relatividad General.
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En los capitulos 2 y 3 se presentan las ideas basicas del método
de Dirac y se desarrolla un enfoque sisteméatico para la construcciéon de
generadores de gauge con base en la estructura Hamiltoniana conocida.

En el capitulo 4 se analizan las teorias parametrizadas, no—parame-
trizadas y reparametrizadas.

En el capitulo 5 se estudia la formulacién variacional de la Relativi-
dad General.

El apéndice A es un resumen de los principales resultados del andlisis
tensorial.

El apéndice B presenta la geometria Riemannian en el lenguaje ten-
sorial del apéndice A.

El apéndice C es un resumen de la formulaciéon variacional de la
mecanica.

El apéndice D es un resumen de la formulacién variacional de la
teoria de campos.

En el Apéndice E se presentan algunos resultados de la geometria
Riemanniana extrinseca que son utiles en el capitulo 5.
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1. La Relatividad General

En este capitulo se describe la mecanica de Newton y la ley de grav-
itacién universal. se describe el experimento de Galileo que lleva al Prin-
cipio de Equivalencia, la afirmacion de que los fenémenos gravitacionales
y todos los fenémenos mecanicos dependen sélo de la geometria del es-
pacio. La mecdnica y la gravitacionde Nweton no satisfacen el Principio
de Equivalencia. La gravitacién de Newton predice érbitas elipticas, las
cuales estan de acuerdo con las leyes de Kepler. No obstante aparecen
pequenas discrepancias observacionales, tal como el avance del perihelio
de Mercurio. La Relatividad Especial permite comcluir que la geometria
necesaria para la formulacién de una teoria de la gravitacién que in-
corpore el Principio de Equivalencia es la geometria Riemanniana. En
primer lugar se determina cémo el potencial entra en el tensor métrico y
por lo tanto el tipo de ecuacién diferencial que debe satisfacer. Estas son
las ecuaciones de Einstein. la solucién de las ecuaciones de Einstein para
un campo esféricamente simétrico es la métrica de Schwarzschild la cual
predice un corrimiento del perihelio de Mercurio en completo acuerdo
con la observacion. Otras prediccién de las ecuaciones de Einstein son
las ondas gravitacionales. Posteriormente se construye el Lagrangiano
de Einstein—Hilbert, el cual permite una formulaciéon variacional de las
ecuaciones de Einstein. Seestudia la variaciénde este Lagrangiano en
su formulacién métrica y en su formulaciéon de Palatini. Finalmente se
considera el acoplamiento con otros campos y las leyes de conservacion.
Finalmente se muestra que una separacién (1+3) da origen a un sistema
con vinculos.

Mecéanica Newtoniana. El punto de partida de la Mecanica New-
toniana es lo que hoy conocemos como la Segunda Ley de Newton

—

F=mada. (1.01)
donde @ = (d?%/dt?) es la aceleracién. La introduccién del concepto
de fuerza fue fundamental para los desarrollos posteriores de la fisica, y
una de sus primeras consecuencias fue la apariciéon de los conceptos de
trabajo, de energia y de energia potencial.

Una particula en movimiento tiene dos tipos de energia. La energia
cinética

1
T=_-mi*, (1.02)



1.02

y la energfa potencial V(Z). A partir de la energia potencial es posible
determinar la fuerza a la cual estd sometida una particula, la cual estd
dada por

F=-VV. (1.03)

Por lo tanto, para el caso de fuerzas que se pueden obtener a partir de
un potencial, la Segunda Ley de Newton se escribe como

—VV =ma. (1.04)

El siguiente avance concierne la formulacion variacional de las ecua-
ciones (1.04). En este caso el punto de partida es el Lagrangiano

L=T-V, (1.05)

donde T' y V son la energia cinética y la energia potencial, respecti-
vamente. En este caso, las ecuaciones relevantes son las ecuaciones de
Euler-Lagrange, las cuales estan dadas por

oL -
- _ —md=0. 1.
57 VV —md=0 (1.06)

A partir de las ecuaciones de Euler—Lagrange se sigue que la energia

E=T+V, (1.07)

es una cantidad conservada.

La ley de gravitaciéon universal. En 1687 Newton dio una de-
scripcion analitica de la dindamica del sistema solar. En esta descripcion
de la gravitacion dos cuerpos de masas mj y mso, con posiciones 7, y o,
y por lo tanto separadps orr una distancia |7 — 7, estdn sometidos a
una fuerza atractiva dada por

Gmqmae

Fis (1.08)

|7y — a2
donde G' = 6.67 x 107X N m/kg? es la constante gravitacional de New-
ton.
Cuando una de las particulas es muy masiva con respecto a la se-
gunda (tal como sucede para el Sol y los planetas) se puede considerar
que esta casi en reposo y el orgen del sistema de coordenadas se puede
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elegir centrado en eeste cuerpo masivo. En este caso el potencial estd
dado por

Gm1 mo

V()=

Por otra parte, el potencial de Newton es solucién de la ecuacién

; (1.09)

ViV =0. (1.10)

La teoria de Newton predice que las 6rbitas de los planetas son
elipticas y periodicas, lo cual estd de acuerdo con las leyes de Kepler.

El corrimiento del perihelio de Mercurio. La teoria de New-
ton tiene un problema empirico serio. Durante la primera mitad del
siglo XIX se dscubrié que los planetas giran en torno al Sol en érbitas
que no son exactamente elipticas. Las orbitas reales son rosetas; es-
tas curvas se pueden imaginar de la siguiente manera: consideremos un
punto que recorre la elipse, pero al mismo tiempo hagamos que la elipse
rote lentamente en torno a su foco en la misma direccién. La teoria de
Newton explicaba este movimiento de la siguiente manera: la 6rbita de
un planeta es una elipse exacta sélo si se supone que el Sol tiene un
solo planeta. Dado que el Sol tiene varios planetas, estos interactuan
gravitacionalmente y mutuamente perturban sus érbitas. Cuando estas
perturbaciones se toman en cuenta, el efecto es cualitativamente el que
se observa.

No obstante, en 1859, LeVerrier (el mismo que unos pocos anos
antes habia predicho la existencia de Neptuno basado en célculos si-
milares) verific6 si los movimientos calculado y observado del perihelio
de Mercurio estaban o no de acuerdo. Resulté que no lo estaban, y que la
discrepancia era mucho mayor que el error observacional. La velocidad
calculada de rotacién del perihelio era menor que la observada en 43”
(segundos de arco) por siglo. Los astrénomos y los fisicos trataron de ex-
plicar este efecto de varias maneras, por ejemplo, suponiendo la existen-
cia de otro planeta, llamado Vulcano, que giraba en torno al Sol en una
orbita interior a la de Mercurio y que lo perturbaba, o suponiendo que
el Sol estd aplastado como consecuencia de su rotaciéon. En este ttlimo
caso el campo gravitacional del Sol no seria esféricamente simétrico y
un aplastamiento suficientemente grande explicaria la rotaciéon adicional
del perihelio de Mercurio. Ninguna de estas hipdtesis pasé las pruebas
observacionales. El hipotético planeta Vulcano tendria que haber sido
tan masivo que y habria sido descubierto con los telescopios de la época,
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pero no lo fue. Si el Sol fuera lo suficientemente aplastado para explicar
el movimiento de Mercurio, esto haria que los planos de las érbitas plan-
etarias oscilaran en forma periodica en torno a su posicién media, y ese
movimiento no se observaba.

El Principio de Equivalencia. En el siglo XVII Galileo realizé
el experimento de dejar caer dos piedras de masa diferente en forma
simultdnea desde la Torre Inclinada de Pisa.! El resultado de este ex-
perimento fue que ambas piedras llegaban al suelo al mismo tiempo.
La conclusién de este experimento es que los fendmenos gravitacionales
no dependen de la masa de los cuerpos. Por otras parte, otros experi-
mentos que involucran planos inclinados, superficies, etc., que muestran
que la trayectoria de los cuerpos no depende de sus masas, sino mas
bien de la configuracion geométrica del problema. La conclusion es que
los fenémenos gravitacionales, y en general la dindmica de los cuerpos,
depende sélo de la geometria del problema.

Este resultado es la base del Principio de Equivalencia el cual, en un
lenguaje moderno, establece que los efectos de una fuerza gravitacional
son indistinguibles de los efectos de una fuerza inercial. Las fuerzas
inerciales son de cardcter puramente geométrico y por lo tanto la fuerza
gravitacional también lo debe ser. Ademads, para una fuerza inercial
no existe un potencial y por lo tanto tampoco debe existir uno para
la fuerza gravitacional. Por lo tanto, no se debe tratar de describir la
gravitacién agregando un potencial a las ecuaciones de movimiento, sino
maés bien incorporar los efectos de la gravitacion a través de la geometria
del espacio.

La geometria Euclideana no es adecuada para explicar los fenémenos
gravitacionales pues en este caso la dindmica serfa trivial: sélo existirian
movimientos rectilineos uniformes.

La Relatividad Especial. La mecdnica de Newton estd formu-
lada en un espacio de tres dimensiones y la evoluciéon de los sistemas
mecénicos estd descrita en términos del tiempo t. En este sentido, las
leyes de la mecanica de Newton son invariantes bajo transformaciones
que no mezclan el espacio y el tiempo. Estas son las transformaciones
de Galileo.

En 1905 Einstein publicé su articulo acerca de la electrodindmica

I Probablemente, Galileo nunca realizé tal experimento, pero esta
descripcién ha pasado a ser emblematica.
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de los cuerpos en movimiento. Einstein comienza observando que las
ecuaciones de Maxwell son asimétricas. A partir de esta observacién
puramente estética Einstein concluye que la velocidad de propagcion
de las ondas electromagnéticas debe ser una constante. Para que esto
sea asi las ecuaciones de Maxwell deben ser invariantes bajo un grupo
de transformaciones que no son las transformaciones de Galileo, sino las
transformaciones de Lorentz. Estas transformaciones son las invariancias
de un espacio de Minkowski. Un espacio de Minkowski esta caracterizado
por un elemento de linea de la forma

ds® = 2 dt* — dz® — dy® — d2*. (1.11)

El uso de los espacios de Minkowski da origen a la teoria de la Relatividad
Especial.

Se debe hacer notar que Einstein basé el desarrollo de la Rela-
tividad Especial en un criterio puramente estético sin ningin deseo de
explicar uno u otro fenémeno no explicado hasta ese momento por la
fisica clasica. A pesar de esta independencia con respecto a los aspectos
fenomenoldgicos, la Relatividad Especial logra explicar, entre otros, el
resultado nulo del experimento de Michelson y Morley.

Una particula libre en el espacio Euclideano tri-dimensional esta
descrita por el Lagrangiano (1.05) con V = 0. A continuacién deseamos
obtener una generalizacién que sea invariante de Lorentz. Para esto
consideremos el Lagrangiano

L = —mcy/Nu, tH Y, (1.12)

donde ahora el punto denota derivaciéon con respecto a un parametro t.
Si hacemos z° = ¢t entonces obtenemos

Lr=-mcvc?—92. (1.13)

Para velocidades pequenas, v < c, se obtiene

1
LR%—mc2+§m172. (1.14)

Por lo tanto, para velocidades pequenas la descripcién de la Relatividad
Especial coincide con la descripcion de la Mecanica Clasica.

La formulacién covariante de la electrodindmica muestra que la ge-
ometria Euclideana no es adecuada para la formulacién de los fenémenos
electromagnéticos. En este caso la geometria adecuada es la geometria
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de Minkowski. Sin embargo, la geometria de Minkowski tampoco es ade-
cuada para una descripcion de la gravitacion, dado que corresponde a un
espacio plano y por lo tanto las trayectorias de las cuerpos seran lineas
rectas.

El tensor métrico gravitacional. En la naturaleza se observan
cuerpos (tales como los planetas) cuyas trayectorias son curvas. Por lo
tanto, se debe considerar algin tipo de geometria que pueda dar origen
a trayectorias curvas. Esto es posible en una geometria Riemanniana. A
continuacion encontraremos un tensor métrico que permita una formu-
lacién covariante de una particula en un potencial.

El Lagrangiano que sirve como punto de partida es

1 N i e _,
Lg = im%j(x)xlﬂ - V(&) + Vo, (1.15)
donde Vj es una constante que no afecta la dindmica pero que sirve para
establecer la comparaciéon con el Lagrangiano relativista. De acuerdo

con los resultados de la reltividad especial, una generalizacién covariante

adecuada es
Lr=—-mcy/gu (%) i+ av. (1.16)

En este caso las ecuaciones de movimiento se generalizan a las ecuaciones
de la geodésica, es decir

d?zH dz? da?

W*‘{/fx ©) g =% (1.17)
donde {}(g) es el simbolo de Christoffel del tensor métrico g. Por lo
tanto, el problema se traduce ahora en determinar el tensor métrico ade-
cuado para cada situacion. Para esto es necesario relacionar la geometria
con la distribucién de materia, es decir, se debe describir la manera cémo
se acoplan la geometria y la materia.

Si colocamos 2" = ct se obtiene

LR:—mc\/90002+290ica'ci+giji;iij. (1.18)

Para velocidades pequenas se tiene

1
Lo~ —-mc® gééQ [1 + - (2

oo s 0 2 )

goo € doo C ¢C
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1 l ui 1/ 'i 'j
_Z (290 Ty 9y xx>+] . (1.19)
8 goo C  goo C C

En el Lagrangiano (1.15) no aparecen términos lineales en a.'c’7 por lo tanto
goi = 0. Entonces el Lagrangiano (1.19) se reduce a

1 g @t 47
Lp~-mcgl?|1+=-222 21 1.20
R mc” gog +29006 B (1.20)

Comparando con (1.15) se obtiene

—mc? gé(/)z ~-V+4+V. (1.21)
Cuando V = 0 se debe tener ggo = 1. Entonces se obtiene

v
~1-2—. 1.22
oo 3 (1.22)
En el caso del potencial gravitacional, V- = G M m/r, la relacién anterior
se escribe como

M

donde G M /c*se ha redefinido como M.

Las ecuaciones de Einstein. Ahora determinemos el tipo de
ecuacién que debe satisfacer el tensor métrico. El potencial gravitacional
satisface la ecuacién de Laplace (1.10). Por lo tanto, una generalizacién
adecuada debe ser de la forma

g0 ~ 0. (1.24)

Para obtener una expresiéon covariante, esta ecuacion debe estar es-
crita en términos de un tensor que contenga segundas derivadas del
tensor métrico. Los candidatos mas obvios son el tensor de Riemann—
Christoffel, el tensor de Ricci y la curvatura escalar. En el primer caso
tendriamos

R)\p;w(g) =0. (125)

Sin embargo, esta ecuacion caracteriza a un espacio plano y esta no es
una solucién a nuestro problema. La siguiente posibilidad es
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R (g) =0. (1.26)

Estas son las ecuaciones que permiten una generalizacién covariante de la
gravitacién. Una consecuencia de la ecuacién (1.26) es R(g) = 0. Dado
que R(g) es una combinacién lineal del tensor de Ricei, la ecuacién

Ry (g) —aR(g) guw =0, (1.27)
para « # 1/4, también es una solucién a nuestro problema.
En el caso en que o« = 1/2 la combinacién que aparece al lado

izquierdo de la ecuacion (1.28) es el tensor de Einstein. Debido a la ter-
cera identidad de Bianchi, (B.42), se tiene una ecuacién de continuidad,
la cual da origen a leyes de conservacion, y por lo tanto facilita la inte-
gracion de las ecuaciones de campo. Por supuesto, la existencia de leyes
de conservacién es s6lo un aspecto estético de las ecuaciones (1.28) y no
existe ninguna razén empirica para elegir « = 1/2. No obstante, como
veremos mds adelante, la eleccién correcta es a« = 1/2, y se obtiene

1

Ruu(g) - § R(g) Guv = 0, (1'28)

Estas son las ecuaciones de Einstein para el campo gravitacional.

La solucién de Schwarzschild. La solucién de Schwarzschild cor-
responde a la solucién de las ecuaciones de Einstein (1.28) con simetria
esférica. La solucién estd dada por

2M oM\ !
ds?® = (1 — ) dt? — <1 — ) dr? — r? (d@2 + sin29dg02) .
r T
(1.29)
La componente ggg coincide con la expresién obtenida anteriormente,

(1.23).

Las trayectorias de los planetas se obtienen como las geodésicas
de esta métrica. las dérbitas resultantes son elipses con corrimiento del
perihelio, es decir, rosetas. El corrimiento predicho es 43”.

Ondas gravitacionales. La existencia de la radiacién gravita-
cional es otra de las predicciones de la Relatividad General. Al principio
el avance en la comprension tedrica de esta radiacion fue lento, debido a
que las ecuaciones (1.28) son altamente no-lineales. también el aspecto
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experimental de este tema necesité un largo tiempo para desarrollarse.
la radiacién gravitacional fue detectada en forma indirecta pot Taylor
and Hulse en 1974, quienes observaron sus efectos sobre el periodo or-
bital de un sistema binario de dos estrellas de neutrones. Los esfuerzos
por detectar ondas gravitacionales también se ven seriamente afectados
por la extrema debilidad de las ondas que llegan a la Tierra.

El Lagrangiano de Einstein—Hilbert. El siguiente paso en la
formulacién de una teoria covariante de la gravitacién es la construccién
de una densidad Lagrangiana adecuada. El cardcter de densidad se puede
obtener considerando el determinante del tensor métrico, es decir, g'/2.
Por lo tanto, lo que hace falta para completar nuestra construccion es
un escalar. Ahora bien, las ecuaciones de Einstein contienen derivadas
de segundo orden del tensor métrico y por lo tanto el Lagrangiano debe
ser una funciéon de primer orden en las derivadas del tensor meétrico.
Sin embargo, es imposible construir una funcién escalar con estas car-
acteristicas (la dnica solucién es una constante A). La solucién a este
impasse es usar un Lagrangiano que contenga segundas derivadas pero
de manera tal que estas aparezcan sélo a través de una divergencia, dado
que de este modo no contribuirian a las ecuaciones de campo. El tinico
escalar con las propiedades anteriores es el escalar de curvatura R(g).
Por lo tanto, un Lagrangiano adecuado para las ecuaciones de Einstein
es

Lru = R(g)g"/?, (1.30)

donde “EH” quiere decir Einstein—Hilbert, dado que Hilbert propuso en
forma contemporanea las mismas ecuaciones. Lo que es mas importante
para una formulacién variacional no es la densidad Lagrangiana sino la
accién, que en este caso estd dada por

SEH:/ﬁEHd4x:/R(g)g1/2d4x. (1.31)

A continuacién procederemos a obtener las ecuaciones de Einstein a
partir del Lagrangiano de Einstein—Hilbert. Para esto es necesario con-
siderar variaciones de la accién con respecto al tensor métrico. Sin em-
bargo, esta variacion resulta ser bastante engorrosa debido a que por una
parte el Lagrangiano depende de segundas derivadas del tensor métrico
y por otra parte es una funcién altamente no-lineal del tensor métrico y
sus derivadas.
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Como mencionaramos anteriormente, las segundas derivadas se pue-
den absorber en un término de superficie. De hecho, es posible escribir

OWH
Oxt

Lrr(8) = Lrandau(g) + (1.32)

donde

Lranan® = 9" ({£} {0} {0} {4}) a2 @s3)

es el Lagrangiano de Landau y

WH = (g“ {fp} — g {Qp}) g'”. (1.34)

El Lagrangiano de Landau da origen a las ecuaciones de Einstein. Sin
embargo, no es covariante y por lo tanto no es adecuado para otros
propositos.

El tensor de Riemann—Christoffel se puede escribir en términos sélo
del simbolo de Christoffel, (B.17). Por lo tanto, el tensor de Ricci, que
es una contraccién del tensor de Riemann, (B.18), también depende sélo
del simbolo de Christoffel.

Por lo tanto, podemos reescribir el Lagrangiano de Einstein—Hilbert
como

Lon = g" Ru({})g"?, (1.35)

La variacién de este Lagrangiano estd dada por

o = (1) = RO g0 ) 4200 + 4 468,000,

(1.36)

Ahora debemos determinar la variacién del tensor de Ricci en térmi-

nos de la variacién del simbolo de Christtofel. La variacién del tensor

de Riemann, a primer orden con respecto a la variacién del simbolo de
Christoffel, es

SR (1) =V (5{}) =V (6 {3 }) - (1.37)

Por lo tanto, la variacion del tensor de Ricci estd dada por

R ({}) = 68 0R upu ({3) = 05 [V, (6 {}) = Vo (6 {.1)] - (1:38)

1.11
Realizando una integracion por partes se obtiene
1
st = (Ru0) = 3 R a0 ) o700
=V (9 92 08) 5 {0} + Y (0 0 7205) S )
(1.39)

Pero, los coeficientes que acompanan a d{} son idénticamente cero dado
que Vg = 0. Por lo tanto, la ecuacién (1.36) se reescribe como

1 v
o = (Ru(e) = § R o ) 8260, (140
y se obtienen las ecuaciones de Einstein (1.28).

El método de Palatini. Otra manera de obtener las ecuacioes de
Einstein a partir del Lagrangiano de Einstein—Hilbert fue desarrollada
por Palatini. El método de Palatini se basa en la observacion, como
ya vimos, de que el tensor de Riemann—Christoffel se puede escribir en
términos sélo del simbolo de Christoffel, y lo mismo también es cierto
para el tensor de Ricci. El método de Palatini considera el Lagrangiano
de Einstein—Hilbert en el cual el tensor de Ricci, en vez de estar escrito
en términos del simbolo de Christoffel estd escrito en términos de una
conexién genérica, es decir,

Leup = g" Ru(T)g"?. (1.41)

Por lo tanto, podemos obtener las ecuaciones de campo considerando las
variaciones con respecto a la métrica y con respecto a la conexion.
La variacién de este Lagrangiano estd dada por

1
SLpmp = (RW(I‘) -5 R(D) gw> g% 69" + g™ g'/? 6R,,(T).
(1.42)
Ahora debemos determinar la variacion del tensor de Ricci en térmi-
nos de la variacién de la conexion. La variacion del tensor de Riemann,

a primer orden con respecto a la variacién de la conexién, es

OR (D) = V), (01%,) = V3, (6T%,,p) - (1.43)
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Por lo tanto, la variacion del tensor de Ricci estd dada por

SRy (T) = 65 6R 1, (T) = 65 [V}, (T,,) — VI, (6T ,)] - (1.44)

Realizando una integraciéon por partes se obtiene

1
0Lpn = (R,W(I‘) — 59" Rap(T) glw) g'/% 5g"
=V (9 972 88) T + VE (9 912 67) 0T

(1.45)

Los coeficientes que acompanan a 0I' deben ser cero. Esta condicién es
equivalente a Vg = 0, y de aqui se obtiene que la conexién es el simbolo
de Cristoffel del tensor métrico g. Finalmente, se obtiene las ecuaciones
de Einstein.

Acoplamiento con otros Campos. El acoplamiento de la grav-
itacién con otros campos se describe a través del Lagrangiano

L= EEH(g, ag, 52g) + Emattcr(g7 ¢) . (146)

En este esquema no existe un Lagrangiano de interaccién dado que la
materia y la gravitacién se acoplan en el Lagrangiano de materia. Ahora
las ecuaciones de campo son

1
G = Buw = 5 Ry = T (1.47)

donde T, es el tensor de momento-energia de la materia.

La derivada covariante del lado izquierdo de la ecuacién (1.47) es
cero y esto da origen a las leyes de conservacién para el tensor de
momento—energia. No obstante, en varias situaciones estas leyes de con-
servacion resultan ser no—covariantes.

Separacion 1+3 de las Ecuaciones de Einstein. Las ecuaciones
de Einstein se pueden reescribir como

R, (g) =k [TW - ;Tgw] . (1.48)
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A partir de esta forma de las ecuaciones de Einstein deberia ser posi-
ble despejar las segundas derivadas temporales de las componentes del
tensor métrico. Para esto evaluemos el tensor de Ricci evidenciando las
segundas derivadas. Se tiene

Roo(g) = 9" Rouon(8) = ™ Rokoe(g)

1
=3 g™ (Do0gre + Okegoo — Aorgor — Boegor) + F(g, Og)

1
=3 9" Doogre + Foo(g, 08, 0uig, 0i;8) - (1.49a)

En forma similar podemos evaluar las otras componentes del tensor de
Ricci. Se obtiene

Roi(g) = 9" Rouiv(8) = ™ Rorio(g) + 9" Rorie(g)

1
=-3 9" doogri + Foi(g, 9g, d0ig, 0i;8) » (1.490)

Rij(g) = ¢" Riuju(g)
= g% Roio;(g) + ¢°% Roirj(8) + 9"° Rio;(g) + 9™ Riie; (g)

1
B 9% Do0gij + Fij(g, 98, Oig, 0i58) - (1.49c¢)

En ninguna de las expresiones anteriores aparecen segundas derivadas
temporales de las componentes gog v goi-

El resultado anterior se puede interpretar de la siguiente manera.
Las componentes gog v go; del tensor métrico no son relevantes para la
dindmica. Si estas componentes del tensor métrico no son relevantes,
entonces estas se pueden eliminar o ignorar. Por lo tanto, el niimero de
componentes del tensor métrico realmente relevantes para la dindmica
son las seis componentes g;;. Es decir, nuestro sistema tiene sélo seis
grados de libertad. De hecho, cuando se busca una solucién de las ecua-
ciones de Einstein lo primero que se hace es elegir un sistema de co-
ordenadas. Esta eleccion del sistema de coordenadas fija cuatro de las
componentes del tensor métrico, con lo cual quedan los seis grados de
libertad anteriores.

Un problema interesante que surje de lo anterior es encontrar una
parametrizacién del tensor métrico en términos de un nuevo conjunto de
campos de manera tal que el Lagrangiano dependa sélo del ntimero de
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campos dindmicos (seis) sin necesidad de una eleccién de coordenadas.
Este es el prodsito de la parametrizacion ADM que estudiaremos en el
capitulo 6.

Antes, es necesario observar que Oyog;; se puede despejar de la
ecuacién (1.49¢) y entonces reemplazar en (1.49a) y (1.49b). Entonces
se obtienen relaciones de la forma

F.(g, 0g, doig, 0ijg) = 0. (1.50)

Dado que en formalismo Hamiltoniano de la teoria de campos se debe
integrar sobre las coordenadas espaciales, lo que finalmente importa son
las derivadas temporales. Entonces es posible escribir las relaciones an-
teriores como

F.(g, dog) =0. (1.51)

Por lo tanto es necesario entender las teorias en las cuales aparecen
relaciones de la forma (1.51).
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2. Sistemas con Vinculos. I

Los sistemas con vinculos son aquellos para los cuales la matriz
Hessiana es singular. A nivel Lagrangiano esto significa que no es posible
despejar todas las aceleraciones a partir de las ecuaciones de Euler—
Lagrange y que existen relaciones adicioales entre las coordendas y las
velocidades. Estas relaciones son los vinculos. Debido a la imposibilidad
de determinar todas las velocidades, aparecen funciones arbitrarias en la
solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange, aun cuando la situacién
fisica que describen es la misma.

A nivel Hamiltoniano, la transformada de Legendre no se puede in-
vertir para expresar las velocidades en término de los momentos, por
lo tato, no se puede usar el método habitual para ir desde el formal-
ismo Lagrangiano al formalismo Hamiltoniano. También aqui aparecen
funciones arbitrarias en la solucién.

La aparicién de funciones arbitrarias es familiar en las teorias de
gauge. De hecho, todas las teorias de gauge son sistemas con vinculos.
De hecho, los requisitos de covariancia general inevitablemente llevan
a modelos matematicos que corresponden a sistemas con vinculos. Sin
embargo, muchas de sus propiedades mas importantes se pueden ya ex-
hibir a nivel de mecdanica clasica. De este modo evitamos las sutilezas
de la teoria de campos. En el caso de un ntimero infinito de grados de
libertad (teoria de campos) el paréntesis de Poisson admite una gen-
eralizacién adecuada, véase el Apéndice D, y todo lo que se tiene que
hacer es el reemplazo y relectura correspondiente. De hehco, los sis-
temas con vinculos son una herramienta importante en el estudio de las
teorias de gauge y de hecho son un ingrediente esencial en la justificacién
de la representacién de Faddeev—Popov de la integral de trayectoria en
mecédnica cuantica. En las teorias de gauge la estructura de los vinculos
estd dictada por el grupo de gauge correspondiente.

El estudio de los sistemas con vinculos intenta determinar cémo el
formalismo Lagrangiano se puede colocar en forma Hamiltoniana y qué
tanto del formalismo Hamiltoniano se puede mantener para sistemas con
vinculos. En otras palabras se intenta desarrollar un método estandar
que permita hamiltonianizar un Lagrangiano singular. La segunda moti-
vacion es, una vez obtenida una descripcién Hamiltoniana de los sistemas
con vinculos, desarrollar la correspondiente mecanica cuantica.

Concentraremos nuestros esfuerzos en exhibir la estructura general
de los sistemas con vinculos y su relacién con las teorias de gauge. En
nuestra discusiéon supondremos que varias manipulaciones algebraicas se
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pueden realizar sin obstrucciones. Por ejemplo, reescribiremos algunas
ecuaciones de alguna manera especial, pero equivalente, que muestre
algunas de las variables como funciones explicitas de las otras.

Finalmente, el esquema general para tratar con sistemas con vincu-
los también se puede aplicar a un conjunto de ecuaciones de Euler—
Lagrange junto con un conjunto de vinculos externos, es decir, que no
se siguen directamente del principio variacional sino que se imponen en
forma externa.

La primera discusién sistemdtica de los sistemas con vinculos fue
dada por Dirac (1950, 1958) la cual culminé en una monografia (Dirac,
1964). La presentacién en esa monografia es insuperable en cuanto a
claridad y profundidad conceptual por lo cual recomendamos su lec-
tura. Tratamientos sistematicos mas recientes se pueden encontrar en
(Sudarshan and Mukunda, 1974; Hanson, Regge and Teitelboim, 1976;
Sundermeyer, 1981).

Descripcién de los Vinculos. En la formulacién variacional de
la mecénica clasica se supone que las ecuaciones de Euler—Lagrange se
pueden integrar sin ninguna dificultad. Sin embargo, esto se puede hacer
s6lo si es posible despejar las aceleraciones (segundas derivadas). Para
determinar las condiciones para que ésto sea posible reescribamos las
ecuaciones de Euler-Lagrange como

Wij qJ =5, (201)
donde
: 0%L
es la matriz Hessiana y
oo oL .. 0°L

Por lo tanto, la condicién necesaria para poder integrar las ecuaciones
de Euler-Lagrange (2.01) con respecto al tiempo es poder despejar las
aceleraciones, y para esto es necesario que la matriz Hessiana sea regular,
es decir,

W = det(Wij) 75 O, (204)

lo cual corresponde al caso usual de la mecanica clasica.
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Habiendo integrado las ecuaciones (2.01) la solucién queda comple-
tamente determinada al dar I = 2N valores iniciales, por ejemplo, los
valores (g, d%) de (¢, 4") en un instante dado to. El nimero de grados
de libertad f del sistema se define como f =1/2 = N.

Los sistemas, o Lagrangianos, singulares aparecen cuando ocurre
que

W = det(W;;) = 0. (2.05)

En este caso no es posible despejar, a partir de las ecuaciones de Euler—
Lagrange, todas las aceleraciones en término de las coordenadas y de las
velocidades y por lo tanto es imposible integrar estas ecuaciones. Dado
que W;; es singular se tiene que

0 <rango(W,;) =M < N. (2.06)

En consecuencia, existen K = N — M auto—vectores nulos v’ (g, é_), a=
1,---, K, linealmente independientes, de la matriz Hessiana

Wivl =0. (2.07)

Contrayendo las ecuaciones de Euler—Lagrange (2.01) con los auto—
vectores nulos v}, se obtiene

vl =0. (2.08)

Por lo tanto, existen K funciones ¢, = a;v? tal que

¢a(d, §) =0. (2.09)

Estas relaciones son de la forma (1.51). Por lo tanto, para entender la
estructura variacional de la Relatividad General es necesario estudiar las
teorias para las cuales W = 0.

Las funciones (2.09) son los vinculos. Por lo tanto, los datos ini-
ciales deben satisfacer un nimero, K, de relaciones de la forma (2.09).
Entonces, no todos los 2N datos iniciales se pueden dar en forma inde-
pendiente dado que estos deben satisfacer los vinculos y por lo tanto el
nimero de grados de libertad es menor que V.

Los vinculos (2.09) son una consecuencia de las ecuaciones de movi-
miento y representan vinculos en el sentido de que imponen restricciones
sobre la manera en que se pueden elegir los datos iniciales.

No profundizaremos mas en las propiedades de los vinculos desde el
punto de vista Lagrangiano dado que estos encuentran una formulacién



2.04

matematica mas adecuada en el formalismo Hamiltoniano, al cual nos
referimos a continuacién. Los aspectos Lagrangianos de los vinculos
estdan estudiados en detalle en (Sudarshan and Mukunda, 1976).

Vinculos Hamiltonianos. Para ir desde el formalismo Lagrangia-
no al formalismo Hamiltoniano es necesario expresar las velocidades en
términos de ¢’s y p’s. Para determinar las condiciones bajo las cuales
ésto es posible consideremos el diferencial de los p’s; se tiene

2

~ 0¢0g

dp; dg’ +W; dg’ . (2.10)
La condicién para despejar las velocidades en términos de ¢’s y p’s es
poder escribir una expresién del tipo dg = adq + fdp (Teorema de la
Funcién Implicita). Para esto es necesario que la matriz Hessiana sea
invertible y por lo tanto que su determinante sea distinto de cero. Si
W =0, el cual es el caso para los sistemas con vinculos, entonces no es
posible despejar las velocidades y una contraccién de la ecuacién (2.10)
con los auto—vectores nulos v} de la matriz Hessiana nos lleva a

o 9%L )
! —— dq’ . 2.11
aaqjaq'l dq ( )

vl dp; = v

La relaciéon anterior significa que los ¢’s y los p’s no se pueden variar
en forma independiente. Estas relaciones diferenciales se pueden llevar
a relaciones funcionales si es posible encontrar una funcién integrante f
tal que

i _ 0¢a
fva_ apzv
;. 0°L 09,

— = - . 2.12
Ya 9giaq ~ 0g (2.12)

En lo que sigue supondremos que existe esta funcién integrante (esta
es una de las operaciones de las cuales habiamos anunciado que supon-
drfamos su factibilidad). Entonces, existen K relaciones de la forma

ba(q, P) = 0. (2.13)

Los vinculos (2.13) se denominan primarios para enfatizar el he-
cho que son una caracteristica intrinseca del Lagrangiano y que para

2.05

su obtencién no es necesario utilizar las ecuaciones de movimiento. Los
vinculos (2.13) restringen la dindmica del sistema a un sub—espacio ¥
de dimensién (2N — K) del espacio de fase, originalmente de dimensién
2N.

El Hamiltoniano canénico estd definido como en (C.45) y depende
sblo de las variables ¢y p. Esto significa que las velocidades que no
se pueden despejar no aparecen en H., 0 que aparecen siempre en una
combinacion que no hace necesario conocerlas explicitamente.

Sin embargo, las ecuaciones de Hamilton (C.51) ya no son equiva-
lentes a las ecuaciones de Euler-Lagrange originales; la condiciéon para
la equivalencia es justamente W # 0. Esto es debido al hecho que la
informacién concerniente a la existencia de vinculos no esta contenida
ni en el Hamiltoniano ni en el paréntesis de Poissson. Por lo tanto,
para obtener ecuaciones Hamiltonianas equivalentes a las ecuaciones de
Euler-Lagrange se debe elaborar un mecanismo para incorporar la infor-
macién para incorporar los vinculos. Esto se puede hacer o modificando
el Hamiltoniano o modificando el paréntesis de Poisson (o ambos).

El método de Dirac. La accién esta dada por

ta
S:/ (pid" — H.)dt. (2.14)
ty

El principio de minima accién establace que 65 = 0. Pero esté variacién
estd sujeta a las condiciones adicionales (2.13). Los problemas varia-
cionales sujetos a vinculos se pueden tratar a través del uso de multi-
plicadores de Lagrange. Para esto basta considerar una accién en un
espacio de fase extendido (p, g, X, 7) dada por

to
S= [ (pig" —He—\"¢a)dt, (2.15)

t1

donde los \'s son multiplicadores de Lagrange, los cuales se consideran
como variables independientes y por lo tanto se varian en forma in-
dependiente de los ¢’s y p’s; los @’s son los momentos canénicamente
conjugados a los Ns.

Si se define el Hamiltoniano primario H; como

Hy=H.+ )\ ¢, (2.16)

entonces es posible reescribir (2.15) como
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tz .
S= [ (pi¢" —Hy)dt. (2.17)

t1

La variacién de (2.15) se obtiene considerando variaciones indepen-
dientes de ¢’s, p’s y A’s. El resultado es

t2 ,  OH, 0¢q >
*1 _ _ /\a 6 ’L
/tl [ (q Op; Op; P

. ch a¢a 1
— (i C LN 5gt — ¢ N dt =0, (2.1
<p " oq' * 8q’) ¢ } 0, (218)

Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento que se obtienen a partir de
este principio variacional son

. 8Hc 8¢a
‘ — )\a
1 Opi * opi’
. 0H. 09,
= ¢ yafe 2.1
P o o (2.19)
y
$a=0. (2.20)

Estas nuevas ecuaciones de Hamilton son equivalentes a las ecuaciones
de Euler-Lagrange y ademas son compatibles con los vinculos.

Ahora, la derivada temporal de una funcién genérica F' = F(q,p)
estd dada por

[ oF n or .
“og ! T op
_OF (OH. |\, 00,\ OF (0H. |, 9%
dq" \ Op; Opi Op; \ 9¢° aq"
— (F, H.} + A {F, ¢.}. (2.21)

Las ecuaciones de Hamilton contienen funciones desconocidas .
Sin embargo, también debemos recordar que estamos tratando con un
sistema con vinculos, lo cual significa que no todas las coordenadas
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canonicas son independientes y que por lo tanto las ecuaciones de Hamil-
ton (2.21) tampoco lo son. La situacién final deberia ser que las coor-
denadas realmente independientes no dependan de estas funciones ar-
bitrarias. El propdsito del formalismo desarrollado por Dirac es justa-
mente determinar este sub—conjunto de variables independientes que no
contienen funciones arbitrarias.

Igualdades fuertes y débiles. Las ecuaciones de Hamilton de-
penden de las derivadas de los vinculos. Por lo tanto, a pesar de que la
dindmica tiene lugar sobre la superficie ¥ definida por los vinculos, esta
dinamica recibe contribuciones de la vecindad de Y. Por lo tanto, seria
incorrecto colocar los vinculos iguales a cero desde un principio dado que
se perderia esta informacién. Para tratar con esta situacién es 1til intro-
ducir las nociones de igualdades fuertes y débiles. Los vinculos se anulan
sobre X pero no en su vecindad. Este hecho se expresa escribiendo

$a =0, (2.22)

donde “x” es el simbolo de igualdad débil, el cual es diferente del simbolo
de igualdad fuerte “=" valido sobre 3. De esta manera podria ocurrir
que los vinculos puedan tener paréntesis de Poisson no—nulos con las
variables canénicas (dado que estos involucran derivadas). Ahora, por
lo tanto, todas las cantidades dindmicas se deben definir en la vecindad
de X, es decir, en forma débil.

Sea F'(q,p) una funcién en el espacio de fase definida en una vecin-
dad del subespacio X. Si la restriccién de F'(q, p) a X se anula, entonces
se dice que F' es débilmente igual a cero, y se escribe

F(q,p)=~0, (2.23)
lo cual es equivalente a

F(q, p)ls=0. (2.24)

Si la funcién F' y todas sus derivadas se anulan en Y, entonces F' es
fuertemente igual a cero

F(7,p) =0, (2.25)

lo cual es equivalente a
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F((T’ ﬁ)‘z = Oa
il p—
0q* |5,
oF| . (2.26)
apz b}

ete.

Es interesante aclarar la relacion entre igualdades fuertes y débiles.
Sea F' una funcién del espacio de fase que se anula débilmente, F' = 0.
Variando F' en X se encuentra que

OF _, OF
i#ls = (G + 5, )

=0. (2.27)
3

Aqui se debe tener en cuenta que las 2N variaciones §¢ y §p no son
independientes sino que satisfacen los K vinculos

8¢a (;qz + a¢’a

oq' Opi
Usando el método general del calculo de variaciones con vinculos, el
problema variacional anterior lleva a las ecuaciones

Spi ~ 0. (2.28)

oF g
- — \? - =
oq* oqt 0,
oF g
-\ = 2.2
Op; Op; 0, (2.29)

donde X son algunos multiplicadores. Estas 2N ecuaciones, junto con
(2.22), determinan las condiciones satisfechas por (0F/9q), (OF/0p) y
A en Y. Estas ecuaciones implican las relaciones

9 a

aqi(F*A $a) ~ 0,

8(F—>\“¢)~0 (2.30)
apz a) ~ Y, .

a partir de lo cual se deduce que
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F—Xg, =0, (2.31)

donde O es una cantidad con derivadas débilmente nulas: puede ser cero,
una constante o una potencia de los vinculos. Para teorias en las cuales
los vinculos satisfacen esta condicién de regularidad se puede demostrar
que O = 0. En otras palabras si F' =~ 0, entonces

F=X\¢,. (2.32)

Funciones primarias. Cualquier funcién definida sobre X se puede
extender en forma arbitraria fuera de ¥ utilizando los vinculos. Por ejem-
plo, el Hamiltoniano candnico no estd determinado en forma tnica en
todo el espacio de fase dado que se le puede sumar cualquier combinacion
lineal de los vinculos, que es cero sobre Y. Por lo tanto, el Hamiltoni-
ano canénico esta bien definido sélo sobre el sub—espacio ¥ definido por
los vinculos y se puede extender en forma arbitraria fuera de este sub—
espacio. Por lo tanto, las predicciones de la teoria no deberian cambiar
si el Hamiltoniano canénico se reemplaza por el Hamiltoniano primario
(2.16).

Dado que los vinculos poseen paréntesis de Poisson no—nulos con las
variables candnicas, las igualdades débiles llegan a ser igualdades fuertes
s6lo después que se han evaluado los paréntesis de Poisson, es decir, sélo
cuando se han escrito en forma explicita las ecuaciones de movimiento.

Debido al resultado anterior, las ecuaciones de Hamilton (2.21)
también se pueden obtener si utilizamos el Hamiltoniano primario y el
paréntesis de Poisson para evaluar la derivada temporal de F. Se tiene

F={F H\}={F, H} + X {F, o} +{F, \} ¢ . (2.34)

Las ecuaciones de Hamilton (2.21) se recuperan al colocar los vinculos
iguales a cero. Por lo tanto, no es necesario calcular el paréntesis de
Poisson que involucra a los N's dado que estos estan multiplicados por
algo que serd cero al final del calculo.

Esta argumentacion se puede formalizar como una regla si eva-
luamos todas las cantidades que aparezcan en los desarrollos y colo-
camos los vinculos iguales a cero sélo al final del calculo. Sin embargo,
podemos ignorar aquellos términos de los cuales estamos seguros que
quedaran multiplicados por alguna cantidad, por ejemplo los vinculos,
que seran iguales a cero al final del cédlculo.
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De acuerdo con esta regla todas las cantidades de interés se deberian
definir en la vecindad de X, es decir, en forma débil. Por ejemplo, la
ecuacion (2.21) se deberia escribir como en (2.34).

Dos funciones F; y F5 que coinciden sobre 3 son débilmente iguales,
F, = F5. Esto es debido al hecho que dos funciones que coinciden sobre
Y pueden diferir fuera de X y esto se expresa a través de una combinacién
lineal de los vinculos

Fi~F < Fl—FQZfad)a. (235)

Si dos funciones F; y F5 no coinciden sobre X estas son débilmente
diferentes, pero en este caso también son fuertemente diferentes

F155F2 <~ F]_—Fg#fa(ﬁa. (236)

Funciones de primera y de segunda clase. Una funcién F(q, p)
en el espacio de fase es de primera clase si tiene paréntesis de Poisson
débilmente cero con todos los vinculos de la teoria, es decir,

{F, a} ~0. (2.37)

Si F' no es de primera clase, entonces es de segunda clase. Obviamente,
las funciones de segunda clase son ambiguas médulo una combinacién
lineal de funciones de primera clase.

La propiedad de ser de primera clase o de segunda clase es esencial
para la interpretacion de los vinculos.

Toda cantidad que se anula débilmente es una cantidad que es
fuertemente igual a una combinacién lineal de los vinculos. Por lo tanto,
si F' es una funcién de primera clase, entonces satisface la igualdad fuerte

{F, ¢a} = f" b . (2.38)

Una caracteristica importante de las funciones de primera clase es que
esta propiedad se preserva bajo la operaciéon de paréntesis de Poisson.

Teorema. El paréntesis de Poisson de dos funciones de primera
clase es una funcion de primera clase.

Demostracién. Si F'y G son funciones de primera clase entonces,
ademds de (2.38) se tiene una relacién similar para G, a saber,
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{Ga ¢a} = gab oy - (239)

Entonces el paréntesis de Poisson de {F, G} con los vinculos estd dado
por

HF, G}, ¢} = {F {G, ¢a}} —{G, {F, ¢a}}
={F, 9" ¢} — {G, 1" dw}
={F, 9"} & — {G, f."} &
+ 9" {F, v} — " {G, o}
= [{F, gab} - {G7 fab} + 9.° fcb — fa© gcb} o
= H," ¢, (2.40)

donde hemos usado reiteradamente la identidad de Jacobi.

Vinculos de primera y de segunda clase. La clasificacion de los
vinculos que vamos a introducir a continuacién se basa en el hecho que
cualquier combinacién lineal de los vinculos es nuevamente un vinculo;
definen la misma superficie Y. Por lo tanto, los vinculos se pueden reem-
plazar por combinaciones lineales de ellos mismos y serdan indistinguibles
de los originales dado que definiran la misma superficie X.

Esta libertad en la eleccién de los vinculos se puede utilizar como
sigue. Empecemos por considerar la matriz construida con los paréntesis
de Poisson de los vinculos, {¢q, ¢p}. Entonces se tiene que

0 < rango({da, ¢»}) < K. (2.41)

Por otra parte, {¢q, ¢p} es una matriz anti-simétrica y, debido al Teo-
rema de Pfaff, su rango es un nimero par

rango({a, o)) = 2.7 (2.42)

A continuacién se pueden elegir nuevos vinculos, combinaciones lineales
de los originales, de modo tal de diagonalizar por bloques la matriz
{bq, dp}. Escribamos

Xa:A(xa¢aa a:1,~-~,2,],
YVu=M"¢a, p=1,---,R=K-2J, (2.43)
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donde Ak« es una matriz no-singular, de modo tal que

det({XOH Xﬂ}) 7& 07;

{ona 'Y/L} ~0,
{s ) =0. (2.44)
Por lo tanto se puede escribir
_ ({6 x}2rx2s O2ixr
{¢, ¢} = ( o ) (2.45)

El resultado anterior es la clasificacién de los vinculos en primera clase,
Yu, y segunda clase, Xq.
Ahora el Hamiltoniano primario se puede escribir como

Hy =H.+u” xa +v" v, (2.46)

y la evolucién temporal de una funcién genérica F' ahora estd dada por

F={F, Hi} =~ {F, H} +u*{F, xa} + V" {F, 7.} . (2.47)

Condiciones de consistencia. La evolucién de las variables cané-
nicas del espacio de fase todavia contiene funciones arbitrarias. Algunas
de estas funciones arbitrarias se pueden hacer explicitas a través de las
condiciones de consistencia que ahora vamos a desarrollar.

La dindmica del sistema debe tener lugar sélo sobre 3. Sin em-
bargo, tal como estd escrita la dindmica en (2.47), con contribuciones
de la vecindad, es posible que el sistema no permanezca en . Es de-
cir, el sistema es no—holonémico. Esto significa que el sistema se puede
mover fuera de X y que por lo tanto los vinculos, que definen ¥, han
cambiado. Para que este cambio no ocurra es necesario exigir que los
vinculos permanezcan constantes, es decir, que sus derivadas temporales
sean (débilmente) cero, es decir,

Xo & {Xa» He} +u” {Xa, x5} =0, (2.48a)
Y~ v Hel ~0. (2.48b)
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Las ecuaciones (2.48a) permiten determinar los 2.J multiplicadores de
Lagrange u®, pero los R multiplicadores v* estan indeterminados.

Significado de los vinculos de primera clase. La presencia de
multiplicadores arbitrarios en las ecuaciones de movimiento (y sus solu-
ciones) significa que las variables (¢(t), p(¢)) no se pueden determinar en
forma unica a partir de los valores iniciales (¢(0), 7(0)); por lo tanto, no
tienen un significado fisico. La informacion fisica acerca de un sistema se
puede obtener a partir de funciones A(q, p), definidas sobre la superficie
de vinculos, que son independientes de multiplicadores arbitrarios; tales
funciones son las cantidades observables del sistema. El estado fisico
de un sistema esta determinado por el conjunto completo de cantidades
observables del sistema en ese instante.

Para fijar las ideas consideremos un sistema con sélo vinculos de
primera clase, y consideremos una variable dindmica general g(t) ent = 0
y su cambio después de un intervalo pequeno de tiempo dt. El valor
inicial de ¢g(0) estd determinando por (g(0),p(0)). El valor de g(t) en el
instante §t se puede calcular a partir de las ecuaciones de movimiento

g(dt) = g(0) + g ot = g(0) + {g, H1} ot
=9(0) + [{g, Hc} +v" {g, 7.} dt. (2.49)

Dado que los coeficientes v* son completamente arbitrarios, es posible
elegir diferentes valores para estos coeficientes y obtener valores difer-
entes para g(dt). La diferencia es de la forma

Ag(6t) ={g, 1} €. (2.50)
donde e* = (vﬁ) — vé))ét. Dado que g(1)(0t) y g(2)(dt) + Ag(dt) corres-
ponden al mismo estado fisico, el cambio en g(dt) no es fisico. Entonces
llegamos a la conclusién de que los vinculos (primarios) de primera clase
generan transformaciones no—fisicas de las variables dindamicas, las cuales
se conocen como transformaciones de gauge.

La aplicacién sucesiva de dos transformaciones del tipo (2.50), con
pardmetors efbl) y eé) da un resultado que depende del orden de las
transformaciones. La diferencia en los dos posibles resultados es

(Am)Ap) — A An)) 9(3t) = €fyy eloy [{{g: whs vt — {9 wds Wl

6”
(1
€(1) () 195 1 W1} (2.51)
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donde la ultima igualdad se obtiene utilizando la identidad de Jacobi.
Pero el paréntesis de Poisson de dos vinculos de primera clase es fuerte-
mente igual a una combinacién lineal de vinculos de primera clase, es

decir,

{’Ym 'Yu} = C;w)\ I - (2.52)

Este resultado nos lleva a concluir que la cantidad {v,,7,} es tam-

bién el generador de una transformacién no—fisica.

Los C’s son las constantes de estructura del grupo de simetria de

gauge, y los v’s son los generadores de las simetrias de gauge.
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3. Sistemas con Vinculos. I1

La conjetura de Dirac. Con respecto a las ecuaciones (2.50b) no
estd garantizado que estas serdn satisfechas, ni siquiera débilmente. Por
lo tanto la situacién es que algunas relaciones (2.50b) serdn débilmente
satisfechas mientras que otras pueden llevar a imponer nuevas relaciones
entre las coordenadas candénicas. Supongamos que las relaciones (2.50b)
imponen Ry, 0 < Ry < R, nuevas relaciones entre los ¢’s y p’s de la
forma

¢S(d, P) ~ 0, (3.01)
donde a2 = 1,---, Ry. Estas nuevas relaciones son los vinculos secun-

darios, los cuales se han obtenido usando las ecuaciones de movimiento.

Dirac conjeturd que los vinculos secundarios se deben tratar de la
misma manera que los vinculos primarios. Por lo tanto, la situacion es la
misma que antes de imponer las condiciones de consistencia. Existe un
Hamiltoniano canénico H. y un conjunto de vinculos, primarios y secun-
darios. Ahora se repite el procedimiento anterior de separar los vinculos
en primera y segunda clase y se aplican nuevamente las condiciones de
consistencia. Es posible que nuevamente aparezcan otros vinculos y el
procedimiento se debe repetir hasta llegar a una situaciéon en la cual
todas las condiciones de consistencia se satisfacen en forma automatica.
Finalmente, se termina con un conjunto de R’ vinculos de primera clase
A, y 2J" vinculos de segunda clase Y. Ahora todos los vinculos, primar-
ios, secundarios o de una generacién posterior, aparecen al mismo nivel.
Lo que ahora es realmente importante, en este enfoque no es tanto si los
vinculos son primarios o secundarios, sino mas bien si son de primera o
de segunda clase.

Después de haber impuesto las condiciones de consistencia se ter-
mina con un conjunto de vinculos de primera clase el cual, en general, es
mayor que el conjunto original de vinculos de primera clase. Los vinculos
primarios de primera clase corresponden a invariancias de gauge de la
teorfa. Sin embargo, a priori, lo mismo no se puede decir de los vinculos
secundarios de primera clase. Por otra parte, el paréntesis de Poisson de
dos vinculos de primera clase es nuevamente un vinculo de primera clase,
ecuacién (2.52). Podria bien suceder que este nuevo vinculo de primera
clase sea secundario y por lo tanto también un generador de transforma-
ciones de gauge. Por lo tanto, los vinculos secundarios de primera clase
también deberian ser generadores de transformaciones no—fisicas.
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Dirac crefa que la interpretacién anterior era correcta, pero fue inca-
paz de demostrarla. Frente a esta situacion Dirac conjeturé lo siguiente.

Conjetura de Dirac. Todos los vinculos de primera clase, pri-
marios y secundarios, son generadores de transformaciones de gauge.

Hasta la actualidad no ha sido posible demostrar esta conjetura y
la situacién es realmente poco clara dado que existen ejemplos tanto en
favor como en contra.

La conjetura de Dirac es consistente en los siguientes aspectos:

1. Las transformaciones generadas por vinculos de primera clase pre-
serva todos los vinculos, tanto de primera como de segunda clase, y
por lo tanto mapea estados permitidos en estados permitidos.

2. El paréntesis de Poisson de dos generadores de transformaciones de
gauge también es una transformacion de gauge.

Finalmente, considerando todos los vinculos de primera clase como ge-
neradores de transformaciones de gauge podemos estar seguros de que
el sistema tendra un nimero par de variables candnicas, donde cada par
estd asociado con un grado de libertad fisico.

Fl resultado anterior sugiere que las ecuaciones de movimiento se
pueden generalizar para permitir no sélo las variaciones dadas por los
vinculos de primera clase primarios sino que también por los secundarios.

Finalmente, la conjetura es respaldada por el hecho que aun cuando
uno comience con un conjunto menor de vinculos inevitablemente apare-
ceran vinculos secundarios como una consecuencia de las condiciones que
fijan el gauge.

El Hamiltoniano extendido. La evolucién temporal estd ahora
dada por un Hamiltoniano que contiene todos los vinculos, primarios y
secundarios, de primera y de segunda clase, junto con el paréntesis de
Poisson. Este Hamiltoniano extendido esta dado por

Hp = H.+ 4" Ya + " Y1, (3.02)

donde ahoraa =1,---,2J, y ip=1,---,R'. La evolucién temporal esta
dada por

F={F, Hg} ~ {F, H.} + 7% {F, Xa} + 9" {F, 35} . (3.03)
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Las condiciones de consistencia son
Xa ~ {Xa, He} +8° {Xa, X3} ~ 0, (3.04a)
Y =~ {¥as He} ~0. (3.04b)

Pero ahora, las ecuaciones (3.04b) se satisfacen automdticamente y no
dan origen a nuevos vinculos. Con respecto a las ecuaciones (3.04a)
introduzcamos la siguiente notacion

Cas = {Xa» X5} - (3.05)
Dado que esta es una matriz de paréntesis de Poisson de vinculos de

segunda clase, por definicién es una matriz regular y por lo tanto existe
una matriz inversa C®” que satisface

C* Cpy =05 . (3.06)

a® ~ —CP% {5, H.} . (3.07)

Entonces, la ecuacién de evolucién (3.03) se puede reescribir como

FmA{F, He} —{F, Xa} C"* {x5, H} + 0" {F. 7z} (3.08)

Los dos primeros términos estan completamente determinados, y por lo
tanto se pueden agrupar en una tunica expresion estandarizada. Defi-
namos

(F, G} = {F, G} — {F, %a} C"* {x3, G}. (3.09)

Esta expresion es el paréntesis de Dirac. Por lo tanto, podemos reescribir
(3.08) como

FxA{F, H}* + 0" {F, 3} (3.10)

Aparte del término asociado con los vinculos de primera clase hemos
logrado escribir la dindmica de un sistema con vinculos de una manera
Hamiltoniana, sdlo que esta vez, en vez del paréntesis de Poisson se debe
usar el paréntesis de Dirac.
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El paréntesis de Dirac. El paréntesis de Dirac posee todas las
propiedades del paréntesis de Poisson, a saber:

a. Antisimetria:

{F, G}* = —-{G, F}*. (3.11a)
b. Linealidad:
{a1 F1+GQ FQ, G}* = aq {Fl, G}*+a2 {FQ, G}* (311b)
c. Regla de Leibniz:
{Fl FQ, G}* :{Fl, G}* F2+F1 {.FQ7 G}* (3110)

d. Identidad de Jacobi:

(Fy, {Fy, BY Y 4 By, {Fy, PV + {Fy, {Fy, BY Y =0, (3.11d)

y las siguientes propiedades adicionales:
e. Para G de primera clase y F' arbitrario:

(F, G}~ {F, G}. (3.11e)

f. Para G; y G2 de primera clase y F' arbitrario:

{F G, Go}" ) =~ {F, {Gh, Gaj (3.11f)

Otra propiedad importante del paréntesis de Dirac es su iterativi-
dad. Si el ntimero de vinculos es demasiado grande se puede evitar el
trabajo de invertir matrices demasiado grandes si se toma un conjunto
mas pequeno de vinculos de segunda clase y se evalua el paréntesis de
Dirac para este subconjunto. Iterando este procedimiento hasta colo-
car todos los vinculos de segunda clase fuertemente iguales a cero da el
mismo resultado que evaluar el paréntesis de Dirac en un 1inico paso.

Funciones de primera clase. El paréntesis de Dirac también se
puede obtener usando un método constructivo introducido por Hanson,
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Regge y Teitelboim (1976). Para cualquier funcién F' es siempre posible
construir una nueva funcién F’ que tiene paréntesis de Poisson nulo con
todos los vinculos de segunda clase. Definamos

F'=F—{F, xa}C"x;. (3.12)
Entonces, se tiene que
{F', Xa} ~0. (3.13)

Se debe observar, sin embargo, que {F’, 75} no es necesariamente débil-
mente igual a cero.

A continuacién se postula que el paréntesis de Poisson de dos fun-
ciones F' y G se debe reemplazar por el paréntesis de Poisson de sus
contrapartes de primera clase, es decir,

(F,G} — {F',G"},. (3.14)

Se debe observar que, aun cuando F' ~ F y G’ ~ (G, en general se tiene
{F',G'} % {F,G}. También se puede obtener la serie de igualdades

{F, G} = {F',G'} ~{F', G} =~ {F, G'}. (3.15)

Si todos los paréntesis de Poisson se reemplazan por paréntesis de Dirac
significa que se ha elegido trabajar sélo con vinculos de primera clase.
A partir de las ecuaciones anteriores se obtiene que

{Flv {FQa F3}*}*QJ’{F1,7 {FQ/vFBI,}}v (3'16)

de modo tal que la identidad de Jacobi es satisfecha en forma débil por
el paréntesis de Dirac.

El Hamiltoniano de primera clase. La versién de primera clase
del Hamiltoniano es

H' =H—{H, xs} C7% 5. (3.17)
Pero a partir de (3.04a) se ve que
H =H+ 1" x4 - (3.18)

Por lo tanto, el Hamiltoniano extendido se puede escribir como

Hp =H'+u"5;. (3.19)
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De hecho, H’ estd determinado médulo una combinacién lineal de los
vinculos.

Las ecuaciones de movimiento son validas tanto para el paréntesis
de Poisson como para el paréntesis de Dirac, es decir,

(F, Hp}* ~ {F, Hp}. (3.20)

Por lo tanto, también se puede escribir

F~{F, Hg}*. (3.21)

El Hamiltoniano extendido Hg contiene R’ funciones arbitrarias v#.
La separacién de Hg en H' y - no es tiinica dado que ambas partes estan
definidas sélo en forma débil. La situacién final es que el paréntesis de
Poisson se deshecha después de haber servido su propdsito de distinguir
entre vinculos de primera y de segunda clase. Todas las ecuaciones de
la teoria se formulan en términos del paréntesis de Dirac; los vinculos
de segunda clase se reducen a identidades, es decir, a ecuaciones fuertes,
lo cual reduce el nimero de variables independientes. El paréntesis de
Dirac se reduce al de Poisson para el resto de las variables.

Significado de los vinculos de segunda clase. El paréntesis
de Dirac, definido por (3.09) posee varias propiedades importantes. En
primer lugar se tiene

{F7 X&}* = {F7 X&} - {F> XE} Cﬁ/ﬁ {X’% X&}
={F, Xa} —{F, X3} CP Csa
= {F. Xa} — {F. X3} %%
={F Xa} —{F, xa} =0. (3.22)
Dado que F es completamente arbitrario, el resultado anterior significa
que los vinculos de segunda clase se pueden colocar fuertemente iguales
a cero después de haber construido el paréntesis de Dirac.
El significado de los vinculos de segunda clase se puede entender

con un ejemplo sencillo debido a Dirac. Supongamos que tenemos los
siguientes dos vinculos de segunda clase

x2=p1~0. (3.23)
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estos vinculos son de segunda clase dado que
Ciz={x1, x2} = {¢", m} = 1. (3.24)
La matrix inversa es C12 = 1. El paréntesis de Dirac est4 dado por
{F7 G} = {F7 G} + {F7 ql}{plv G} - {F7 pl}{q17 G}
- (PR9G_0GOFN _(OF 0G_0G OF
- 4= \9q¢' 9p; g Ip; d¢' Op1  0q' Opx
o (2F 960G oF (3.25)
“— \90q" Op;  0q" Op; '

Es decir, el paréntesis de Dirac es el paréntesis de Poisson sélo para las
variables relevantes del espacio de fase.

En el caso de sélo vinculos de segunda clase, el Hamiltoniano pri-
mario estd dado por

Hi=H.+u" xq. (3.26)

En este caso las condiciones de consistencia permiten determinar los
multiplicadores de Lagrange u*. Entonces tenemos

Hy=H.— {H., x5} 0 x4 . (3.27)

La derivada temporal de cualquier funcién en el espacio de fase esta dada
por

F={F, H} ={F, H} —{F, xa} C?* {xs, H.}. (3.28)
La principal propiedad de esta ecuacién es

Ya=0, (3.29)

donde hemos usado el hecho que

{Xe, H}* =0. (3.30)

Ahora es posible colocar todos los vinculos de segunda clase fuertemente
iguales a cero. De este modo la ecuacién (3.28) describe una dindmica
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restringida a un subespacio ¥ de dimensién (2N —2J). Ahora se pueden
considerar como variables candnicas independientes un subconjunto de
dimensién (2N — 2J) de las variables candnicas originales. Haciendo
esto se puede mostrar que el paréntesis de Dirac induce una estructura
simpléctica sobre ¥. El ntiimero de grados de libertad es f = N — J.

Ahora debemos considerar solo el paréntesis de Dirac y olvidarnos
de su definicién en términos del paréntesis de Poisson construido con las
variables canodnicas originales. La idea es encontrar nuevas variables Q
y P tal que el paréntesis de Dirac para estas variables sea

{Q', P} =6). (3.31)
La posibilidad de encontrar estas funciones, nuevas coordenadas canéni-

cas, esta garantizada por el Teorema de Darboux. Por lo tanto, se ter-
mina con un sistema Hamiltoniano con (N — J) grados de libertad.

Fijacién del gauge. El siguiente problema que debemos consid-
erar es qué hacer con los multiplicadores de Lagrange indeterminados
asociados con los vinculos de primera clase. Para esto es adecuado recor-
dar cudl es la situacién para sistemas que contienen sélo vinculos de se-
gunda clase. A partir de ese ejemplo deberia ser claro lo que se debe
hacer cuando también tenemos vinculos de primera clase: se los debe
transformar en vinculos de segunda clase.

Dado que tenemos funciones arbitrarias, los multiplicadores de La-
grange asociados con los vinculos de primera clase, las podemos usar
para fijar condiciones adicionales (compatibles con los vinculos). Estas
condiciones adicionales, impuestas con completa arbitrariedad en forma
externa a la dindmica del sistema son las condiciones que fijan el gauge.

Consideremos entonces el caso en el cual también tenemos vinculos
de primera clase. Entonces la ecuacién de movimiento es (3.11). Todavia
se tiene las propiedad (3.22) la cual hace posible colocar los vinculos
de segunda clase fuertemente iguales a cero. Pero todavia tenemos las
funciones arbitrarias o# en la solucién de las ecuaciones de Hamilton—
Dirac. Para seleccionar un representativo de esta clase de soluciones
debemos dar valores a las funciones ¥#. Este procedimiento se conoce
como fijacion del gauge. Para que esto sea posible debemos hacer que los
multiplicadores v# se obtengan a partir de las condiciones de consisten-
cia. Para lograr esto debemos introducir R’ condiciones adicionales, las
condiciones que fijan el gauge y que se comportan como nuevos vinculos,
de manera tal que el conjunto completo de vinculos junto con las condi-
ciones de gauge sean sélo vinculos de segunda clase. La dinamica queda
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restringida a una subvariedad 3 de dimensién (2N —2J' —2R’) del espa-
cio de fase. Entonces el ntimero de grados de libertad es f = N—J —R'.
Ademas, esta construccién nos muestra que X tiene la estructura de un
haz fibrado: las secciones locales ¢ corresponden a distintas elecciones
de los 7 y la base B, por ejemplo, a v* = 0.

Estos nuevos vinculos los denotaremos por t; y consideraremos el
conjunto extendido de vinculos ¢ = (¥, 7, v). La matriz {¢, ¢} estd dada
por

—_
&
©-
——
I

—~—
f‘
>
—~—
~—
8‘
2
[——;
—~—
f‘
=
[—

(3.32)

X
s} ]
@i
o o
‘Sjl Q‘b\
ATl hell
N~

donde

(3.33)

La condicién para que todos los vinculos sean de segunda clase es

det({p, ¢}) ~ det(Cyp) [det(Ez5)]2 20, (3.34)

es decir

det(Egp) = det({¥a, ¥w}) #0. (3.35)

De este modo, los vinculos de gauge deben tener paréntesis de Poisson
no—nulo con los vinculos de primera clase y tal que su determinante sea
distinto de cero. Por lo tanto, existe una matriz inversa E¥? tal que

E_‘Dﬁ E_‘Ij; == E&D E‘{—,j - (5

QQi

(3.36)
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La condicién (3.35) es equivalente a exigir que el determinante de
Faddeev—Popov sea diferente de cero.
La matriz inversa de (3.33) esta dada por

(6.8 = | —pre g _pev | (3.37)
0 EF 0
donde
BFY = —EFP C%Y Dy,
GF? = EPT [B°® Doy + E° Fyr) . (3.38)

El Hamiltoniano extendido es ahora

Hp = H,+ 0% Xa + 0" 95 + 0" 4y . (3.39)

Ahora, la evolucién temporal de una funcién F en el espacio de fase estd
dada por

F = {F, H} +u® {F, Xa} + 0" {F, 3a} + @" {F, ¢u}.  (3.40)

Las condiciones de consistencia son

Xa ~ {Xa, Hc} + a” C&E + i 0
'7,1”3{'7;1» H.} +w’ Epp =0,
j + 0

¥y~ {1y, He} — a’ DBD - B (3.41)

Dado que ahora todos los vinculos son de segunda clase es posible de-
spejar todos los multiplicadores de Lagrange. La solucién es

) HC}+B[L:/ {r_}/ﬁv HC} )
Xa; HC}+G[L& {’7[17 HC}_E&D {'(/)97 HC} )
EFT {5, H.} . (3.42)

S|
QI
X
|
i
Qi
QI

N
=2
Qi
=]}
=2
~
=
Qi

g
Rl
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Ahora, la ecuacion (3.40) se puede escribir como

F~{F, H.}}, (3.43)

donde {, } es el paréntesis de Dirac calibrado dado por

{Fa G}; = {F’ Xﬁ} [C«iﬁ {X&’ G} + B[ﬁ/ {:yﬂ’ G}]
+{%, F} [-B°*{Xa, G} + G" {7, G} = E7" {45, G}]
+ {9-, FYEP {7, (3.44)

Objeciones a la conjetura de Dirac. Cada cierto tiempo apare-
cen objeciones a la conjetura de Dirac. Todas estas objeciones estan
basadas en la observaciéon de que, en general, las ecuaciones de movi-
miento que se obtienen a partir del Hamiltoniano extendido Hg, el cual
contiene vinculos primarios y secundarios, no siempre son equivalentes a
las ecuaciones de Lagrange correspondientes. Por esta razon, el Hamilto-
niano primario (2.33) ha sido defendido por varios autores como el gen-
erador correcto de la evolucién temporal para los sistemas con vinculos.
De hecho, a partir de las ecuaciones de Hamilton generadas por H; se
pueden reobtener las ecuaciones de movimiento Lagrangianas correspon-
dientes.

Se puede mostrar (Costa et al., 1985; Cabo, 1986) que la conjetura
de Dirac es cierta para los sistemas que s6lo poseen vinculos de primera
clase. En este caso Hi v Hg pueden generar ecuaciones de movimiento
distintas para las variables que dependen del gauge, pero, no obstante,
H, y Hg generan las mismas ecuaciones de movimiento para las can-
tidades invariantes de gauge del sistema. En otras palabras, se puede
mostrar que H; y Hg dan origen a la misma dindmica.

El formalismo primario. En el formalismo primario se trabaja
solo con vinculos primarios. Si se imponen condiciones de consisten-
cia aparecen vinculos secundarios. Esta situaciion se puede evitar si al
mismo tiempo se imponen las condiciones que fijan el gauge. En este
caso el Hamiltoniano esta dado por

Hp =H.+u” Xo + 0"y, + 0", . (3.45)

Ahora, la evolucién temporal de una funcién F en el espacio de fase estd
dada por
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3.04. X. Gracia and J. M. Pons, Gauge generators, Dirac’s conjecture and
. degrees of freedom for constrained systems, Ann. Phys. 187, 355
F~A{F, H}+u*{F, xa} +v"{F, v} +w" {F, ¥} . (3.46) (1988).
3.05. J. F. Carinena, Theory of singular Lagrangians, Forts. Phys. 38,
641 (1990).
3.06. E. Massa and E. Pagani, A new look at classical mechanics of con-

la ecuacién (3.46) se puede reescribir como (3.43) (sin barras), donde strained systems, Ann. Inst. Henri Poincaré — Phys. Theor. 66, 1

. ) TR : (1997).
*
‘({é}zlgzljs(seilnps;fgssm de Dirac primario calibrado, el cual esté dado por 3.07. J. M. Pons, On Dirac’s incomplete analysis of gauge transforma-

tions, Stud. Hist. Phil. Mod. Phys. 36, 491 (2005).

Las condiciones de consistencia son (3.41) (sin barras). Dado que ahora
todos los vinculos son de segunda clase es posible despejar todos los
multiplicadores de Lagrange. La solucién es (3.42) (son barras). Ahora,

Hemos pasado por alto varios casos especiales, quizas los mas in-
teresantes, que aparecen cuando no se satisfacen algunas condiciones de
integrabilidad o de regularidad. De interés especial es el caso en el cual
se deben elegir todos los vinculos de gauge como

ILIE = {77}1’ Hc}7 (3'45)

y adicionalmente ocurre que

{7)/;7«7 {’7177 Hc}} ~0. (346)

Esta propiedad depende sélo de la forma funcional del Lagrangiano, y
por lo tanto es una propiedad intrinseca de la teoria bajo consideracion.
Por lo tanto no es posible satisfacer la condicién (3.36). La solucién a este
problema es considerar nuevos vinculos de gauge Jjﬁ, ¢y tales que el con-
junto extendido de vinculos {x, 7, {7, H.}, %, ¢} dé origen a una matriz
de paréntesis de Poisson regular, es decir, todos los vinculos de primera
clase. La electrodinamica y la relatividad general son ejemplos de esta
situacién. Esto explica por qué el formalismo funciona, por ejemplo, en
electrodinamica, aun cuando se estan usando vinculos secundarios, los
cuales, en general, llevan a inconsistencias.

Referencias 3
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in classical mechanics, J. Math. Phys. 9, 411 (1968).

3.02. R. Di Stefano, Modification of Dirac’s method of Hamiltonian anal-
ysis for constrained systems, Phys. Rev. D 27, 1752 (1983).

3.03. A. Cabo, On Dirac’s conjecture for systems having only first—class
constraints, J. Phys. A: Math. Gen. 19, 629 (1986).
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4. Teorias Parametrizadas
Mecéanica parametrizada. Una teoria es covariante si su des-
cripcién no depende del sistema de coordenadas. En el caso de la
mecénica clasica esta condicién es equivalente a la invariancia de parame-

trizacion.
Consideremos un sistema descrito por la accién

ST :/L (q, ‘2) dt. (4.01)

Consideremos ahora la misma accién con otra parametrizacién 7 = 7(t).

Se tiene
_ dg
S[r] = / L (q, dT) dr. (4.02)

Un sistema es invariante de parametrizacién si S[r] = S[t], es decir,

[o(o®) o [o(a)a. am

Esta relacién se puede reescribir como

dt dq B dq\ dt

Por lo tanto, se tiene

dt dq dq\ dt
L —— | =1L - —. 4.

(q’ dr dt) (q’ dt) dr (4.05)

Por lo tanto, L es una funcién homogénea de primer orden en las veloci-
dades

dgq dgq
L A— | =AL — . 4.06
(138 =310 ) e

Derivando con respecto a A y evaluando en A = 1 se obtiene
. OL

c=4q i
¢

Por lo tanto el Hamiltoniano es idénticamente nulo.
Derivando la relacién (4.07) con respecto a ¢ se obtiene

L=0. (4.07)
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Wi¢'=0. (4.08)

Por lo tanto, la matriz Hessiana tiene un autovector nulo. Contrayendo
la ecuacién de Euler-Lagrange con este auto—vector nulo, y utilizando
(4.07), se obtiene

X3 -7

Y=4q & =4¢g

2
{5‘L .. 0°L }qi al[L .; OL
aq*

— = ——= —¢ — | =0. (4.09
a¢ " 0gioq aqﬂ} (409
Por lo tanto, a nivel Lagrangiano, a pesar de que la matriz Hessiana es
singular, el vinculo es idénticamente cero.

A nivel Hamiltoniano si existe un vinculo, el cual se obtiene como
sigue. El momento canénicamente conjugado estd dado por

oL
=
A partir de la propiedad de homogeneidad del Lagrangiano se sigue que
los momentos son expresiones homogéneas de orden cero en las veloci-
dades, es decir, dependen sélo de las combinaciones ¢'/¢",---,¢"~*/4".
Por lo tanto existe un vinculo ¢ cuya forma explicita depende de la forma
explicita del Lagrangiano que se esté considerando.
El Hamiltoniano primario estd dado por

Di (4.10)

Hi=v¢. (4.11)

Este vinculo es de primera clase y se debe introducir una condicién para
fijar el gauge. En este caso la fijacién del gauge es equivalente a elegir
una parametrizacién particular de la accién.

La particula relativista. El mejor ejemplo de un sistema invari-

ante de parametrizacién es la particula relativista. La accién es propor-
cional a la distancia, es decir,

S=-mec / ds = —mc/(g,“,dav“clnc”)l/2
=-—mec /(g,w it i )Y2 dt (4.12)

El Lagrangiano correspondiente es
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L= —me(gu i i”)?. (4.13)
Las ecuaciones de movimiento son

oL TR
=W, [:v Jr{)\p}x)‘xp} ~0, (4.14)
donde {} son los simbolos de Christoffel asociados con la métrica g y

0*L me . L
Wl“’ = OOV = (i2)3/2 [($2) Guv — Ty xV}? (415)

es la matriz Hessiana. Es facil verificar que esta matriz Hessiana satisface
la relacién (4.08).

Contrayendo las ecuaciones de movimiento (4.14) con &* se obtiene
una relacién equivalente a (4.09), lo cual significa que no hay vinculos
Lagrangianos.

La solucién general de la ecuacién (4.14) es

i”Jr{)'\jp}d?)‘:bp:a:b”, (4.16)

Contrayendo esta ecuacion con la velocidad se obtiene

1 d(i?) .9
- — ) 4.1
5~ di a (7)) (4.17)
Por lo tanto
. N 1 1 d(@?) .
v v A _ v
¥+ {Ap}x P = 3 %) dt v (4.18)

La parametrizacién se puede elegir de manera tal que (i?) = constante.
En este caso, la ecuacién (4.16) se reduce a

i+ {%, )i =0. (4.19)

Este es un procedimiento habitual en la geometria de curvas y superficies
y aqui corresponde a la fijacién del gauge.
Los momentos canénicos son

oL me

» mec
Pu= =
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El Hamiltoniano canénico es idénticamente nulo, H. = 0. El vinculo
primario correspondiente es

¢=g" pup, —m?>c? =0. (4.21)

Por lo tanto, el Hamiltoniano primario es el vinculo (4.21) multiplicado
por una funcién arbitaria v, es decir,

Hi=v¢. (4.22)

Si se intenta hacer mecanica cuantica con este Hamiltoniano se llega a
la ecuacion de Klein—Gordon.

Mecéanica no—parametrizada. No todos los Lagrangianos de la
mecédnica corresponden a sistemas parametrizados. Dirac, en 1933, de-
sarrollé un método para parametrizar Lagrangianos no—parametrizados.
El método consiste en considerar el tiempo ¢ como una nueva coordenada

q° del espacio de configuracién.
Consideremos la accién

S[t] = / L(q', ¢") dt. (4.23)
Sit=¢°y 7 es un nuevo pardmetro temporal, entonces
S[r] = / L(q", 0") ¢"dr. (4.24)
donde ¢ = §*/¢°. El nuevo Lagrangiano es

L="L(q", 0" ¢ (4.25)

las ecuaciones de Euler—Lagrange correspondientes son

5L d . OL
s =i (1~ 5 ) =0

5L 0L , d (6L)_0

(4.26)

oq° 8qiq_£ 00°

Los momentos correspondientes estan dados por
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oL . OL
po=—-—-=L—-0"— 4.27
Po 8(]0 01 ) ( a‘)
oL oL
pi = —— = — . 4.27b
Pi= 54 ~ opi (4.270)
El correspondiente Hamiltoniano es idénticamente cero.
La relacién (4.27a) se puede reescribir como
po=—H,. (4.28)

Si el Lagrangiano L es regular, entonces (4.27b) se puede invertir para
expresar ¢’s en términos de p’s. Finalmente la relacién (4.28) es

po=—Hc (¢, pi) - (4.29)

Este es el vinculo Hamiltoniano. La version cuantica de este vinculo es
la ecuacion de Schrodinger.

Lagrangianos 7' —V parametrizados. Un ejemplo sencillo de un
Lagrangiano no—parametrizado es

L= % F-v@. (4.30)

El correspondiente Lagrangiano parametrizado es

2
F_myq .
L= 3P V() dq°. (4.31)

Los momentos correspondientes estan dados por

7 -2

o= o T V@

TP T 2 (¢ ’

0L q;

= — =m L, 4.32
Pi = gai =M g0 (4.32)

Reemplazando se obtiene
1
Po=—5—7 = V(). (4.33)
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La versién cudntica de este vinculo es la ecuacion de Schrodinger.

Leyes de conservacién. La energia es una cantidad conservada.
No obstante, para un sistema parametrizado la energia es idénticamente
cero. Por lo tanto, para la construccién de cantidades conservadas se
debe recurrir al teorema de Noether.

La variacién de tipo Noether del Lagrangiano es

AL = EZ + 50 El
; 8L . E)L L
=& _—¢"+¢£° L ‘ 4.34
faqzq +£ ( "5 T )+5aoz (4.34)
La carga de Noether se define como
Q= 60 5’ (4.35)
La derivada temporal de la carga de Noether es
oL 6L
Q=ANL+ 50 5 + fl (4.36)

Como en el caso standard, si se satisfacen las ecuaciones de Euler—
Lagrange (4.26) y si se anula la variacién de Noether del Lagrangiano,
entonces la carga de Noether es una cantidad conservada. Por lo tanto,
se debe tener

JOL (0L oL
€ 5 +£0 < 0 >+5 o =0 (4.37)

Observemos que

£0 9% o 0¢°
. 9Eh ot .
&= 6‘20 ¢+ 8;' ¢’ (4.38)

Entonces, la ecuacién (4.37) se reescribe como

4.07

0 0
¢ aL. + (8£+ 85, 0i> (—eiaL.-l-L>

oq* 0¢®  O¢ 00’
ot ogt i\ 9L
. - =0. 4.
+<aq0+3qa9)aez 0 (4.39)

Esta ecuacién se debe satisfacer en forma independiente para las distintas
potencias de 6; pero para esto es necesario considerar cada situaciéon en
forma separada.

Usando el vinculo (4.07) se observa que @ se puede reescribir como

Q=—-H+&p,;. (4.40)
Después de fijar la parametrizacion las cantidades conservadas se dividen
en tres tipos:

1. Externas. La energia.
2. Mixtas. Tal como el vector de Runge-Lenz.
3. Internas. Tal como el momento lineal y el momento angular.

Teoria de campos parametrizada. En el caso de la teoria de
campos la covariancia de una teoria no es equivalente a la invariancia de
parametrizacion.

Consideremos un sistema descrito por la accién

S[X] = / L(p*, ¢*,)d*X . (4.41)

Consideremos ahora la misma acciéon con otra parametrizacién Y =
Y (X). Se tiene

S[Y] = / L(¢%, ¢%,) d'y. (4.42)
Un sistema es invariante de parametrizacién si S[Y] = S[X], es decir,
/ L(¢%, ¢,) d'Y = / (¢%, ¢,) d*X (4.43)

Esta relacién se puede reescribir como

/c(qu, ¢, Xty) d'Y = / L(s*, ¢%,) Xd'Y . (4.44)
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En la relacién anterior y en lo que sigue se utiliza la siguiente no-
tacion. Se tiene

o )%
Yo = oxn
oxH
Ademés
X =det(X*,),
Y =det(Y?,). (4.46)
Ademiés
Xt Y™, =068,
Y, X"s=4d5. (4.47)
A partir de las relaciones anteriorees se sigue que
oY’
vy ]
oxn. Y, Y”?,. (4.48)
Ademés
0X
— =Y, X. 4.4
6X'u‘a 14 ( 9)
Por lo tanto, se tiene
L(*, ¢, XHs) =L (¢%, ¢",) X. (4.50)

Por lo tanto, £ es una funcién homogénea de orden n en las primeras
derivadas de los campos. Derivando con respectio a X", y evaluando
en X*, = 0¥ se obtiene

oL
v 8¢AM

HH, = ¢t — Lo =0. (4.51)

Por lo tanto el tensor de momento—energia canénico es idénticamente
nulo. La derivada de esta ecuacién con respecto a ¢Z, da

4.09
oL 2L oL
5y A — oY =0. 4.52
# 998, T 357,007, ~ % Bom, 52
Si contraemos esta ecuacién con ¢Z,, se obtiene
oA L s _y (4.53)
" oph,008, " AT '

Un término similar se obtiene al contraer las ecuaciones de campo con
#“ . De hecho, se tiene

02L
— o4, ¢B# W =0. (4.54)

oL
o*y Er

Sin embargo, esto no da origen a ningtin vinculo dado que

oL d
A =-—H=0 4.55
ONGn T qwr A= (4.55)
Tal como en mecdanica clasica, no hay vinculos Lagrangianos.
A nivel Hamiltoniano los vinculos se obtienen como sigue. Los mo-
mentos canénicamente conjugados a los campos estan dados por

oL oL
- 2= =T14°. 4.
A 04 D4, 4 (4.56)

El Hamiltoniano candénico esté dado por

H. =HCy = ¢4, 322 ~L=0. (4.57)

Los momentos 74 son funciones homogéneas de orden tres en las
velocidades. Si consideramos parametrizaciones sélo en una direccién
(cuatri posibilidades) los momentos son funciones homogeneas de orden
cero en las velocidades. Por lo tanto, para cada direccién se obtiene,
como en el caso de la mecanica, un vinculo. En total se obtienen cuatro
vinculos H,,.

Aun cuando la forma explicita de estos vinculos depende del La-
grangiano inicial, el dlgebra de paréntesis de Poisson es la misma para
todas las teorias. es decir, se obtiene un algebra universal. Esta algebra

estd dada por
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{Ho (@), Ho()} = [H'(Z) + H' ()] did (T — 7) ,
{H:(%), Ho(i)} = Ho(Z) did(Z — 7)) ,

{H(T), H; ()} = Ha() d;0(Z — ) + H;(Z) did (£ — ) . (4.58)

Una teoria de campos que posea un tensor de momento-energia
idénticamente nulo es una teoria de campos invariante de parametriza-
cién, en forma independiente del hecho que haya sido a través de un
proceso de parametrizaciéon o no. Por ejemplo, si la teoria ya posee
un tensor de momento—energia idénticamente cero el procedimiento de
parametrizacién no es necesario, pues resulta ser redundante.

Significado fisico de las teorias de campo con tensor de
momento—energia idénticamente cero. Con el desarrollo de la Re-
latividad General se reconocié que la estructura geométrica del espacio es
una propiedad fisica. A partir de este resultado es que se ha desarrollado
el punto de vista de que toda teoria fisica debe ser geométrica.

Aun cuando existen muchas teorias de cardcter geométrico, la rela-
cién entre las propiedades geométricas y las propiedades fisicas no ha
sido completamente establecida. Un ejemplo particular son las teorias
de campo para las cuales el tensor de momento—energia es idénticamente
nulo.

Ahora bien, si existe una relacion entre las propiedades geométricas
y las propiedades fisicas del espacio, entonces cudl es el significado fisico
de las teorias con tensor de momento—energia idénticamente nulo. En
este caso se tiene un sistema con vinculos y en este caso no todos los
campos son dindmicos. En varias situaciones los campos juegan un
rol cinématico y un rol dindmico a la vez. Para tratar en forma cor-
recta con estos sistemas se debe separar las variables dindmicas de las
cineméticas (o las partes cinemdtica y dindmica de los campos). Las
variable cineméticas se seleccionan fijando el gauge, es decir, congelando
las variables cineméaticas. Con estas consideraciones deberia ser posible
dar un signifcado fisico a las teorias de campo con tensor de momento—
energia idénticamente nulo.

El tensor de momento—energia es un objeto en el cual todos los cam-
pos, tanto cinematicos como dindmicos, se consideran de la misma man-
era. Por lo tanto, el tensor de momento—energia recibe contribuciones de
los campos cinemdticos (la contribucién de la estructura geométrica del
espacio) y una contribucién de los campos dindmicos. Dado que el tensor
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de momento—energia es idénticamente nulo las contribuciones dindmica
y geométrica son iguales pero opuestas. Esto se puede considerar como
una generalizacién de un principio de acciéon y reaccién. Este es el sig-
nificado fisico que se debe atribuir a las teorias de campos que poseen
tensor de momento—energia idénticamente nulo.

Para encontrar el contenido energético dindmico de tales teorias se
debe considerar sélo los campos dindmicos, y esto se obtiene fijando el
gauge. Es entonces que el tensor de momento—energia adquiere valores
no—nulos que son fisicamente significativos.

Superficies minimales. Consideremos una métrica inducida dada
por

,=Gap X4, X5,. (4.59)
El Lagrangiano esta dado por

L=pg'?, (4.60)

donde p = constante es una densidad de energia. Las ecuaciones de
Euler—Lagrange son

5% =W (X7 + {8 XCuXP ) =0, (e

donde {} son los simbolos de Christoffel de G, y
v 1 y Y
Wip = o3 [9Gan g™ = Xa" X5"] (4.62)

es la matriz Hessiana. Es facil verificar ques esta matriz satisface la
relacion

WHE XE, =0. (4.63)

Por lo tanto no hay vinculos a nivel Hamiltoniano.
La solucién general de la ecuacién (4.61) es

XB,uV"_{CBD}XCMXDV:A#XBV"‘AVXBM, (464)
Contrayendo esta ecuacién con Xg" se obtiene

dug=A4,9. (4.65)
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Por lo tanto

X0+ {Ep} XU XD, = L 0,0 X7, +0,0X%] . (100

la parametrizacion se puede elegir de manera tal que g = constante. En
este caso la ecuacién (4.66) se reduce a

XB#V+{55}XCHXDV:0. (4.67)
Este procedimiento es la fijaciéon de la parametrizacion.

Los momentos canénicamente conjugados estan dados por

WA:5?4:W£HGM{Q%-XQXB—<X-XQXBJ.Mﬁ&

El tensor de momento—energia es idénticamente nulo.
El primer vinculo se obtiene contrayendo (4.68) con X“;. Se obtiene

Hy=ma X4 =0. (4.69)
El segundo vinculo estéd dado por
Ho=7-7—pX; - X1 =0. (4.70)

Los paréntesis de Poisson de los vinculos estan dados por

{Ho(@), Ho(§)} = ~[H'(&) + H'(P] d1d(Z ~ §) ,
{H1(Z), Ho(¥)} = 2Ho(Z) d16(Z — 7)) ,
{H1(2), Ha(5)} = H1(§) did(Z — ) + Hi (&) did (T — 7). (4.71)

8

Esta algebra de vinculos es universal.
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5. Formulacion Variacional de la Relatividad General

Variables de Inmersiéon. Como ya se ha visto repetidas veces, el
espacio—tiempo normalmente estéd foliado tomando como hojas de la fo-
liacién las superficies de X© constante y las coordenadas intrinsecas den-
tro de cada superficie como las coordenadas X* heredadas del espacio—
tiempo. No obstante, en forma ma&s general el espacio-tiempo se puede
fohar de una manera arbitraria introduciendo las variables de i 1nmer51on
X. Las inmersiones son mapeos X : 0 — M que mapean un punto Y
en la superficie ¥ en un punto del espacio—tiempo X* = (¢, Y), donde t
etiquetea las hojas de la foliacion.

Usando la inmersion X*# se pueden construir proyecciones de las
cantidades del espacio—tiempo normales y tangenciales a 3. Las proyec-
ciones tangenciales se definen por

oxH
Xt = — 5.01
e (5.01)
La normal a ¥ estd definida en forma tunica por las relaciones
g X" =0,
g/wn n’ =1, (502)

noindent La normal depende de la inmersién, como se puede ver a
partir de la expresion explicita
Ny =keuny XV X2 XPy 0 (5.03)
donde k es un factor que asegura la normalizacion correcta.
Ademés se tiene
gl“/ X”i ij = 'Yij 5 (504)

que es la métrica inducida sobre X.

Cualquier tensor V* del espacio—tiempo M se puede escribir en
términos de sus proyecciones normal y tangenciales con respecto a n,
y X*;. Por ejemplo, un vector espacio—temporal V* se puede escribir
como

VE =Vt L VIXH,, (5.05)
donde
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Vi =mn, V",
Vie g, Xt V", (5.06)

De ahora en adelante se suben y bajan indices usando las métricas v;; y
Guv-
El vector de deformacion de la foliacién se define como
2.

N = — =G (5.07)

Las funciones lapse y shift son los coeficientes en las proyecciones normal
y tangencial de X*

Xt =Nn"+ N XH, . (5.08)
Ademas, se tiene que
N =n, XH,
N' =X, X", (5.09)

A partir de la ecuacién (5.xx) se sigue que

o1
oxr N
oz’ 1 i p
B LN X (5.10)

Teorias métricas. El ejemplo mdas importante de una aplicacién
del método de Dirac para sistemas con vinculos y de la invariancia de
parametrizacién es la Relatividad General.

En la Relatividad General la formulacién de la teoria en forma co-
variante y el hecho de que el tensor métrico es el campo dindmico hacen
que la teoria sea una teoria parametrizada. Entonces, existen vinculos
entre las variables candnicas. La libertad que existe en la eleccién de co-
ordenadas se puede utilizar para reducir el niimero de grados de libertad
independientes.

Las ecuaciones de Einstein son un sistema de diez ecuaciones a
derivadas parciales de segundo orden para las componentes del tensor

5.03

métrico. Cuando se considera el sistema desde un punto de vista Hamil-
toniano, es necesario concentrarse en las superficies tridimensionales in-
mersas en el espacio—tiempo cuadridimensional. Entonces, el estado del
sistema queda determinado al especificar el valor de ciertos campos sobre
la superficie. Por medio de la formulacién Hamiltoniana es posible deter-
minar el cambio inducido en las variables de campo por una deformacién
de la hipersuperficie.

Si F' es un funcional arbitrario en el espacio de fase, entonces su
cambio bajo una deformacién N* de la superficie debe ser de la forma

§F = / fuNtdz, (5.11)

donde f,, es una densidad vectorial en el espacio de fase.

A partir de la ecuacién (5.11) es posible obtener informacién acerca
de la forma del Hamiltoniano relacionando N* con el tensor métrico g.
La distancia espacio-temporal entre los puntos (¢, Z) y (¢ + dt, T + d)
se puede expresar como

ds? = (N dt)? —yi; (N'dt +dz') (N7 dt + da?) | (5.12)

donde N = N9, Reordenando esta expresién se obtiene

ds® = (N? —7;; N' N?)dt* — 2;; N7 dt dz’ — ~;;da’ da? . (5.13)
Por lo tanto, las componentes del tensor métrico son
goo = N? —7;; N' N7 |

goi = =iz N7,
9ij = —Yij - (5.14)

Las relaciones inversas son

1
00 __
g N2
_ N
9" =" 55
k ]szNZ

g7 = =" 44yl (5.15)
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donde 7% es la inversa de ~;;. Otras relacién 1til es la del determinante
de la métrica, el cual esta dado por

g = det(gu) = —N?~ <0, (5.16)
donde

v = det(v;;) > 0. (5.17)

Las relaciones inversas estan dadas por

N? = goo + 9" goi 905 ,
N'"=g" goj,
Vi = —ij - (5.18)

Las ecuaciones (5.14a) y (5.14b) significan que goo ¥ go; deben apare-
cer en el Hamiltoniano como funciones arbitrarias. Esto es debido a que
N* se puede elegir en forma arbitraria para especificar la deformacién
de la hipersuperficie. Por lo tanto, no se deberia esperar que las ecua-
ciones de Hamilton lo restringiera. Por lo tanto, los grados de libertad
no-triviales estan contenidos en v;; y su momento canénicamente con-
jugado %,

Por lo tanto, es més adecuado trabajar con N*, tal como esta
definido en (5.18), y v;; como variables independientes en vez de usar g,
y gi;- Este es un cambio de variables permitido debido a que las ecua-
ciones (5.1x) y (5.1x) son invertibles. Denotemos por ,, los momentos
canénicamente conjugados a N¥. El hecho de que N* sea arbitrario
nos dice que los 7, deben aparecer en el Hamiltoniano multiplicados por
funciones arbitrarias A\* que corresponden a las derivadas temporales de
N*. estas observaciones, junto con (5.11), indican que se deberia esperar
que el Hamiltoniano total fuera de la forma

Hry :/ [NH.(gm)+ N'Hi(g, 7) + M m,| dx. (5.19)

Dado que los 7, estdn multiplicados por funciones arbitrarias, en-
tonces se tienen los vimculos de primera clase

T~ 0. (5.20)
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Ademss, dado que los vinculos (5.20) se deberfan preservar bajo defor-
maciones de la superficie, se debe tener {7, H} ~ 0. A partir de (5.19)
se sigue que {7*, H} ~ 0 lleva a la condicién adicional

H, ~0. (5.21)

Los vinculos (5.21) deben ser de primera clase para que las ecuaciones
de movimiento con N* arbitrario sean consistentes. De este modo, los
vinculos (5.20) deben ser vinculos primarios mientras que los vinculos
(5.21) deben ser vinculos secundarios.

Las consideraciones anteriores se aplican a cualquier Hamiltoniano
en el cual el tensor métrico es el campo dindmico. De esta manera hemos
obtenido una indicacion acerca de la estructura del Hamiltoniano a par-
tir de consideraciones generales. La ecuacién (5.20) nos dice que cuando
se va desde el Lagrangiano al Hamiltoniano, se debe tratar de sumar
divergencias adecuadas a la accién de Einstein—Hilbert para que el La-
grangiano resultante no contenga derivadas temporales de N#. Ademés,
el Lagrangiano debe tener una dependencia muy sencilla con respecto a
N* para poder obtener un Lagrangiano de la forma (5.19). Por lo tanto,
se ecesita una manera para analizar la curvatura del espacio—tiempo que
claramente distinga la dependencia de la curvatura con respecto a 7;;
y con respecto a N#. Tal analisis se puede realizar con la ayuda de las
ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci.

El Lagrangiano. Ahora se obtiene el Lagrangiano deseado a partir
de la accién de Einstein—Hilbert. A partir de la geometria Riemanniana
extrinseca se obtiene

1
Kij = oN (—00vij + ViN; + V;N;) (5.22)

donde K;; es el tensor de Gauss, o segunda forma fundamental. Esta
ecuacion relaciona la curvatura extrinseca con la derivada temporal Jy7;;
de los campos dindmicos ;; y con las funciones N y N i que describen la
deformacién de la superficie. Se debe obervar que +;; también aparece
en esta expresién para K;; a través de los simbolos de Christoffel que
aparecen en las derivadas covariantes. V;N; 4+ V;N;. Por otra parte,
en (5.22) no hay derivadas temporales de N y N'. Por lo tanto, si se
puede expresar el Lagrangiano en términos de 7;; y de Kj; se ha logrado
el propésito de eliminar las velocidades N y N*. Para obtener este
resultado se deben utilizar las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci. Se
obtiene
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)Oi

v ij i0
R — p@W# oy = ™ ]ij + R“ 0i + R® W0
0i

ij ij 0
= RW jij + 2 RW 0i = R®W Jij + 2 RW Hou , (5.23)
donde se han utilizado las simetrias algebraicas del tensor de Riemann.

Utilizando nuevamente las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci se ob-
tiene

R® = R® 4 K? _ K, K" + 2 RO™ | (5.24)

donde K = K*;.
Los tres primeros términos en (5.24) ya son de la forma que se

. ‘ . s . . 0
necesita. Sélo necesitamos preocuparnos del dltimo término R®) HOM.
El primer paso es aplicar al vector normal n, la identidad de Ricci. Se
obtiene

V. Vonyr —V,Vny = —RY? ., n,. (5.25)

A continuacién se multiplica por n* y se contrae sobre A y v. Entonces
se obtiene

" (V,V,n" =V, V,n") = RV n, n" = RO, . (5.26)

Ahora se reordena el lado izquierdo de la ecuacién (5.26) utilizando las
siguientes identidades

n*V,V,n" =V, " V,n"*)—-V,n, V'n*, (5.27a)
nt vV, V,n' =V, (V,n")n") - (V,n")?, (5.27b)
Vun, Vit = —K;; K, (5.28a)
vVt =—-K2. (5.28b)
Recordando que g'/? = N4'/2 se obtiene la descomposicién
ovHt
Leg=RWg'?=r- 5.29
EH g O’ ( )

donde

5.07
Linod = (R(g) + Ky KV — K2) NAV2, (5.30)

y
VE =2 (0¥ V" — (V,n)nt) g'/2. (5.31)

La ecuacién (5.30) muestra que al sumar la divergencia (5.31) al
Lagrangiano de Einstein—Hilbert se obtiene un Lagrangiano modificado
Lmod que no contiene derivadas temporales de N ni de N’y que contiene
s6lo primeras derivadas temporales de v;;. Por lo tanto, el Lagrangiano

Lmod = / £mod dgx = / (R(S) + Kij Kij - Kz) N’Yl/Qv (532)

es el punto de partida para obtener el Lagrangiano. No obtante, antes de
hacer esto, reconsideremos el término correspondiente a la divergencia.
Por medio de las ecuaciones (5.14), (5.15) y (5.18) la divergencia 9, V"
se puede escribir como

oy

S = 200(K 72 O N =425 9,N) 7). (5.3)

La ecuacién (5.33) muestra que ambas cantidades no deseadas, a saber,
las primeras derivadas temporales de N y N*, y las segundas derivadas
temporales de -y;; aparecen en el Lagrangiano de Einstein—Hilbert

LEH:/EEHd3x:/R(4) g2 d3x, (5.34)

en la forma de una derivada total

d
lt( /K’Y dx), (5.35)

y por lo tanto se pueden eliminar desde ya omitiendo el término (5.35)
en el Lagrangiano.

El hecho de que se puedan eliminar las segundas derivadas tem-
porales de ;; de la accién no es sorprendente y se sabia desde antes
que se desarrollara la formulacién Hamiltoniana de la Relatividad Gen-
eral. Realmente se puede lograr algo mejor, que es eliminar todas las
segundas derivadas (temporales y espaciales) de los diez g, sumando
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una divergencia adecuada al Lagrangiano de Einstein—Hilbert (de todas
maneras, las ecuaciones de Einstein serdn de segundo orden). De esta
manera se llega al Lagrangiano de Landau o Gamma — —Gamma, el
cual se puede usar como punto de partida para encontrar el Hamiltoni-
ano gravitacional. Lo que es mucho més importante para el formalismo
Hamiltoniano es es la eliminacién de las primeras derivadas temporales
de N y Nt.

El Hamiltoniano. Procedamos ahora a obtener la forma exacta
del Hamiltoniano para el campo gravitacional a partir del Lagrangiano
(5.32). dado que no aparecen derivadas temporales de los N* inmedi-
atamente se obtienen los vinculos primarios (de primera calse)

0Lod
=~ 0, (5.36)
ONH
como se esperarfa. Los momentos 7% conjugados a ~;; son, por defini-
cién,

 SLmo
T = 57..[1' (5.37)
ij

Utilizando las ecuaciones de la geometria Riemanniana extrinseca se en-
cuentra que

i (K” _ Kvij) A1/2 (5.38)

lo cual muestra que el conjugado del tensor métrico ~;; (primera forma
fundamental) esta relacionado con la segunda forma fundamental K;.
La ecuacién (5.38) se puede invertir para expresar K% como una funcién
de i, lo cual es equivalente a expresar las velocidades +;; como funciones
de los momentos y de las coordenadas dinamicas. De este modo, a partir
de (5.38), se obtiene que

K9 = — (7% — ') 412, (5.39)
donde se ha definido
™ = 7Ti1' = Yij 7Tij . (540)

Por lo tanto, aparte de (5.36), no hay otros vinculos primarios.
A coninuacién, usando (5.32), (5.36) y (5.39), se obtiene el Hamil-
toniano

5.09
H= / (= A0+ 79 445 ) @2 = Linoa
:/ (NHL+ N'H,) dx, (5.41)
con
1
Hy = 2~1/2 (it Yie + Yie Yik — vig Yoe) 77 7 — RO 412
1

= i (mij 7 —n?) — R® A1/2 (5.42a)

Hi = =27 07 — (20;9ki — Opey) () ™9 = —20;m;7 . (5.42b)

Para llegar a (5.41) se ha omitido la integral de superficie 2 § 7% N; ds;
del lado derecho de esa ecuacién.

Para obtener el Hamiltoniano total a (5.41) se le deben sumar los
vinculos de primera clase (5.36) multiplicados por funciones arbitrarias.
Por lo tanto se obtiene

o= / (NHy + N M+ A7) da, (5.43)

de acuerdo con la discusion general al comienzo de esta seccién.

Ahora, para obtener el movimiento mas general que sea fisicamente
permisible, a (5.43) se le deben sumar los vinculos secundarios de primera
clase (5.21), a saber, H, ~ 0, con coeficientes arbitrarios u*(x). No
obstante, dado que los N* iniciales son arbitrarios, no se obtiene nada
nuevo y se puede colocar u* = 0 sin pérdida de generalidad. Entonces,
el Hamiltoniano méds general estd dado por (5.43).

La ecuacién (5.36) nos dice que los grados de libertad descritos por
las variables (7, N*) no son fisicamente importantes (7, esta restringido
a ser cero y N* es arbitrario). Por lo tanto se pueden omitir estos
grados de libertad del esapcio de fase y considerar los N* como funciones
arbitrarias C*(z) con paréntesis nulos. Formalmente, tal procedimiento
es equivalente a imponer los vinculos de segunda clase

N# — CH(z) ~ 0, (5.44)

lo cual hace que la ecuacién de primera clase original (5.36) pase a ser
de segunda clase. Los vinculos (5.21) siguen siendo de primera clase.
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Entonces se pasa al paréntesis de Dirac por medio del procedimiento
usual (que en este caso simple es equivalente a trabajar sélo con los ;;
y los m%7) y se considera las ecuaciones (5.36) y (5.44) como ecuaciones
fuertes.

Por lo tanto, el paréntesis de Dirac calibrado es

. 0F 0G 0G OF 3
tF Gl _/ (5%1' om0 5””) e (543)

Cuando la ecuacién (5.45) se aplica a las variables canénicas fundamen-
tales se obtiene que

{75 (%), T (¥)}; = 0 6(x ), (5.46)

es el dnico paréntesis de Poisson no—nulo. El simbolo 51’»“]»2 al lado derecho
de (5.46) es una abreviacién para

5kt — {1 si (ij) = (k0) (5.47)
* 0 en caso contrario '

y la funcién delta de Dirac estéd definida, sin necesidad del tensor métrico,
como

[ 8=y iy = 0. (5.49)
para cualquier funcién de prueba arbitraria.

Si las ecuaciones (5.36) y (5.44) se consideran como ecuaciones
fuertes, entonces el Hamiltoniano es

mmmwﬂ:/XNHL+Nﬂmd%, (5.49)
y se anula en forma débil debido a los vinculos de primera clase (5.21).
Por lo tanto, la derivada temporal de un funcional arbitrario F' de

Yij ¥ 7 estd dada por

FEi/NW@HFJm}fx, (5.50)

de manera tal que se verifica en forma explicita la ecuacién (5.11).
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Apéndice A. Analisis Tensorial

El propésito de este apéndice es dar una visién general del andlisis
tensorial. Su forma final fue alcanzada en los trabajos de Ricci y Levi—
Civita (1900). Con el desarrollo de la Relatividad General por Einstein
en 1915, el analisis tensorial recibié nuevos impulsos. Esto se refleja
principalmente en los trabajos de Weyl (1922), de Cartan (1926) y de
Schouten (1954).

El analisis tensorial se puede considerar como un conjunto de reglas
de célculo. Si estas reglas se aplican en forma correcta, entonces esta
garantizado que el resultado es correcto.

Coordenadas. Cualquier conjunto ordenado de d variables reales
independientes 2?, i = 1,---,d, se puede considerar como las compo-
nentes de las coordenadas x de los puntos de un espacio X de dimensién
d en el sentido de que cada valor de x define un punto de X'. El espa-
cio X se puede considerar como una variedad. Sin embargo, para los
propdsitos de esta exposicion esta es una abstraccién innecesaria y nos
podemos restringir, sin pérdida de rigor, a espacios vectoriales.

Las propiedades del espacio X, como también las relaciones que
puedan existir entre distintos objetos geométricos, se pueden formular
sin el uso de coordenadas. Este hecho se puede interpretar de dos ma-
neras. Dado que los resultados no dependen de las coordenadas, entonces
no es necesario usar coordenadas, que es el enfoque intrinseco preferido
por los matemaéticos. El segundo punto de vista es que si los resultados
no dependen de las coordenadas, entonces podemos usar coordenadas
dado que los resultados (es decir, las relaciones entre los distintos ob-
jetos geométricos) serdn las mismas sin importar las coordenadas que
hayamos utilizado. Este tltimo punto de vista es el preferido por los
fisico-matematicos y fisicos tedricos donde es necesario realizar cdlculos
explicitos. Es este segundo punto de vista el que se utiliza en el anélisis
tensorial.

Si y*(x), a = 1,---,d, son funciones reales cuyo Jacobiano no es
idénticamente cero, entonces las ecuaciones y* = y*(x) definen una
transformacién de coordenadas, invertible, en X'. Los indices ¢, j,k, - - -
estan asociados con las coordenadas x mientras que los indices a, b, c, - - -
estan asociados con las coordenadas y.

La matriz Jacobiana de la transformacion de coordenadas estd dada
por
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o _ Oy"
fOxt

Aqui ya aparecen algunas de las reglas basicas del anélisis tensorial. Ex-
isten dos tipos de indice: los indices contravariantes, tal como el indice
‘a’ en Y?;, y los indices covariantes, tal como el indice ‘4’ en Y'%;. Si con-
sideramos la base de la linea de texto como un nivel 0 y la parte superior
de la linea de texto como un nivel 1, entonces los indices contravariantes
se escriben en el nivel 1 mientras que los indices covariantes se escriben
en el nivel 0. Sin embargo, también existe una linea de texto inferior,
tal como en las fracciones, cuyo nivel superior coincide con el nivel 0 de
la linea de texto original. Por lo tanto, un indice contravariante escrito
en esta linea inferior se transforma en un indice covariante, pues queda
escrito en el nivel 0, tal como ocurre en aaxi' Muchas veces usaremos,
cuando sea necesario o conveniente y no haya riesgo de confusién, la
abreviacién 0; = %. Esta abreviacion hace evidente que el indice i es
un indice covariante.

Siguiendo con este juego de niveles, un indice covariante escrito en
la linea inferior queda escrito en un nivel —1. En este caso la regla es
que este indice corresponde a un indice contravariante, es decir, como
si estuviera escrito en el nivel 1. La segunda regla que aparece en la
relacién (A.01) es que los indices que aparecen a ambos lados de una
ecuacion son de igual variancia.

La transformacién de coordenadas de x a y debe ser invertible, lo
cual significa que se debe tener

(A.01)

det (Y%;) #0. (A.02)

Entonces, la matriz Jacobiana inversa estd dada por

, ox’
Yo = . A.03
o (4.03)
La matriz Jacobiana inversa satisface
> oYX, =6, (A.04)
y
> XYY =65, (A.05)

a

A.03

donde 6§- es la delta de Kronecker. Una propiedad importante de la delta
de Kronecker es la siguiente

Z 6;» vl =0t
J

Z 55 Vj = V; . (AO?)
J

Los indices que estdn sumados en (A.04), en (A.05) y en (A.07), aparecen
en posiciones diferentes. Este hecho se puede utilizar para simplificar
la notacién. La convencién de suma de Einstein establece que si en
una expresién dos indices aparecen repetidos, con variancias diferentes
(uno covariante y otro contravariante), entonces se subentiende que estos
indices estdn sumados sobre su rango. En este caso las expresiones (A.04)
y (A.05) se simplifican a

Y% XY = of,
X' Y% =6, (A.08)
mientras que las relaciones (A.07) se reducen a

vl =",

53 Uj Vi - (AO9)

Tensores. A continuacién podemos introducir funciones sobre el
espacio X, es decir, aplicaciones f : X — F, donde F es un espacio de
dimensiéon N. Tal como en el espacio X se pueden introducir coordenadas
X, en el espacio F se pueden introducir coordenadas f. En el sistema de
coordenadas x las coordenadas de f son f(x) con componentes f!(x), I =
1,---,N. En el sistema de coordenadas y las coordenadas de f son f(y)
con componentes fA(x), A =1,---,N. Las posibles funciones que se
pueden considerar se clasifican de acuerdo con el niimero de componentes
N de f y la manera en que sus componentes se comportan bajo una
transformacién de coordenadas.

Las funciones més simples son las funciones escalares ®, las cuales
tienen una unica componente, ¢, la cual transforma como
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#(y) = ¢(x). (A.11)

Es decir, el valor de la tinica componente de esta funcién no depende del
sistema de coordenadas en el cual se evalue.

Las siguientes funciones en orden de complejidad son los vectores.
Para motivar nuestra manera de definir los vectores consideremos el difer-
encial de las coordenadas, cuyas componentes transforman de acuerdo
con la regla

dy® =Y dz’ . (A.12)

Las funciones cuyas componentes transforman de acuerdo con la regla
(A.202) son los vectores contravariantes. La definicién completa es como
sigue: un vector contravariante v es una funcién con N componentes v’
que transforman de acuerdo con la regla

7 (y) = Y% 0" (x). (A.13)

Existe un segundo tipo de vectores que se obtiene considerando la
derivada de la ecuacién (A.11), es decir

96 .. 9
=X -,
Oy * Oxt

(Esto es sélo la regla de la cadena para las derivadas.) Las funciones
cuyas componentes transforman de acuerdo con la regla (A.14) son los
vectores covariantes. La definicién completa es como sigue: un wvector
covariante w es una funcién con N componentes w; que transforman de
acuerdo con la regla

(A.14)

We(y) = X'qw;(x). (A.15)
Consideremos a continuacién la funcién
d=nu;t". (A.16)

La regla de transformacion correspondiente se obtiene considerando las
reglas de transformacién (A.13) y (A.15). Se tiene

O(y) = Ba(y) 1(y) = X'avi(x) Y, ¥/ (x). (4.17)

Los indices que estdn sumados tienen nombres distintos; ésta es otra de
las reglas de la convencién de suma: un indice que esta sumado aparece
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a lo méas dos veces en cualquier expresion. De esta manera es claro cual
indice estd sumado con cual otro indice. Dado que es claro cual indice
estd sumado con cual otro indice, podemos reescribir la expresién (A.17)
en otro orden, por ejemplo

Ay) = X" Y% vi(x) 7 (x) . (A.18)
Utilizando (A.08) se tiene

P(y) = &5 vi(x) ¥ (x) , (4.19)

Por lo tanto

Oy) = vi(x) v'(x), (4.20)
donde hemos utilizado (A.09). Finalmente

o(y) = o(x). (A.21)

Por lo tanto, v;t’ es una funcién escalar, la cual corresponde a una gen-
eralizacién del producto ‘escalar’ de dos vectores.

Hasta el momento tenemos tres tipos de objetos: escalares, que
transforman como en (A.11); vectores contravariantes, que trasforman
como en (A.13); y vectores covariantes, que transforman como en
(A.15).

El siguiente tipo de funcién, en orden de complejidad, son los ten-
sores. Los tensores se definen de acuerdo con una extensién directa de las
reglas de transformacién (A.11), (A.13) y (A.15). Por ejemplo, un tensor
covariante de segundo rango g es una funcién con N? componentes g;;
que transforman de acuerdo con la regla

Jan(y) = X'a X7, gi;(x). (A.22)

En forma similar, un ‘tensor de segundo rango contravariante’ h es un
objeto con N? componentes h*/ que transforman como

het(y) =YY" h(x). (A.23)

También es posible definir tensores con covariancia mixta; un tensor de
segundo rango con covariancia mixta es un objeto k con N2 componentes
k'; que transforman como

ko (y) =Y X7y k'j(x) . (A.24)
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La contraccion de los indices de este objeto da

E(y) = Y% X7, k' (x) = 67 kP j(x) = K'i(x) . (A.25)

Por lo tanto, la suma de las componentes con indices iguales, es decir la
suma de las componentes de la diagonal, es decir la traza, es un escalar.

Simetrias de los Tensores. Los clasificacién de los tensores ad-
mite un refinamiento adicional si consideramos las propiedades alge-
braicas de simetria de sus componentes.

Sea T un tensor de segundo rango covariante, es decir, con compo-
nentes 7;;. El nimero de componentes independientes de este tensor es
d?. No obstante, si el tensor posee algin tipo de simetria, entonces el
nimero de componentes es menor que el nimero anterior.

Un tensor de segundo rango es simétrico si sus componentes no
cambian bajo un intercambio de sus indices, es decir, si

Sji = Si; . (A.26)

Un tensor es anti—simétrico si sus componentes cambian de signo cuando
se intercambian sus indices, es decir, si

Aji = _Aij . (A27)

Como una consecuencia directa de las leyes de transformacién de los ten-
sores de segundo rango, a saber (A.22), las ecuaciones (A.26) y (A.27)
se cumplen en cualquier sistema de coordenadas. Por lo tanto, las
propiedades de simetria de los tensores son independientes del sistema
de coordenadas.

El nimero de componentes de un tensor simétrico se obtiene como
sigue. Cuando ambos indices son diferentes, el primer indice puede tomar
d valores mientras que el segundo indice puede tomar (d — 1) valores;
por lo tanto, se tiene d(d — 1) posibilidades; pero, dado que las com-
ponentes con los indices intercambiados son linealmente dependientes,
se estd contando dos veces la misma componente; para evitar este doble
conteo el resultado anterior se debe dividir por 2 para obtener d(d—1)/2.
Cuando ambos indices son iguales el niimero de componentes linealmente
independientes es d. Finalmente tenemos

Sd,zzéd(d—l)—i—d:%d(d—i-l). (A.28)
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El niimero de componentes de un tensor anti-simétrico se obtiene
como sigue. Necesariamente ambos indices son diferentes; entonces, el
primer indice puede tomar d valores mientras que el segundo puede tomar
sélo (d — 1) valores; por lo tanto, se tienen d(d — 1) posibilidades; pero,
dado que las componentes con los indices intercambiados son linealmente
dependientes, se estd contando dos veces la misma componente; por lo
tanto, el resultado anterior se debe dividir por 2, y se obtiene

Agz = %d(d ~1). (A.29)

Sea T un tensor covariante de segundo rango con componentes T;;
sin ninguna simetria particular, es decir, no-simétrico. A partir de este
tensor es siempre posible construir un tensor simétrico Tg y un tensor
anti—simétrico T 4. En efecto, basta con definir

1
Tty = 5 (Tij + Tj),
1
Tij) = 5 (Tij = Tsa) (A.30)
donde los paréntesis redondos ‘()" y los paréntesis cuadrados ‘[-]’ denotan
las operaciones de simetrizacién y anti-simetrizacién sobre los indices.
Cualquier tensor de segundo rango se puede escribir como la suma

de sus partes simétrica y anti—simétrica, a saber,

1 1
T = *(Tij'f'Tji)"_i(

5 Tij = Tji) = Tagy + Tig) - (A4.31)

Dado que un tensor T de segundo rango se puede escribir como la suma
de su parte simétrica y de su parte anti—simétrica, entonces se debe tener
que las componentes de la parte simétrica junto con las componentes de
la parte anti-simétrica son iguales al niimero total de componentes del
tensor no—simétrico. En efecto

1 1
Sd,2+Ad,2:§d(d+1)+§d(d71):d2:Td,2. (A.32)

Si un tensor, de segundo rango, es simétrico, entonces su parte anti-
simétrica es cero, y si un tensor, de segundo rango, es anti—simétrico,
entonces su parte simétrica es cero.
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También se puede introducir propiedades de simetria para tensores
de rango superior. Sin embargo, la descomposicién en parte simétrica
y en parte anti-simétrica no es suficiente, y la descomposicién completa
de un tensor involucra partes con otros tipos de simetria. Para realizar
esta descomposicién es conveniente recurrir a los diagramas de Young
y a otras herramientas combinatorias, cuya consideracién esta fuera del
alcance de esta monografia.

Como un ejemplo, consideremos tensores de tercer rango. Sea T un
tensor covariante de tercer rango, es decir, con componentes 7;;;. En este
caso se pueden definir, como antes, la parte completamente simétrica,
T(ijk), y la parte completamente anti-simétrica, T;;x), como

1
Tiijmy = § (Tiji + Ting + Tjri + Tjir + Trij + Thji) ,
1
T[z'jk] = 6 (Tijk: — Tikj + Tjki — Tjik + T]“'j — Tkji) . (A33)

Los tensores anteriores son simétrico, y anti—simétrico, respectivamente,
con respecto al intercambio de cualquier par de indices, es decir,

Tigry = Tawg) = Tiry = Tiwy = Twig) = kg »
Tiijng = —Thing) = Tgw) = —Thgin) = Tpeig) = —Tpegy - (A-34)

El ntimero de componentes simétricas y anti—simétricas es

Sa3 =

)

d(d+1)(d+2),

D= O =

Agz=—-d(d—-1)(d—-2). (A.35)
Es facil verificar que Sg3 + Aq3 # d3. En el caso de tercer rango ex-
iste una componente adicional que no es ni simétrica ni anti—simétrica,
sino que posee otro tipo de simetria. Esta componente adicional se ob-
tiene considerando lo que queda del tensor después de restarle las partes
simétrica y anti—simétrica, es decir,

Miji = Tiji = Taijny — Tigr) = Tijr — Tiajny » (A.36)
donde
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1
Tiijey = 3 (Tigk + Tyki + Thig) (A.37)

El nimero de componentes independientes de la componente adicional
M1 se obtiene como la diferencia entre el nimero de componentes de
Tijk, d3, y el nimero de componentes de la partes simétrica y anti-
simétrica en (A.35), es decir,

2
Mgz =d*>—S43— Ags = 3 d(d*-1). (A.38)

También es posible definir partes completamente simétrica y com-
pletamente anti—simétricas para tensores de rango superior cualquiera.
Particularmente interesante es la expresién para el nimero de compo-
nentes independientes de un tensor T completamente anti-simétrico de
rango r, es decir, con componentes T, ...; . Se tiene

d!

Agp = —
G d =)l

(A.39)

Los tensores, y los escalares y vectores como casos particulares,
son los preferidos por mateméticos y fisicos para expresar propiedades
geométricas dado que las relaciones entre ellos no dependen del sis-
tema de coordenadas en que se escriban. Esta afirmacién requiere una
aclaracion; las componentes de los tensores si dependen del sistema de
coordenadas en que se evaluen. Sin embargo, dado que la matriz Jaco-
biana es una matriz regular, ecuacién (A.02), cuando un tensor es nulo
en un sistema de coordenadas también lo es en cualquier otro sistema de
coordenadas. Es en este sentido en que se debe entender que los resulta-
dos, aun cuando se obtienen con el uso de coordenadas, no dependen del
sistema de coordenadas particular que se haya utilizado en su obtencién.

A continuacién estudiaremos dos situaciones que involucran leyes
de transformacién no—tensoriales.

El Simbolo de Levi—Civita. El numero de componentes alge-
braicamente independientes de un tensor completamente anti—simétrico
estd dado por (A.39). Un caso particularmente interesante es cuando
el rango del tensor coincide con la dimensién del espacio base, es decir,
r = d. Entocnes se obtiene

Aga=1. (A.41)
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Por lo tanto, un tensor completamente anti-simétrico, de rango igual a la
dimension del espacio base, posee sélo una componente algebraicamente
independiente, y por lo tanto el tensor se puede escribir como

Ail"'id — Aeiy"id , (A42)

donde €’ es el stmbolo de Levi-Civita.

Las leyes de transformacién de €'t % se determinan estudiando las
leyes de transformacién de A* %, Para fijar las ideas, es conveniente
primero considerar el caso de 2 dimensiones. En dos sistemas de coor-
denadas distintos, el mismo tensor A% se escribe como

AY(x) = A(x) €7,
A®(y) = A(y)e™. (A.44)

Ademas, estos tensores estan relacionados por

_ oy Ay’ .
A% (y) = 2= LAY (x). A4
(v) = 5L 2L i) (A.45)
Reemplazando se obtiene
B - aya 8yb

Aly)e® (A.46)

= B0 907 A

La tinica ecuacién que contiene alguna informacién es (1,2), a saber,
- oyt oy?  oy? oyt
Ay) e = (y O y) A E?. (Ad7)

En el paréntesis se reconoce la definicién del Jacobiano, es decir, del
determinante de la transformacién x — y. Por lo tanto, A transforma
como

Aly) = J(y, x) A(x) . (A.48)

La funcién A no tiene indices y por lo tanto se podria pensar que es un
escalar. Pero no lo es, dado que su regla de transformacion es (A.48) y
no (A.11). Las funciones que transforman de acuerdo con (A.48) son las
densidades escalares de peso 1. Esto significa que el simbolo €% no
es un tensor y que transforma como

A1l

ayal 8yan
Ozxh Oxin

enti(y) = J  y, x) € (x) . (A.49)
Las funciones que transforman de esta manera son densidades tensoriales
de peso -1.

El simbolo de Christoffel sirve para definir el determinante y la in-
versa de los tensores covariantes. Para construir el determinante de un
tensor de segundo de segundo rango recordemos su regla de transfor-
macion, a saber,

_ Ozt Ox?
Jab(y) = 87ya Tyb gi5(x) . (A.50)

El determinante de esta relacion es

aty) = deta(y)] = det [ (55) (55 ) ] - (as)

Imponiendo la propiedad multiplicativa del determinante se debe tener

%

at3) = [aet (22)] et o

= J2(x,y) 9(x) = T *(y, x) g(x). (4.52)

El determinante de g es una funcién que transforma con el cuadrado de
J~Y(y,x). Por lo tanto, es posible que en la definicién de determinante
aparezca dos veces el simbolo de Levi-Civita ¢, el cual transforma con
J~Y(y,x). Por lo tanto, una definicién razonable de determinante serfa

9= det(.%j) = d et el Givgr " Giaja - (A53)
Si g # 0, entonces es posible definir la métrica inversa, o contravariante,
como
1 9g

ij_ 1 '
g 0gi;

(A.54)

Por lo tanto



= (d—1)! 56“1 D @I gy Gigaenydan - (A55)
Es fécil verificar que se satisface
9% gk =65 (A.56)

1

Por lo tanto, el tensor g=*, con componentes g*/, es el tensor matricial-

mente inverso a g.

La Conexion. Un vector covariante v es un objeto con compo-
nentes v; que transforman como en (A.205). Por lo tanto, las compo-
nentes de la derivada de v transforman de acuerdo con

on,
oyb

_ 0x7 dx' Qv 9%zt

= o oy a0 T Gy v

) (x). (A.57)
El primer término contiene la regla de transformacion correcta para un
tensor. Sin embargo, el segundo término contiene derivadas de segundo
orden de la transformacion de coordenadas, y esto no corresponde a la
ley de transformacién para un tensor.

La derivada ordinaria de un vector no transforma como un tensor,
y, por lo tanto, no es un tensor. La relacién anterior se podria considerar
como un nueva regla de transformacién que define un nuevo tipo de ob-
jetos. Sin embargo, el hecho que se mezcle la funcién con sus derivadas
hace que esta regla sea de poca utilidad. Si un objeto geométrico que
transforma de acuerdo con (A.57) se anula en un cierto sistema de coor-
denadas, entonces no necesariamente se anula en cualquier otro sistema
de coordenadas.

Una consecuencia mas grave que se obtiene a partir de las relaciones
(A.57) es que la derivada ordinaria no es una operacién tensorial, es decir,
no mapea tensores en tensores y por lo tanto no conserva la tensorialidad.
Es decir, el valor de la derivada dependera del sistema de coordenadas
en el cual sea evaluada. Para corregir esta situacién es necesario definir
una operacién de derivacién que garantice que el objeto que se obtiene
es un tensor, es decir, una nueva operacion de derivacién V.

Para que la operacion de derivaciéon pueda tener un significado in-
variante es necesario definir un nuevo tipo de derivada. En (A.57) el
dltimo término, lineal en v, es el que rompe la ley de transformacién
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tensorial. Una definicién conveniente de una derivada covariante de-
beria considerar un término lineal en v, con el propdsito de compensar
el término ilegal. Definamos por lo tanto, la derivada covariante Vv con
componentes

- (9’U¢

Oxd
donde T* ji son las componentes de I', un nuevo objeto geométrico que
se conoce como la conezion.

Para que (A.503) sean las componentes de un tensor éstas deben
transformar como

V]-vi - Fkﬁ Vi (A58)

_ ozt 97
Vita(y) = By Oyb Vjvi(x). (A.59)

Usando las reglas de transformaciéon para v, y sus derivadas, ecua-
ciones (A.205) y (A.502), se obtiene la regla de transformacién para las
componentes de la conexién

. _0x' 9l [
w(y) = Oy Oyb { is(%) Oxk  OxiOxI
_0y° [ ozt O’ 02z
Oz { i3(%) Oy Oyb * Oyeoyd | -

ayc ach :|

(A.60)

Por lo tanto, la conexién no es un tensor. Esto no es sorprendente dado
que se necesita algo que no sea un tensor para balancear el caracter
no tensorial de la derivada ordinaria y de modo tal que la combinacién
resultante sea un tensor.

En (A.60) tenemos una nueva regla de transformacién. Una funcién
I' cuyas componentes transforman de acuerdo con (A.60) es una cone-
xion. El concepto de conexién fue introducido en 1917 por Levi-Civita.

Para que la derivada covariante V sea una operacién de derivacién
es necesario que satiafaga la regla de Leibniz:

V(AB) = (VA)B+ A (VB), (A.61)

donde A y B son objetos geométricos cualesquiera: escalares, vectores,
tensores, etc.

La regla de Leibniz (A.61) nos permite obtener la derivada covari-
ante de otros objetos. Se puede verificar que si v es un vector covariante
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v ¢ es un escalar, entonces V = ¢v también es un vector covariante. Las
componentes de la derivada covariante de v estan dadas por

A¢vy)
Vi(pvj) = i I po,
¢
dViv; +v; Vip = o Vv + v; Fyc (A.62)
Por lo tanto se obtiene:
_ 99
Vip = Dt (A.63)

Es decir, la derivada covariante de una funcién escalar es simplemente
la derivada ordinaria.

Consideremos ahora la funcién escalar particular ¢ = v;t!, donde v;
son las componentes de un vector covariante v y ¢ son las componentes
de un vector contravariante t. Entonces se tiene

3(1% tk)
. k —
Vz(vk t ) oxt 5
otk o)
U, Vitk + tF Vv, = vg o7 + t* a’l;lz . (A.64)

Reemplazando la expresién para la derivada de un vector covariante,
(A.58), se obtienen las componentes de la derivada covariante de un
vector contravariante:

ot*
oxt

La derivada covariante de un tensor de rango superior arbitrario,
que se obtiene utilizando el mismo mecanismo utilizado en las situa-
ciones anteriores, es la derivada ordinaria y un nimero de términos, que
contiene a la conexién I', igual al rango del tensor. Para indices covari-
antes se usa el signo negativo, y para indices contravariantes un signo
positivo, es decir,

Vth = + Tkt (A.65)

Gl
v = i
Ji-

“is T gk
i, e e o pie i
+T ]”le"'js + +T kZleij
T, T T, TR
Pkin Tijar i, D, T3 ey - (A66)
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Un propiedad interesante, y tutil, de la conexion es que si I'y y I's
son dos conexiones, entonces las leyes de transformacién de sus compo-
nentes estdn dadas por (A.60). Considerando la diferencia de las leyes
de transformacién respectivas, se obtiene

ozt dzd dy°

AT5(y) = 50 G S0 AT (0. (A67)

donde

AT*;; =ToF,; —T4%,;. (A.68)

Es decir, la diferencia de dos conexiones es un tensor y, por lo tanto, a
partir de una conexiéon dada se puede construir una segunda conexién
sumandole un tensor. Entonces, en general se puede escribir

T =T, + Ak, (A.69)

Para terminar esta seccién evaluemos algunas combinaciones de
derivadas importantes. La primera expresién interesante es la contrac-
cién de la ecuacién (A.65). Se obtiene

Viti = 6iti + Fiij . (A?O)

Esta expresion se puede considerar como la forma covariante de la diver-
gencia de un vector. Por otra parte, la segunda derivada de una funcién
escalar se obtiene reemplazando v = V¢ = (9¢/0z) en la ecuacién
(A.503) y se obtiene

o 99

Oxt0xi 9 gk

V;Vid = (A.71)

El Tensor de Riemann. La derivada ordinaria de un vector pro-
duce un objeto que no es un tensor. Al considerar las reglas de transfor-
macién de la conexién nos encontramos frente a una situaciéon similar,
es decir, frente a una regla de transformacién no-tensorial. La pregunta
que surge en forma natural es si la derivada ordinaria (que no es una op-
eracién tensorial) de un objeto que no es un tensor (la conexién) puede
ser un tensor. La respuesra es afirmativa y el tensor en cuestion es el
tensor de Riemann.



A.16

Las segundas derivadas covariantes de cualquier objeto no conmutan
y, dado que la derivada covariante es una operacién tensorial, la diferen-
cia de dos derivadas covariantes debe ser un tensor. Esta diferencia esta
dada por la identidad de Ricci

Vz-ijuk — Vjvivk = *leij (I‘) v+ Tlij(]__‘) Vi . (A.72)

donde

RFy;(T) = 0iT%j — 9,T%yy + T%,,, ™ = TF,,, Ty (A.73)
es el tensor de Riemann, y
TF(T) =T"; =T, (A.74)

es la torsion.
La identidad de Ricci se puede extender a tensores de rango superior
y de otra covariancia, por ejemplo:

V.Vjok = V; Vb = RF (D) ol — TH;(T) Vi ok (A.75)

A partir de contracciones del tensor de Riemann solamente, que no
involucren ningin tensor adicional, se pueden obtener dos tensores de
segundo rango, a saber, el tensor de Riemann-Ricci

H;;(T) = R*};;(T) = 0,T; — 0,Ty, (A.76)

con I'; = T'%;, v el tensor de Ricci, el cual estd dado por

R;;(T) = Rkik’j(r) = 8krkji - 8jfi + Fkkm rmy; — ijk Iy, (ATT)

donde I'; = T'*;. El tensor H es anti-simétrico mientras que el tensor de
Ricci no tiene simetrias. Distintos tipos de espacios se pueden obtener
considerando los posibles valores de Tkl-j, H;; y Ryj.

Una permutacioén ciclica de los indices inferiores del tensor de Rie-
mann lleva a la relacién

A7

RFyi;(T) + R*50(T) + R ji(T)
=2 [ViT*ju + V;T% 4 + VT ;5]
A [T T g+ T™ o T s + T T ] (A.78)

Por lo tanto, si T = 0 se obtiene la relaciéon

Rkh‘j(S) + Rkijg(S) + Rkjgli(S) =0. (A.79)

Para la conexién (A.69) el tensor de Riemann correspondiente esta
dado por

Rklij(r) = Rklij(]-‘)“r \Y Akjl— Vj Akil
+ AF A — Akjm A™ (A.79)

Objetos geométricos. Las leyes de transformacién de los es-
calares y de los vectores covariantes y contravariantes se pueden escribir
simbélicamente como

dy) =3° o(x),
v(y)=J" v(x),
v(y)=J'v(x). (A.80)

Para un tensor r veces covariante y s veces contravariante se tiene

T(y) = J" I T(x). (A.81)

El concepto de tensor fue posteriormente generalizado al de ‘objeto
geométrico’ por Schouten (1954). Un objeto geométrico ® es una funcién
(tal como en la definién que se dié al comienzo de esta seccién) que
transforma como

®(y) =F(J) ®(x), (A4.82)
En términos de componentes se tiene

¢ (y) = F41(J) ¢! (x), (A.83)
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La derivada ordinaria de ¢# transforma como

Bl B Ozt

) o0
oy® Y)= oy®

ozt

FAJ) 25 (x) + 0 F4 (%) 6" (%) ] (A.84)
Estas componentes no transforman de acuerdo con la regla (A.83). La
situacién es la misma que para la derivada ordinaria de un vector: el
primer término posee la ley de transformacién correcta mientras que el
segundo término no la posee. Para obtener una derivada con las reglas
de transformacién correctas se define la derivada covariante D® con
componentes

0!
oxt
donde A es la conexion. El propésito del segundo término es compensar
el dltimo término en (A.84). Para que esta funcién posea las reglas de
transformacién correcta se debe tener

Dio' = 2 4+ (A", 67, (A.85)

- ox’
Dad™(y) = Dy

Combinando (A.82), (A.83) y (A.84), se obtiene que la conexién A debe
transformar como

FA1(3) Dig' (x). (A.86)

— A 8,’1}7’ 8FI
(A.)" gly) = oy FA, (Ai)IJ(X)FJB-F o | (A.87)

Los objetos A que transformgan de acuerdo con (A.87) son las conex-
iones, y corresponden a las transformaciones de los campos de gauge de
la teoria de campos.

Tal como en el caso anterior, las derivadas covariantes no conmutan
y se tiene

D;D;¢* — D;Dip" = (Fij)AC ¢ —T*;; Vio™, (A.88)
donde

+(A) (AT, = (A" (A", (A89)
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es el tensor de Riemann, el cual corresponde al tensor de stress de la
teoria de campos. La derivada covariante para los indices del espacio
base usan la conexién de la base.

En forma matricial la ecuacién (A.89) se puede reescribir como

Fij = &AJ — 8JA2 + AZ Aj — Aj .AZ
= &A] — 8JA1 + [Ai, AJ] . (AQO)

El tensor de Riemann es invariante bajo el cambio

es decir

F(A') = F(A). (A.92)

Esto se conoce como la transformacién \ de Einstein. Para la derivada
covariante se obtiene

Vigh = e 2 Vi (A.93)

I
donde ¢'* = eMepl.
El tensor de Riemann para una conexién A + A se escribe como

(Rij)" J(A+ A) = (Rij)" ;(A)+ Vi(A) ;= Vi(A),
+ (Ai)lK (Aj)KJ - (Aj)IK (Ai)KJ
+ 2T (Ap)' . (A.94)

Varios casos particulares estdn contenidos en la relaciéon anterior.
Para un campo escalar ¢, F = 1 en (A.87), y la conexién es A, un campo
vectorial. El tensor de Riemann correspondiente F tiene componentes
dadas por

el cual corresponde al tensor de Maxwell para el campo electromagnético.

Para un campo vectorial v, la conexion I' es la conexién usual con
componentes I'*;; y el tensor de Riemann correspondiente es el tensor
de Riemann usual, a saber, (A.73).
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Apéndice B. Geometria Riemanniana

La geometria Riemanniana esta caracterizada por una forma cua-
dratica diferencial, es decir, esta caracterizada por un tensor g con com-
ponentes g;;(x) que dependen del punto del espacio.

El tensor métrico. En la geometria Riemanniana la distancia s
estd descrita por su valor infinitesimal ds a través de la relacién

ds® = g;j(x) da’ da? (B.01)

donde los coeficientes g;;(x) son las componentes del tensor métrico g.
El determinante del tensor métrico esta dado por

gzdet(gij):Eel d et ]dgiljl "'gidjd' (BOQ)

Si g # 0, entonces es posible definir el tensor métrico inverso g~!, o

contravariante, como el tensor con componentes g% dadas por

1.0
i == 29 (B.03)
g 0gij
Por lo tanto
L2/ 1 1 11 i(d—1) JJ1J(d—1) B.04
= d—1)! 55 e Girjr " Gica—1yia—1) - (B.04)
Las componentes ¢* del tensor métrico contravariante g~ satisfacen
9% gix = 0. (B.05)
Por lo tanto, g es el tensor matricialmente inverso a g;;.
La variacién de g se puede escribir como
59 =99" 6gij - (B.06)
Por otra parte, la variacién de (B.05) da
Sgik 9°* + gin 697F = 0, (B.07)

y entonces la ecuacién (B.06) se reescribe como
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59 = —gij 69" . (B.08)

A partir de un vector covariante, y con el uso del tensor métrico con-
travariante g~!, se puede definir un vector contravariante, y viceversa,
por medio de las relaciones

Vi = Gij Uj )
vt =g, (B.09)

Las operaciones descritas en (B.09) se conocen coloquialmente como
“subir” y “bajar” indices.

La signatura, o = (t,s), del tensor métrico g es el nitmero de
auto—valores positivos, ¢, y auto—valores negativos, s, donde t 4+ s = d.
Los espacios Euclideanos tienen signatura o = (d,0). Los espacios
Minkowskianos tienen signatura oy, = (1,d — 1). El espacio-tiempo de
la Relatividad General y de otras teorias gravitacionales es un espacio
con signatura Minkowskiana.

El Simbolo de Christoffel. La conexién T’ y el tensor métrico g
son objetos independientes. La pregunta natural es si existe una conexién
que sea concomitante del tensor métrico. La respuesta es que la tinica
conexién concomitante del tensor métrico estda dada por

Iy = {5 e, (B.10)
donde
k _ Lo 9gj1 | Oga . 99
(He) = 5o (G2 + G- ) (B.11)

es el simbolo de Christoffel. Se puede verificar que
vilg; =0. (B.12)
Por otra parte, la condicién de metricidad
Vigij =0, (B.13)

tiene como unica solucién el simbolo de Christoffel (B.10). Usualmente el
simbolo de Christoffel se obtiene resolviendo la condicién de metricidad
(B.13).

B.03

Un problema més general fue resuelto por Noriega (1977) quien
mostré que el simbolo de Christoffel es la tinica conexién que se puede
construir a partir de algiin tensor.

Debido a (B.12) las operaciones de subida y bajada de indices (B.09)
conmutan con la derivada covariante. En este sentido el tensor métrico y
la derivacién covariante son “transparentes” una con respecto a la otra.

Algunas contracciones interesantes de la ecuacién (B.11) son las
siguientes; en primer lugar se tiene

1 w1 09k 1 9gl/?
k _ 1ok _
Por lo tanto
. OB, v OB 1 0¢'%
Vil = G ~ W @) BT = 5 — G
10y,
= QIT 5 (g/*E"). (B.15)
El Laplaciano se define como
V2 = g7 Vi Vv = Vi(g? V;9)
L9 (i ij O
= — — v B.1
9172 9 <9 9" o (B.16)

El Tensor de Riemann—Christoffel. Anteriormente se construyé
el tensor de Riemann R'y;;(T) para una conexién genérica I'. En la
geometria Riemanniana, existe una conexién natural dada por el simbolo
de Christoffel {Zﬁ}(g) Por lo tanto, un tensor de Riemann natural para
la geometria Riemanniana es el tensor de Riemann para el simbolo de
Christoffel. El tensor de Riemann correspondiente se denota por R! rij (8)
y esta dado por

Rlyij(g) = ai{;k}(g) - 0;{i} (&)
i} @ {7} @) — {jm (@ {F}(e). (B17)

El tensor de Ricci estd dado por
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Run(8) = R () = 0 B 1w (8) (B.18)

En forma explicita

Ry, (g) = R x\pu(g)
=o{nt-afnt+{nH{at-{=H{a} @)

Los resultados obtenidos en la seccién C.6 se pueden aplicar a la ge-
ometria Riemanniana. En particular, dado que los simbolos de Christof-
fel {Z;}(g) son simétricos en sus sub—indices ¢ y j [como es evidente en
forma inmediata a partir de (B.1)], el tensor de torsién correspondiente
se anula en forma idéntica, y en consecuencia el formalismo resultante se
simplifica considerablemente. En particular, la identidad de Ricci ahora
se reduce a

ViVu, — V;Viu, = Rklij (g) ] . (B.18)

Con el tensor métrico g se puede construir un tensor de Riemann
completamente covariante como

Ry1ii(8) = gum R™135(8) - (B.19)

En forma explicita se tiene

1
Rijki(g8) = = (Oikgji + 019ik — 09k — OjkYit)

+gmn [{ik } (&) {ji} (&) = {i"} (&) {ji} (&)] - (B-20)

Este objeto es el tensor de Riemann—Christoffel. Aqui hemos usado
la notacién 9;;gk = 0%gri/0x'dx? para exhibir en forma explicita las
simetrias de los indices.

A menudo el tensor de Riemann—Christoffel también es llamado
“tensor de Riemann”, pero es necesario tener en cuenta que un tensor
de Riemann se define para una conexién genérica I' mientras que el
tensor de Riemann—Christoffel se define para un simbolo de Christoffel
{}(g). La nomenclatura anterior es adecuada para evitar confusiones.

En un espacio Euclideano es posible introducir coordenadas Carte-
sianas, de manera tal que las componentes del tensor métrico estan dadas
por

[\
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0, sii#j.
El simbolo de Christoffel y el tensor de Riemann—Christoffel se anulan
ambos.

El problema inverso consiste en determinar cudndo es posible en-
contrar una transformacién de coordenadas tales que un tensor métrico
g con componentes gq;(y) se pueda escribir en coordenadas Cartesianas
de manera tal que las componentes del tensor métrico g sean constantes.
Para que ésto sea posible es necesario que

1, sii=j,
9ij = 0ij = { J (B.21)

Ozt Oz’
9ab(y) = dya GT/Z’ Nij - (B.22)

La condicién de integrabilidad para esta ecuacién es que se anule el
tensor de Riemann—Christoffel.

Los espacios para los cuales se anula el tensor de Riemann—Christof-
fel son los espacios planos. Si el tensor de Riemann—Christoffel no se
anula entonces el espacio no es plano. En dos dimensiones el tensor de
Riemann—Christoffel posee sélo una componente independiente, el es-
calar de Ricci, el cual coincide con la curvatura Gaussiana de una super-
ficie. Esta es la razén por la cual muchas veces el tensor de Riemann—
Christoffel también se denomina tensor de curvatura y se dice que el
espacio esta curvado.

Identidades Algebraicas. El tensor de Riemann—Christoffel sat-
isface las siguientes identidades algebraicas:

1. Anti-simetria en el primer y segundo par de indices

Riyij(g) = —Riiij(g)
Ryji(8) = —Ruuij(g) - (B.23)

Por lo tanto, el tensor de Riemann—Christoffel, completamente co-
variante, es anti—simétrico en el primer par de indices como también
en el segundo par de indices.

2. Simetria con respecto al primer y segundo par de indices

Ryiij(g) = Rijri(g) - (B.24)
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3. Simetria ciclica con respecto a tres indices

Ryiiij(g) + Ryiji(g) + Rijii(g) = 0. (B.25)

Debido a las propiedades de simetria descritas anteriormente la
Unica contraccion no—trivial del tensor de Riemann—Christoffel con el
tensor métrico es el tensor de Ricci

Rij(8) = g" Riij(g) - (B.26)

Se puede definir una contracciéon adicional del tensor de Ricci con
el tensor métrico y se obtiene el escalar de Ricci

R(g) = ¢” Rij(g).- (B.27)

El nimero N (Rie) de componentes algebraicamente independientes
del tensor de Riemann—Christoffel completamente covariante (B.20) se
obtiene como sigue. En primer lugar, el tensor de Riemann—Christoffel
se puede considerar como una matriz cuadrada simétrica R4p donde A
y B son indices colectivos para [ij]. El rango de Aes A =1,---,D =
d(d —1)/2. Por lo tanto el nimero de componentes de Rap es

P:%D(D+1): d(d—1) Bd(d1)+1]. (B.28)

1
2

DN | =

Por otra parte, la propiedad (B.25) introduce

B d! B d(d—1)(d—-2)(d-3)
©= (d—4)14! 24 ’ (B.29)
restricciones adicionales. El resultado final es
272
-1
N(Rie) =P —-Q = % . (B.30)

El tensor de Ricci es simétrico y su niimero de componentes es

N(Ric) = %d(d+ 1. (B.31)

El escalar de Ricci posee sélo una componente en todas las dimensiones.
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El nimero de componentes linealmente independientes del tensor de
Riemann—Christoffel y del tensor de Ricci para diferentes dimensiones se
da en la Tabla B.1.

En dimensién 2 el tensor de Riemann—Christoffel posee sélo una
componente independiente. De hecho se puede escribir

1
Rl(c2lzj =3 R® (gri g1 — g g1i) » (B.32)

de modo tal que para el tensor de Ricci se obtiene

1

donde R® es el escalar de Ricci.

En dimension 3 el tensor de Riemann—Christoffel y el tensor de Ricci
poseen el mismo niimero de componentes independientes. Por lo tanto
el tensor de Riemann—Christoffel se puede escribir completamente en
términos del tensor de Ricci. Se tiene

R, = (R g + 9 B — B gus — gns Ry

1
—-3 R® (gri g1 — grj 9ui) - (B.34)

En dimensién 4 el tensor de Riemann—Christoffel tiene mas compo-
nentes independientes que el tensor de Ricci. Por lo tanto el tensor de
Riemann—Christoffel se escribe en términos del tensor de Ricci y de un
tensor adicional C. Se tiene

Dimensién  Riemann—Christoffel Ricci

d d*(d* —1)/12 d(d+1)/2
1 0 0*

2 1 1*

3 6 6

4 20 10

Tabla B.1. El nimero de componentes linealmente independientes del
tensor de Riemann—Christoffel y del tensor de Ricci para diferentes di-
mensiones. (*) El tensor de Ricci no puede tener mds componentes
linealmente independientes que el tensor de Riemann—Christofel.
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4 1 i 4 4 4
Rl(clz)'j =3 [Rl(m‘) 915 + Gki Rl(j) - Rl(cj) i — Gkj Rl(i )]
1
-3 R (gi 915 — grj 91i) + Chaij - (B.35)

donde C};;; son las componentes del tensor de Weyl C. Este tensor tiene
las mismas simetrias que el tensor de Riemann—Christoffel y la propiedad
adicional

Clj = gki Cklij =0. (336)

La relacién (B.35) se puede invertir para obtener

Chriis = Ryl
1
35 [R;(:? 915 + Gi Rl(;l) - R;(:;) i — Gkj Rl(?)}

1
+ 5 R (gri gij — grj 9ui) - (B.37)

Las identidades de Bianchi. El tensor de Riemann satisface un
conjunto de identidades diferenciales, a saber, las identidades de Bianchi.
La primera identidad de Bianchi estda dada por

ViRmiij(8) + ViRmuijk(g) + ViRuuki(g) = 0. (B.38)

A partir de una contraccién se obtiene la segunda identidad de Bianchi,
a saber,

ViRjk(g) — VjRik(g) + VzRijkl(g) =0. (B.39)
Una contraccién adicional da la tercera identidad de Bianchi
ViR(g) —2V;R/(g) = 0. (B.40)
La relacién anterior se puede reescribir como
VjGij(g) =0, (B41)
donde
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Cii(8) = Ris(e) — 5 R(E) g (B.42)

es el tensor de Einstein.

Simetrias de los espacios de Riemann. Una transformacién de
coordenadas x — y tal que las componentes del tensor métrico trans-
formado g(y) poseen la misma dependencia de sus argumentos y que
el tensor métrico original g(x) con respecto a x, es una simetrfa de los
espacios de Riemann. Es decir, se cumple

gab(y) = gab(y) . (343)

Las componentes del tensor métrico transformado estdan dadas por la
relacion

_ oxt Ozt
Jab(y) = 87ya Tyb gij(x) . (B.44)

Si el tensor métrico es invariante en su forma entonces sus componentes
satisfacen

_ Ozt Oxd
gab(y> = aya aiybgm(x) . (B45)

La ecuacién (B.45) es una restriccién complicada sobre la funcién y(x),
y se puede simplificar restringiendo las consideraciones al caso especial
de una transformacion infinitesimal de coordenadas

yh(x) = 2" +£(x), (B.46)
donde £ es un funcidén infinitesimal. A primer orden en & se tiene

Ay° e

- = O , B.47
ox? it oxt’ ( )
mientras que para la transformacién inversa se tiene
oz’ . oE
T g9 (B.48)
y® dy®
Para las componentes del tensor métrico se tiene
_ o o c agab
9ab(¥) = gap(x + &) = gap(x) + £°(x) o (x). (B.49)

oy°
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Reemplazando en (B.45) y simplificando se obtiene

89ij = 9ij(¥) — 915 (x) = Vi&; + V& . (B.50)

Por lo tanto, para que el tensor métrico no cambie se debe tener

Vi§i +V;&=0. (B.51)

La ecuacién (B.51) es la ecuacién de Killing y sus soluciones & son los
vectores de Killing.

Las condiciones de integrabilidad para la ecuacién de Killing se
obtienen considerando la derivada covariante de la ecuacién de Killing
(B.51), a saber,

ViVi& +ViVi& =0, (B.52)
v la identidad de Ricci para &, es decir,

ViVjiék = V;Vi€k = R'yi5 & (B.53)

Combinando ambas ecuaciones, usando la ecuacion de Killing y la sime-
tria ciclica del tensor de Riemann—Christoffel, se obtiene

Vkvjfi = leij & . (B.54)

La derivada covariante de los vectores de Killing posee partes simétrica
y anti-simétricas

Vi€ = V&) + Vi, (B.55)

pero la parte simétrica es cero, V(;§;) = 0, dado que es justamente la
ecuacién de Killling. Por lo tanto, todas las derivadas de orden superior
de &,, se pueden expresar en términos de &;(xg) y de la parte anti—
simétrica de V[;¢;1(xo), donde xq es un punto cualquiera del espacio. De
este modo, cualquier vector de Killing se puede escribir como

&i(x) = A7 (x3 %0) & (x0) + Bi?* (x; x0) V(&5 (x0) , (B.56)

donde A;7(x;x0) v Bi#*(x;x%¢) son funciones que dependen del tensor
métrico particular que se esté considerando pero no de los valores ini-
ciales { y V[§. Por lo tanto estas funciones son las mismas para todos
los vectores de Killing.
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El ntimero méaximo de vectores de Killing es igual al nimero de
valores iniciales que se pueden dar en forma independiente, es decir, d
para los £ y d(d — 1)/2 para los V[, y en total se obtiene d(d + 1)/2.
Los espacios que poseen el nimero maximo de vectores de Killing son
los espacios mdzimamente simétricos. Las condiciones de integrabilidad
para la existencia del nimero maximo de vectores de Killing se obtienen
considerando una derivada adicional de la ecuacién (B.53). Con el uso
de la ecuacién de Killing se obtiene

(ViR™ it — VjR™ k1) &m
(R jir 6] + Rk 67 — R™ 13k 67 — R™ 415 05) Vi€ = 0.
(B.57)

Para tener el ntimero méaximo de soluciones los datos iniciales £ y V[
deben ser independientes, lo cual significa que los coeficientes respectivos
en la ecuacién (B.57) se deben anular, es decir,

ViR™ i — V;R™30 =0,  (B.58)
R™ ik 6] + R" iy 6; — R™ i 67 — R™ 15 6
—R"jip 6" — Rk 6" + R™uk 67" + R 6, = 0. (B.59)

La condicién (B.58) implica que el tensor de Riemann es de la forma

Ryiij(g) = K (9x1 9i5 — 9rj 9il) » (B.60)

mientras que la ecuacién (B.59) implica K = constante. Los espa-
cios para los cuales se cumple (B.60) son los espacios mdzimamente
simétricos. Hay tres posibilidades dependiendo del valor de la constante
K: K=0,K>0,K<0.

El caso maés sencillo es K = 0 y el espacio es plano. En un espacio
plano siempre es posible elegir coordenadas Cartesianas en las cuales el
tensor métrico es constante y la conexién se anula. En este sistema de
coordenadas la ecuacién (B.60) se reduce a

%8,
dridxi

(B.61)

cuya solucién es
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&i(x) = ai + by, (B.62)

donde a; y b;; son constantes y b;; es anti-simétrico. De esta manera se
puede elegir un conjunto de d(d + 1)/2 vectores de Killing como

€W — i
gkl — pid gk ik g3 (B.63)

Los d vectores fl(j ) representan traslaciones, mientras que los d(d — 1)/2

vectores {Z[k]] representan rotaciones o, para un espacio de Minkowski,
transformaciones de Lorentz.

Existen otros espacios que estan caracterizados por poseer sélo un
grupo reducido de simetrias. Por ejemplo: los espacios homogéneos son
aquellos que poseen como simetrias sélo las traslaciones; los espacios
isotrdpicos son aquellos que poseen como simetrias sélo las rotaciones.
Las simetrias anteriores pueden estar presentes también sélo en algin
sub—espacio del espacio en consideraciéon. Por ejemplo, los espacios
de Friedmann—Robertson—-Walker (FRW) son espacios que poseen sub—
espacios tri-dimensionales maximamente simétricos.

Una propiedad adicional de los vectores de Killing es su linealidad,
es decir, si §, son vectores de Killing, entonces no existen funciones fg4
tal que Eg = f* €, sea un vector de Killing, aparte de la solucién trivial,
constantes.

Consideremos ahora los operadores diferenciales

To=€,0;, (B.64)

donde « = 1,---, N, y N es el ntimero de vectores de Killing indepen-
dientes. El conmutador de dos de estos operadores estd dado por

[Tos Tp) = Ta T — T Ta = o5 D (B.65)
donde
i j 852 J 8523
Sl = S0 57 5 G
=& Vs — &5V, (B.66)

Se puede verificar, utilizando la ecuacién de Killing y (B.66), que
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Vi€aglj + Vi€lapi = 0. (B.67)

Por lo tanto, §[g); también es un vector de Killing. Dado que hemos
supuesto que los ¢ son todos los vectores de Killing existentes, entonces
§[ap)i debe ser una combinacién lineal de los vectores de Killing &, es
decir,

&lup = Cap” &, (B.68)

pero, debido a la propiedad de linealidad de los vectores de Killing de-
scrita anteriormente, los C’s son constantes y la relacién (B.65) se puede
escribir como

[Ta, Ts) = Cap” €,0i = Cog” T, . (B.69)

Las relaciones anteriores definen el grupo de simetrias del tensor métrico.

Espacios conformemente relacionados. Dos espacios estan con-
formemente relacionados si existe un sistema de coordenadas en el cual
sus tensores métricos estan relacionados por

Gij(x) = €™ g;;(x) . (B.70)
A partir de esta relacién es posible expresar las propiedades del tensor

métrico conforme g en términos de las propiedades del tensor métrico g.
Los determinantes estan relacionados por

g=elg. (B.71)
Los tensores métricos inversos estan relacionados por
gij =@ Gij - (372)

Los simbolos de Christoffel estan relacionados por

{51@ = {5} + % (0F Q5 + 05 Qi — " QU giy) (B.73)

donde Q; = 9/0z. Los tensores de Riemann—Christoffel estdn rela-
cionados por
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1
+ 5 (5;C V. — ViQk g1 — 5zk Vle + Vij gil)
1
+ 1 (55 Q- 65 (92) gj1 + ok Q; gji
—8F Qi + 05 (%) gu — Q7 Q; gul) (B.74))

Los tensores de Riemann—Christoffel completamente covariantes estan
relacionados por

Ryij(8) = € [Riuij(g)

1
T3 (gr; Vit — Vi g1 — 9xi V4 + Vi Q4 gar)

1
+ 1 (91 U Q5 — gi (%) gju + Qe Qi g
— 0k U Qi + gy () gu — U Qjga)] . (B.75)

donde (27¢%Q,;Q;. Los tensores de Ricci estén relacionados por

Rij(g) = Ri;(g)
1

— 5 [[@=2) Vi, + (7°0) 5]
N i (d—2) [, — () g;] . (B.76)

Las curvaturas escalares estan relacionadas por

R(g)=e¢"" |R(g) — (d—1)(V>Q) — i (d=1)(d=2)(Q*)|, (B.T7)

donde (V2Q) = ¢ V,;V;Q. Para el tensor de Weyl se obtiene

Ciij(8) = e Cruij(g) - (B.78)

B.15

Un espacio es conformemente plano si existe un sistema de coorde-
nadas en el cual las componentes del tensor métrico se pueden escribir
como

0
gij = e 9ij > (B.79)

donde § es un tensor métrico plano.

El problema inverso consiste en determinar cudndo un espacio es
conformemente plano, y es equivalente a determinar cuando existe una
funcién 2 tal que

hij = €Q 9ij » (BSO)

es un tensor métrico plano. La condicién es que se anule el tensor de
Riemann—Christoffel para el tensor métrico h. Esta condicién tiene dis-
tintas expresiones dependiendo de la dimensién del espacio que se esté
considerando.

Para d = 3 la condicién es

Ry = (Vi + (V)] - 1 [0~ @)gy] . (B81)

1
2
Para d = 4 es necesario que

Riij

1
+§ 9k Vi — ViQ% g5t — 91 ViU + Vi Qs gil]

1
+Z (98 0 Q5 — gri () gju + Qe Qi g
— 0k U Qi + gij (%) g — U Qjga] =0.  (B.82)

Una contraccién de esta ecuacién da

R;; — % [(d —-2)V,;Q,; + (VZQ) gij]
% (d—2) [ — (9 gy] =0. (B.83)

Una segunda contraccion da
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Rlg) — (d— 1) (V2Q) — i (d—1)(d—2) (@) =0. (B.84)

Combinando las condiciones anteriores se llega a que la condicién de
integrabilidad para (B.82) es un tensor de Weyl nulo.

Con el tensor métrico es posible definir normas, productos internos
y angulos. La norma de un vector estd dada por

N%(v) = gijv' ol (B.85)

El producto interno de dos vectores esta dado por

N(v, w) = gi; viw? . (B.86)
El angulo entre dos vectores estd dado por
N(v,w)
N(v)N(w)

Las transformaciones de escala del tipo g — {2g no cambian el
valor de los dngulos (B.87), y por lo tanto, estas son transformaciones
conformes. De acuerdo con las ecuaciones (B.50), se debe tener

(B.87)

alv, w) =

0gij = Vi&i + V& = agij . (B.88)

Esto significa que la nuevo tensor métrico esta dado por

gij = (L +a)gij - (B-89)

Para las transformaciones conformes se debe tener

Vi€ + V& —agi; =0. (B.90)

Tomando la traza de esta ecuacién se puede determinar « y se obtiene
la ecuacion de Killing conforme, a saber,
2 k
Vi€ + V& = 5 (Vig") gi3 = 0. (B.91)
La técnica para encontrar las soluciones a esta ecuacion es la misma

descrita anteriormente para la ecuacion de Killing ordinaria.
La solucién general de (B.91) estd dada por

B.17

(x)=a" +b' 27 + ka' + 220" —2(b - x) 2", (B.92)

donde b" es anti—simétrico. Esta solucion representa traslaciones, rota-
ciones, transformaciones de escala y transformaciones conformes espe-

clales infinitesimales.

B.o1.
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B.04.

B.05.
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C.01
Apéndice C. Formulacién Variacional de la Mecanica

El Formalismo Lagrangiano. Consideremos sistemas dindmicos
descritos por un conjunto de variables ¢*. Estas variables son las vari-
ables de configuracién y definen el espacio de configuracion. El estado
del sistema esté caracterizado por los valores de estas variables, es decir,
por un punto en el espacio de configuracion.

El estado del sistema puede cambiar con el tiempo y este cambio se
puede caracterizar a través de ¢'(t). Esta dependencia con el tiempo da
la trayectoria del sistema en el espacio de configuracion.

Los sistemas dindmicos Lagrangianos son aqullos en los cuales las
ecuaciones dindmicas se pueden obetner a partir de un principio varia-
cional.

La dinamica de un sistema Lagrangiano esta descrita por la accién
S la cual esta dada por

to
S:/ Ldt, (C.01)
ty

donde T = [ty, t2] es un intervalo de tiempo finito y L es el Lagrangiano,
el cual estd dado por

L=1L( q, (C.02)

El principio variacional establece que las trayectorias del sistema son
aquellas que minimizan la accién. Para determinar estas trayectorias
consideremos una variacién arbitraria n de las variables de configuracién
¢ dentro del intervalo T'. A saber

¢ = q(i) +nt. (C.03)

En forma similar, las derivadas temporales cambian de acuerdo con la
ley

¢ =dy+n' (C.04)

En las relaciones anteriores hemos denotado la variacién de las variables
de configuraciéon por 7 para enfatizar que este es un cambio intrinseco
en el valor de estas variables y no una variacién debida a otros factores,
lo cual se denotaria en forma més conveniente por 7.

A continuacién podemos considerar el efecto de la variacién (C.03) y
(C.04) sobre la accién. Considerando términos a primer orden se obtiene
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ss= [ [(5) v+ (55) 0 ]

to
:/ < ) ’dt+< > (C.05)
ty
donde hemos integrado por partes, y
oL 0L d (0L
— = = — . C.06
0¢t Oq¢* dt (&f) ’ ( )

es la derivada de Euler-Lagrange. En la férmula anterior es correcto
escribir §S dado que este es el cambio experimentado por la accién por
efecto de un cambio en ¢.

Las trayectorias que minimizan la accién se obtienen imponiendo
la condicién §S = 0. Para determinar los efectos de esta condicién
observemos que la integral en (C.05) depende de los valores de 7 en el
interior del intervalo T', mientras que el segundo término depende de los
valores de 17 en t; y en to. Por lo tanto, ambos términos se deben anular
por separado. Dado que las variaciones 7 son arbitrarias, se debe tener

oL oL d (0L
5¢ ~og @ (&r‘) -0 (o7

lo cual corresponde a las ecuaciones de Euler—-Lagrange o ecuaciones de
movimiento. Ademas se debe tener

0
n'(tz) = 0. (C.08)

Por lo tanto, para integrar las ecuaciones de Euler-Lagrange (C.07) se
deben dar, como datos iniciales los valores de ¢ en t; y t2, o los valores
de §y ¢en t; (o t2). Sin embargo, ambos problemas pueden ser no
equivalentes; véase 2.03.

De esta manera, las ecuaciones de Euler-Lagrange (C.07) sujetas a
las condiciones de contorno (C.09) son las condiciones para que la accién
S sea estacionaria.

El nimero de valores iniciales linealmente independientes que se
puede dar es I = 2n. El nimero de grados de libertad se define como

C.03

f =1/2,y en el caso que estamos considerando se tiene f = n. Dado
que este nimero es finito estos sistemas se llaman discretos.
Finalmente, recordemos el siguiente resultado importante.

Teorema. La condicion necesaria y suficiente para que la derivada
variacional sea nula es que el Lagrangiano sea una derivada temporal
total.

Sistemas 7' — V. Un ejemplo de aplicaciéon del formalismo La-
grangiano es provisto por la mecdnica de Newton. La dindmica de un
sistema mecanico esta descrita por la Segunda Ley de Newton, que en
coordenadas Cartesianas se escribe simplemente como

mgt =8 Fj(q), (C.09)
donde ¢*, i = 1,---,n, son coordenadas en el espacio de configuracion;
5% = diag(+---+) es la métrica Euclideana. Un caso particular de

sistema mecanico Newtoniano son los sistemas conservativos en que la
fuerza es derivable de un potencial V' = V(g), en cuyo caso se tiene

av
F= -5 (C.10)

de modo tal que (C.10) se reescribe como

‘ oV
mgt = —6" —. C.11
q o (C.11)
Lo que hace a los sistemas mecdnicos Newtonianos conservativos tan
interesantes es el hecho que las ecuaciones (C.11) se pueden reescribir en
la forma (C.07) si se considera el Lagrangiano

L=T-V, (C.12)

con

T= %méij qtd, (C.13)
la energfa cinética. Debido a la expresién del Lagrangiano (C.12) estos
sistemas son llamados T' — V. Casi todos los sistemas mecéanicos son de
este tipo y de hecho fue este el origen del formalismo Lagrangiano. Sin
embargo, el formalismo Lagrangiano es mucho mas general y su validez
va mas alld de los simples sistemas 7' — V.
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Por otro lado, uno puede bien considerar la posibilidad de trabajar
en un sistema de coordenadas no—Cartesiano en cuyo caso el término
cinético en (C.13) se reescribe como

1 i
T=g5mg(@)dd - (C.14)

Las ecuaciones de movimiento correspondientes ahora son

. OV
i __ 1]
ma' = —g og7 (C.15)
donde, ahora
ot =g+ {ji} (8)¢' ", (€.16)

es la aceleracion generalizada, y { j’k} (g) es el stmbolo de Christoffel

correspondiente a la métrica g con componentes g;;.

Covariancia del Formalismo Lagrangiano. Una de las venta-
jas del formalismo Lagrangiano es que lleva a un procedimiento simple
y directo para escribir las ecuaciones de movimiento para un sistema
mecanico dado en términos de un sistema arbitrario de coordenadas en
el espacio de configuracién. Dado que el formalismo Lagrangiano se
construye en términos de coordenadas genéricas sus resultados y predic-
ciones deben ser independientes del sistema coordenado usado. Esto
significa que las ecuaciones de movimiento, a partir de las cuales se
extrae toda la informacion relevante deben ser invariantes bajo trans-
formaciones de coordenadas del espacio de configuracién. Por lo tanto,
bajo una transformacién de coordenadas del espacio de configuracién el
nuevo Lagrangiano debe dar origen a la misma dindmica.

Una transformacion genérica de coordenadas lleva desde las coorde-
nadas ¢ a nuevas coordenadas ¢ que son n funciones independendientes
de las coordenadas originales

Q'=Q' (. (C.17)

La condicién necesaria y suficiente para que esta transformacion esté
bien definida es que su matriz Jacobiana

_
= S

(C.18)

C.05

sea invertible, es decir, regular, y por lo tanto su determinante debe ser
distinto de cero

J=det(J;) #0. (C.19)
La derivada temporal de (C.17) nos da
= Q" ¢’
Ogi "’

de modo tal que las velocidades transforman en forma homogénea. Por
lo tanto, para las velocidades se obtiene

Qi

(C.20)

Q" 0Q"
o¢@  ogi’
an aQQv "

- = - . 21
Oq 8q38qkq (c:21)

Usando todos estos resultados se obtiene que la derivada de Euler—
Lagrange transforma como

oL d¢’ OL
5Q1  0Q g
Por lo tanto, la validez de las ecuaciones de Euler-Lagrange en un sis-
tema de coordenadas implica la validez en cualquier otro sistema de
coordenadas.
Todos los desarrollos posteriores deben exhibir esta invariancia y

esto se usard como un ‘criterio de calidad’ para varios desarrollos poste-
riores.

(C.22)

El Formalismo Hamiltoniano. La motivacion principal para
desarrollar el formalismo Hamiltoniano es reescribir las ecuaciones de
Euler—Lagrange, de segundo orden, en una manera que involucrara sélo
derivadas de primer orden.

El punto de partida del formalismo Hamiltoniano es la introduccién
de los momentos p, candénicamente conjugados a las coordenadas ¢, a
través de

oL
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En términos de los momentos p’ las ecuaciones de Euler-Lagrange se
reescriben como

. 0L
= = pi(d, ) - 24
D=5 pi(q, P) (C.24)

Las ecuaciones (C.23) y (C.24) son un sistema de ecuaciones diferenciales
de primer orden para ¢’y p y por lo tanto hemos logrado el propédsito
de reescribir las ecuaciones de Euler-Lagrange de segundo orden en una
forma de primer orden.

Nuestra siguiente tarea es obtener una descripcion variacional de las
ecuaciones anteriores. Esto se puede conseguir con la introduccién del
Hamiltoniano H lo cual se hace a través de la transformada de Legendre

oL

qan

(C.25)

Una de las propiedades notables del Hamiltoniano es que posee la de-
pendencia H = H(q, p). Para verificar esto reescribamos (C.25) como

y consideremos la forma diferencial de esta relacién

L, oL
OL i 0

dH = dj' p; + ¢ dp; — 2= dq’ — ——
aq’ aq*

dg' . (C.27)

Si ahora utilizamos la definicién del momento (C.23) la relacién anterior
se reduce a

. oL .
dH = ¢*dp; — — dq*, C.28
d"dpi — 5.5 da (C.28)

lo cual significa que
H=H(q p). (C.29)

Por lo tanto, podemos concluir que ¢y p son las variables dindmicas
fundamentales del formalismo Hamiltoniano y corresponden a las coor-
denadas del espacio de fase. Usualmente al hablar de Hamiltoniano se
entiende esta funcién escrita en términos de ¢’y p.

A partir de las ecuaciones (C.28) se puede escribir

C.07
on o
dq¢t  Oqt’
OH )
=q". C.30
op ¢ (C.30)

Estas relaciones permiten reescribir las ecuaciones de Euler-Lagrange en
una forma de primer orden. De hecho usando (C.07) se obtiene

. OH
=5

oOH
by = — e 31
P 90 (C.31)

Estas son las ecuaciones de Hamilton y son equivalentes a las ecuaciones
de Euler—Lagrange.

El Paréntesis de Poisson. Como lo mencionaramos anterior-
mente las variables fundamentales del formalismo Hamiltoniano son ¢
y p. Por lo tanto, cualquier funcién relevante deberd estar escrita en
término de estas variables, es decir F = F(q,p). La evolucién temporal
de esta cantidad estd determinada por su derivada con respecto a t, y se
obtiene

dF _9F , OF _
dt g e Op; bi-

Si utilizamos las ecuaciones de Hamilton esta ecuacién se puede reescribir
como

(C.32)

= —{F H}, (C.33)

El paréntesis de Poisson posee las siguientes propiedades:

1. antisimetria
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{Fa G} = _{Gv F}’ (C35a)

2. regla de Leibniz (es una derivacién)

{FG,H}=F{G, H} + {F, H}G, (C.35b)

3. linearidad

{aF+bG, H} =a{F, H} +b{G, H}. (C.35¢)

4. identidad de Jacobi
{F,{G,H}}+{G,{H,F}}+{H,{F,G}} =0. (C.35d)

El paréntesis de Poisson para las variables canénicas esta dado por

{¢'s pj} =6} (C.36)

Esto permite definir una nueva estructura sobre el espacio de fase cono-
cida como geometria simpléctica.

Leyes de Conservacion. En primer lugar recordemos que la

solucion a las ecuaciones de movimiento se puede escribir en término
de los datos iniciales como

qi = ql(ta 507 C]ﬁO) 5
q.l = ql(t7 6707 q_’O) . (037)

Estas relaciones se pueden invertir para dar

0
o(t. 4. @) (C.38)

C.09

Por lo tanto, se puede estar seguro acerca de la existencia de 2n cons-
tantes del movimiento que dependen explicitamente del tiempo. Tam-
bién se puede eliminar el tiempo a partir de estas relaciones y se ob-
tendrian (2n — 1) constantes de movimiento sin dependencia explicita
del tiempo. De una u otra manera uno esta seguro de la existencia de
cantidades conservadas y el problema se transforma en como encontrar
esas cantidades.

Si Q = Q(q,q) es una constante de movimiento entonces debe sat-
isfacer la siguiente relacién

aQ — 0Q

@t o T og

6Q¢:0 (C.39)

Las segundas derivadas cj’ se pueden obtener a partir de las ecuaciones
de movimiento (C.07).

Las ecuaciones de movimiento son ecuaciones diferenciales. Por lo
tanto, resolverlas significa integrarlas, es decir, encontrar un ntmero
suficientemente grande de constantes de movimiento.

Una cantidad conservada particularmente sencilla se obtiene con-
trayendo las ecuaciones de Euler—Lagrange (C.07) con ¢'. Se obtiene

dE
= 4
prial (C.40)
donde
) L
g2 (C.41)
ddotq"

No obstante, es necesario disponer de un método maés sistematico para
obtener cantidades conservadas.

El problema de las cantidades conservadas adquiere una dimensién
diferente en el formalismo Hamiltoniano. Supongamos que hemos sido
capaces de encontrar un conjunto de cantidades conservadas Q. (7, q),

a =1,---,m. Silos @’s son cantidades conservadas, entonces deben
satisfacer la siguiente relacién
dQq

z ={Q., H} =0. (C.00)

A continuacién podemos considerar el paréntesis de Poisson de dos can-
tidades conservadas, Cup(q,P) = {Qa,@p}. Si evaluamos la derivada
temporal de esta cantidad, y utilizamos la identidad de Jacobi se ob-
tiene



C.10

dcab
dt

= {Cabv H} = {{Qaa Qb}7 H}
= 7{{Qb7 H}7 Qa} + {{H7 Qa}, Qb} - O (CO].)

Por lo tanto, el paréntesis de Poisson de dos cantidades conservadas
también es una cantidad conservada. Si uno no conoce todas las canti-
dades conservadas entonces es posible generar nuevas cantidades conser-
vadas a partir de dos conocidas. Por supuesto que no es siempre posible
generar todas las cantidades conservadas a través de este procedimiento,
pero esto puede ser de ayuda.

Supongamos ahora que hemos encontrado todas las posible canti-
dades conservadas. El paréntesis de Poisson de dos de estas cantidades
también serd una cantidad conservada. Sin embargo, dado que hemos
supuesto que ya hemos encontrado todas las cantidades conservadas,
esta nueva cantidad conservada debe ser una combinacién lineal de las
cantidades conservadas ya conocidas, es decir:

{Qm Qb} = Cabc Qc- (0.02)

Las relaciones (C.xx) definen el dlgebra de cantidades conservadas y Cpp°
son las constantes de estructura del grupo correspondiente.

Todo lo que hemos descrito hasta ahora son propiedades generales
de las cantidades conservadas y todavia no hemos realmente enfrentado
el problema de cémo encontrar cantidades conservadas. Una respuesta
sistemadtica, aunque parcial la entrega el teorema de Noether.

El Teorema de Noether. El Teorema de Noether (1918) es la
manera mas sistematica de obtener cantidades conservadas y una man-
era de obviar las dificultades que se encuentran al intentar integrar en
forma directa la ecuacién (C.39). A continuacién consideraremos trans-
formaciones infinitesimales de coordenadas que tienen la propiedad de
que dejan inalteradas las ecuaciones de Euler-Lagrange. Estas transfor-
maciones son de la forma

q — ¢ +£(q). (C.42)

En forma concomitante las velocidades transforman como

it — ¢+ E4, (C.43)

C.11

donde

.
E=¢ 90 (C.44)

El Lagrangiano transformado, a primer orden en &£’s, estd dado por

Le=L(G+¢&) =L(q) + AcL. (C.45)
donde
oL , OL
AL = a0 &+ 8—(}1,5 . (C.46)

Para que la variaciéon del Lagrangiano se anule se debe tener

AL=L(G+¢&) —L(q) =0. (C.47)
Esta condicién es equivalente a

oL oL
oqt gt
Por lo tanto, para que exista una simetria de las ecuaciones de Euler—
Lagrange, debe existir una solucién de la ecuacién (C.48). Esto es posible
sélo si el Lagrangiano posee alguna forma funcional particular, dado que
la ecuacién (C.48) no tiene solucién en general.
Consideremos a continuacién la cantidad

4 —£=0. (C.48)

0L
- 5

La derivada temporal de esta cantidad estd dada por

Q) & (C.49)

dQ(€) _ d (0L . OL . _ 0L
= <6qi> €4 gr €= AL, (C.50)

donde A¢L estd dado por (C.46). Esta cantidad se conservard si se
cumplen dos condiciones: primero, que se satisfagan las ecuaciones de
movimiento y, segundo, que £ sea una simetria de las ecuaciones de
movimiento, es decir,

AL =0, (C.51)
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Este ultimo resultado usualmente se establece en la forma de un teorema

Teorema. Si £ es el generador de una simetria del Lagrangiano,
entonces Q(§) es una cantidad conservada.

Este resultado se conoce como el teorema de Noether.

El problema se ha reducido ahora a determinar las trasformaciones
(C.42) que dejan invariante al Lagrangiano y esto obviamente dependerd
de la forma funcional del Lagrangiano considerado. Consideremos un
ejemplo.

El teorema de Noether adquiere una forma especialmente relevante
en el formalismo Hamiltoniano. En este caso las cantidades conservadas
tipo Noether se escriben como

Qa = gaipi —-A. (052)
El paréntesis de Poisson de dos cantidades conservadas estd dado por
j agai j 8€bi
= J Y S .l .
{Qaa Qb} lgb 8qj ga 8(]-7 ] Di - (053)

Es posible demostrar que la cantidad anterior también es una simetria
tipo Noether del Lagrangiano, por lo tanto debe ser una combinacion
lineal de las simetrias ya conocidas

j 8§ai j 6§bi i
J P J — c ‘Z . ) 4
& G &l G = Ca"ée (C54)
Por lo tanto, tendremos
{QCH Qb} = Cabc Qc . (055)

Sistemas Puramente Cinéticos. Una familia de sistemas para
la cual el problema de las cantidades conservadas tiene una formulacién
matematica clara es para Lagrangianos puramente cinéticos. Estas con-
sideraciones se pueden extender a espacios Riemannianos curvos. En este
caso, el problema de determinar las constantes de movimiento es equiv-
alente a determinar los vectores, y tensores, de Killing de la métrica.

Consideremos un sistema dindmico descrito por el Lagrangiano

1 o
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donde z°, i = 1,c...,d, son las coordenadas generalizadas y d es la
dimension del espacio de configuraciéon. Los puntos denotan derivadas
con respecto al tiempo t. Las ecuaciones de movimiento estan dadas por

6L .
S = M [#7 +TFy it il =0, (C.57)
donde
1 dgji  Oga  0gij
Tk, _t Kl 5! L_ Y9 _
i(®) 29 0w 0w out | (C:58)

son los simbolos de Christoffel para la métrica g;;; g% es la métrica
inversa. Las ecuaciones anteriores corresponden a la ecuaciéon de una

geodésica.
Las constantes de movimiento deben satisfacer
dQ _0Q .;  0Q .;
Con el uso de la ecuacién (C.57) se obtiene
Q ., 0Q ., ..
9pi T T ppi Lk it =0. (C.60)

Esta ecuacién es homogénea en las velocidades; por lo tanto, la solucién
general a la ecuacién (C.59) es de la forma

Q= Qo)+ Qi(x) 3" + Qi (x) &' &7 +--- (C.61)
Reemplazando (C.60) en (C.59) se obtiene

0Qy 1
ozt + 2

1 o
+3 (ViQjk + V,;Qui + ViQij) it ik +... =0,  (C.62)

(Vin + VjQi) it 3l

donde V denota la derivada covariante con respecto a la métrica g;;
definida como

(9’()]‘
Ox*
La ecuacién (C.61) se debe satisfacer orden a orden; por lo tanto, se
obtienen las siguientes ecuaciones

Vz"l}j = — Fkij Vg - (0.63)
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0Qo
oxt 0,
vin + v]‘Qi =0,
ViQjk + V;Qri + ViQi; = 0. (C.64)

La primera ecuacién implica Qg = constante. La segunda ecuacién im-
plica que los Q; son vectores de Killing de la métrica g. Las otras
funciones son vectores de Killing.

Por lo tanto, las constantes de movimiento, no triviales, estdan dadas
por

Q = gi xl 9
Q=¢& i il (C.65)

Por lo tanto, la determinacién de las constantes de movimiento se
reduce a la determinaciéon de los vectores, y tensores, de Killing de la
métrica g.

Una constante de movimiento se puede obtener en forma inmediata.
de hecho, la métrica es ella misma un tensor de Killing; por lo tanto, se
obtiene la cantidad conservada

1 o
E = 3 M Yij i, (C.66)
que corresponde a la energia cinética.

Sistemas con Potenciales. Para el Lagrangiano T—V la variacién
de Noether (C.45) estd dada por
m i a0V
§(L) = 5 (Vi& + V&) d" ¢ —¢€ g (C.67)

Para que esta cantidad sea cero, los términos que contienen distintas
potencias de las velocidades deben ser cero en forma separada. A partir
del primer término en (C.67) se obtiene

Vi +V;& =0. (C.68)

Por lo tanto £ debe ser un vector de Killing de la métrica g. Si suponemos
que g es una métrica plana entonces esta debe admitir el nimero maximo
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de vectores de Killing. En coordenadas Cartesianas estas corresponden
a traslaciones:

&' =9., (C.69q)
y a rotaciones:
f(j)i = (Sik €ikl ql . (C.ng)

Por lo tanto los )'s estdn dados por momentos lineales:

Q_j =m (5]'1' ql s (C.?Oa)
y momentos angulares
Qi =mejing ¢~ (C.700)
Todavia es necesario satisfacer la segunda relacién en (C.67), es decir
; OV
' — =0, c.r1

y esto disminuye el ntimero de posibles simetrias. Obviamente estas
restricciones adicionales dependeran de la forma funcional del potencial;
Tabla C.1.

Desafortunadamente, existen otras cantidades conservadas que no
se pueden obtener de esta manera tan sisteméatica. Como ejemplo basta
mencionar la energia (C.xx). Esto muestra que no todas las cantidades
conservadas se pueden obtener a través del teorema de Noether.

\% generadores  numero simetria
constante todos 6 total

V(r) Ly, Ly, L. 3 esférica
V(z) Das Py, Lz 3 plana

Vip) Dz, L, 2 cilindrica
Vix,y) D 1 traslacional
Vip,2) L, 1 axial
V(z,y,2) ninguno 0 sin simetrias

Tabla C.1. Potenciales y sus simetrias en mecédnica clésica.
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Apéndice D. Formulacién Variacional de la Teoria de Campos

El Formalismo Lagrangiano. La teoria de campos se preocupa
de los sistemas dindamicos en los cuales la dimensién del espacio base
es d > 1. En la mecénica clasica de sistemas discretos el tiempo juega
un papel preferencial dado que es la tinica coordenada del espacio base.
La primera dificultad que se debe resolver es este aumento de la dimen-
sionalidad del espacio base. Este aumento de dimensionalidad se puede
manejar considerando la teoria de campos como un sistema mecéanico
con un numero infinito de grados de libertad.

La formulacién canénica de la teoria de campos fue desarrollada por
Heisenberg y Pauli en 1929.

El primer problema es identificar un pardmetro de evolucién que
juegue el papel de tiempo. Para lograr este propésito se debe suponer que
una de las direcciones del espacio base, que llamaremos 7', juega un papel
preferencial. Ademads, supondremos que €2 es simplemente conexo. Esto
permite introducir una separacién 1+p del espacio—tiempo (espacio base)
por medio de un sistema de superficies espaciales simplemente conexas
> y un intervalo de tipo temporal T'. Entonces, localmente, se puede
escribir Q@ = ¥ ® T. Esto es equivalente a la separacién z# = (29, 7);
i=1,---,p, tiene el significado usual de un indice de tipo espacial; t = z°
es la coordenada temporal. Ademads, se restringen las consideraciones
a regiones 2 del espacio—tiempo de la forma ¥ ® [t1,ta], [t1,t2] € T.
Entonces, €2 esté limitado en la direcciéon temporal por la superficies de
tipo espacial X1 y Yo en los tiempos t; y to, respectivamente. En la
direcciones espaciales ) estd limitada por 0X.

A continuacién debemos considerar las siguientes situaciones:

1. Para un ¥ cerrado, sin contorno, no es necesario introducir otras
suposiciones.

2. Si ¥ es cerrado, con un contorno 9%, supondremos que X = [ x .5,
donde I = [a,b], y S tiene la topologia de 9%.

3. Para un espacio abierto supondremos que S tiene la topologia de
una esfera de dimensién p — 1: SP~!. Entonces X se puede escribir
como ¥ = I ® 9%, con I = [0,00) un intervalo de tipo radial. En
este caso el contorno se coloca formalmente en el infinito, a — oc.

En los dos ultimos casos denotaremos por r la coordenada sobre I y
r = a como el contorno. De este modo el tiempo adopta el papel de un
parametro de evolucién.
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Los infinitos grados de libertad son los valores de los campos sobre
todos los puntos de un espacio ¥ para un tiempo ¢t. Dado que X es
un continuo el nimero de puntos es infinito y por lo tanto el nimero
de grados de libertad también lo es. Entonces, el indice discreto ¢ en
¢" de la mecdnica cldsica se transforma en un indice continuo Z = z*
més algunos indices discretos A; de este modo ¢’ es reemplazado por
los campos ¢ (). La suma sobre el indice discreto i se transforma en
una integracién sobre el indice continuo ¥ mds una suma sobre el indice
discreto A. Las derivadas de los campos con respecto al tiempo, a saber,
q.ﬁA(fL se pueden considerar ahora como velocidades.

Las ecuaciones de movimiento son las de la mecanica clasica pero
con un numero infinito de grados de libertad.

El Lagrangiano es

L= / L(6(7), $(F), 06(z)) dE., (D.01)
b

donde L es la densidad Lagrangiana y 0¢ denota las derivadas espaciales.
En lo que sigue, y cuando no se preste a confusion, se omitird el indice
continuo Z. Ahora la accién se escribe como

S[qs]:/ttQ Ldt:/ttQ/EEdZdt. (D.02)

Supongamos que ¢3'(7,t) es la solucién que minimiza la accién. Con-
sideremos entonces variaciones arbitrarias infinitesimales de los campos
dadas por

¢M(E 1) = 0 (T, 8) + 0 (T, 1) (D.03)
De la misma manera, las derivadas de los campos estan dadas por
(@) = 66 () + 0 (@), (D.04)
y una expresion similar para las derivadas de tipo espacial, a saber,
¢%i(T) = 05 () + (@) (D.05)

La variacién de la accion es

OL o, 0L 4 0L
58 = / /(%A + e it poa )dZdt (D.06)

7
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Integrando por partes se obtiene
oL AdZdt+/t2 AdS; dt
5 004" o Jos ¢A K
/ oL AdE , (D.07)
t1
donde
oL AL d (0L
st = 2 () D0
con
AL oL d oL
5or = o~ i (307 o

En la expresién (D.07) d¥ y dS; son los elementos de volumen y de
superficie de ¥ y de 0%, respectivamente; d> = drdS.

Tal como en la mecénica clasica de sistemas discretos, las ecuaciones
de movimiento se obtienen exigiendo que §5 = 0. Las dos primeras in-
tegrales en (D.07) dependen de los valores de n (&) en el interior del
intervalo [t1, 5], mientras que la tercera depende de los valores de n (&)
en t; y ty. Por lo tanto, ambos términos deben ser cero en forma inde-
pendiente.

Para la tercera integral se debe tener

8

UA( ’ tl)
n(

0,
7t2) 0

8

(D.10)

Para la segunda integral existen diferencias importantes dependien-
do de si el espacio X es cerrado, con o sin contorno, o abierto. Para
un espacio cerrado sin contorno no aparecen complicaciones dado que
entonces 0¥ = 0 y la segunda integral en (D.07) no aparece. Para un
espacio cerrado con contorno o abierto la presencia de la segunda integral
es inevitable. Por el momento supondremos que se cumplen condiciones
de contorno tales que esta segunda integral se anula también en estos
dos casos. M4és adelante volveremos sobre este problema.
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Dado que las variaciones 7 (#) en la primera integral son arbi-
trarias lo que debe ser cero son los factores que multiplican a n (). La
condicién para ésto es

oL

mas, en los dos ultimos casos, una condicién sobre el comportamiento
asintdtico de los campos dada por

oL
994 | (Z) |

donde L indica la derivada en la direccién normal al contorno. FEn-
tonces, la ecuacién (D.12) implica que para integrar las ecuaciones de
campo (D.11) un conjunto completo de datos de Cauchy son las funciones
dA(Z, 1)) y ¢ (Z, t2) restringidas sélo a satisfacer (D.12).

=0, (D.12)

El Formalismo Hamiltoniano. Ahora se puede desarrollar un
formalismo Hamiltoniano en forma andloga al de la mecédnica cléasica. El
momento candnico estd definido como

oL
004(7)
El Hamiltoniano se define extendiendo en forma adecuada la definicién
del Hamiltoniano de la mecénica discreta para incorporar el indice con-

tinuo 7, es decir, considerando la correspondiente integracién. El resul-
tado es

a(7) =

(D.13)

H= AT A (F) — L(T)) d. D.14
| ([ @ma@ - c@) (D.14)
Esta relacién se puede reescribir como
H= H(Z)dX, D.15
[ @) (D.15)
donde
H(E) = o2 () Ia(&) - L(F) = H0o(D), (D.16)

es la densidad Hamiltoniana. La variacién de H(¥) estd dada por
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oL

o Ok A Ob a4
() = oz 0080 = 5 80 (9)
+ ¢™(F) 011a(7) (D.17)
lo cual muestra que H(Z) tiene la dependencia
H(T) = H(e™(7), ¢%(F), Ta(D)). (D.18)

Por lo tanto, (¢ (%), ¢, (%), [14(Z)) generan el correspondiente espacio
de fase.
La variacién de H(Z) se puede reescribir como

AL
AGA(D)

_ 4 oL Az
i (g3 ') (D19)

La variaciéon del Hamiltoniano estd dada por

IH(T) = 3¢ (&) + ¢ (7) 0114 (F)

6H:/ SH(Z) dX. (D.20)
b
Reemplazando (D.19) se obtiene

5H = / ( A ¢A 5 804(@) + 4@ 511,4(5)) as;

oL

A=

Si se cumple la condicién de contorno (D.12), entonces el tiltimo término
en esta expresion es cero. La ecuacién (D.21) se reduce a

0H = / ( A¢>A 5¢A( 7) + ¢4 (7 )6HA(1?)> dy. (D.22)

Por lo tanto
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OH
Ol 4(Z)
AH AL

RoA@) ~  AGAE) (D-23%)

— @), (D.23a)

Cuando se cumplen las ecuaciones de campo (D.11) la segunda de las
ecuaciones (D.23) se reduce a

AH .
——— = —II4(7). D.23b
v ) (D.231)
Por lo tanto, la dindmica Lagrangiana ahora queda descrita a través de
las ecuaciones de Hamilton (D.23). )
Consideremos ahora funciones ordinarias F = F(¢, ¢, ¢) en el es-
pacio de fase. Entonces es posible definir los funcionales

Flo, 11 = /E F(6, 06, §) ds. (D.24)

La derivada temporal de este tipo de funcional estd dada por

F:/Z (WéA(f)+Md¢Ai(f)+‘9an(f)> is.

9p4(Z) 9¢4;(7) dt O 4 (Z)
(D.25)
Suponemos que los campos son funciones suficientemente suaves como
para poder realizar el intercambio (d/dt)¢?, = .64, En ese caso pode-

mos reescribir (D.25) como

F:/E <W:¢A(f)+w:8i<jﬁ“‘(f)+a]:ﬂ,4(f)) qs.

9 (Z) 994, (%) OLA(7)
(D.26)
Integrando por partes se obtiene
- AF 4, oF -
i~ [ (o @+ ot 1@) @
- 0F dA(2) dS; . (D.27)

oy 004,(7)

D.07

En este punto una simplificacién adicional es necesaria. Para obtener
una analogia completa con la mecdnica debemos restringir nuestras con-
sideraciones a funcionales asintéticamente nulos, es decir, que satisfacen
la condicién

OF
— =0. D.28
994 (7) [ px (D:2%)
De esta manera (D.27) se reduce a
- AF OF .
Pe /E ( 557 7O nA(x)) ds. (D.29)

Utilizando las ecuaciones de Hamilton (D.23) esto se reescribe como

: AF oM OF AN
F_/Z <A¢A(f) M A(T) Oll4(T) AQSA(:E)) dx. (D.30)

Si definimos el paréntesis de Poisson como

- AF 9 OF  AG
{F G} = /E (A¢A(f) OMMA(F)  OTMa(T) Aqu(f)) d,  (D31)

entonces la ecuacién (D.31) se puede escribir como

F={F H}, (D.32)

en completa analogia con la mecanica.
Las variables canénicas ¢ (%) y I14(Z) se pueden escribir como fun-
cionales con una funcién delta de Dirac como kernel, es decir

() = / 62 8 (7 — 2 dS(F).
HA(f):/EHA(E)é?’(f—Z)dE(Z). (D.33)

Esto permite definir las densidades
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T, 2 = ¢ A()Mf ),
Pa(Z, 2) =T14(2) 8%(Z — 7). (D.34)
Entonces se obtienen las siguientes derivadas
ASDA (fa Z) A 3= —
AGB(7 =050°(Z—2),
0 (&, 7) _ A s (7 — 2)
aBEH BT dwt
aPA (fa 2) B 37> —
= —_— . D.
PIE 04 0°(Z—2) (D.35)
Por lo tanto, para las variables canénicas se obtiene
{0(@), Np()} = 65 8%(T - 7),
" L dd
(0%, (@) () = o3 D). (D.36)

dxt

Las ecuaciones de Hamilton (D.23) se obtienen colocando F igual a las
variables candnicas en (D.31).

Formulaciéon Covariante de la Teoria de Campos. A contin-
uacién desarrollamos un formalismo covariante para la teoria de campos.
Para obtener esta formulacién es necesario que la variable temporal ¢ y
las variables espaciales ¥ sean consideradas todas de la misma manera.
Por lo tanto, se introducen las coordenadas z* = (2°, %), donde z° = t.
Si 2° = t y las coordenadas & se van a considerar de la misma manera,
y dado que z° = t es la coordenada del espacio base, entonces todas
las coordenadas x* se deben considerar como coordenadas del espacio
base. La integracion sobre el espacio base se transforma ahora en una
integracién sobre d™x = dz"d"Z, donde m = n + 1. Entonces la accién
debe ser de la forma

- /Q £(6, 06) d"z, (D.37)

donde 2 es una region del espacio base y L es la densidad Lagrangiana.
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P e 1 <2 A 1 f <2
ara minimizar la accién supongamos que ¢y es la configuracién

que minimiza la acciéon. Consideremos, por lo tanto una configuracién
modificada dada por

ot =g+t (D.38)

Las derivadas de los campos quedan modificadas como

ot =0, (D.39)

La variacién de la accion es

oL 4, oL .
6S = /<8¢A a¢>A n M)da:
n o oL A

donde se ha integrado por partes y

5¢pA oA dat

oL oL d ( oL )» (D.41)

o4,
es la derivada de Euler-Lagrange. Tal como para la mecéanica clasica
de sistemas discretos las ecuaciones de movimiento, ahora ecuaciones de
campo, se obtienen exigiendo que 65 = 0. La primera integral en (D.40)
depende de los valores de 7 al interior de €, mientras que la segunda
integral depende de los valores de n* sobre el contorno 92. Por lo tanto,
ambos términos se deben anular en forma separada. Por el momento
supondremos que se cumplen condiciones de contorno que garantizan
que se anula el segundo término en (D.40). Dado que las variaciones n*
son arbitrarias se debe tener

oL
JpA
Estas son las ecuaciones de campo que gobiernan la dindmica del sis-
tema. Con respecto a los términos de superficie en (D.40) estos serdn
considerados en maés detalle méds adelante debido a algunas sutilezas
técnicas.
En forma andloga con (D.40) se puede definir un momento covari-
ante

=0. (D.42)
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oL
b= . D.43
= o (D.43)
Entonces, las ecuaciones de campo se reescriben como
oL oL
56A = ggA ~ dumat =0. (D.44)
En forma extendida estas ecuaciones se reescriben como
aa(o, 0¢) — Wj%(qS? (9(;5) ¢B;w =0, (D.45)
donde
oL B oL
= —— _— D.4
aA 8(Z)A ¢ V3¢38¢>AH’ ( 6)
y
0L
= — D .47
WAB 8¢A#8¢BV ) ( )

es una matriz Hessiana generalizada.
Lamentablemente no existe una formulacién Hamiltoniana cova-
riante de la teoria de campos.

Leyes de Conservacién. Contrayendo las ecuaciones de campo
(D.07) con ¢*, se obtiene

dH",
= D4
=, (D.43)
donde
oL
B,= A — o DA
H ¢ v 8¢Au 14 ‘C? ( 9)

es el tensor de momento—energia.
En teoria de campos las leyes de conservacién se escriben como
ecuaciones de continuidad

dp dJi
dt ' dat

La cantidad conservada es p integrado sobre la seccién espacial, es decir,

(D.50)

D.11
Q= / pd3. (D.51)
b
De hecho, es facil verificar que esta cantidad se conserva. Se tiene
dqQ ap aJ 7{ ;
— = —d¥X = — —d¥=— ¢ J'dS; =0. D.52
dt 5 dad g Or? ( )

En la dltima igualdad hemos supuesto que los campos se anulan sobre
el contorno.

Ejemplos de cantidades conservadas son la energia y el momento
lineal. La densidad de energia y la corriente respectiva estan dadas por

oL

— AHA
e E
.. 0L
¢ = ¢A Sor (D.53)

mientras que la densidad de momento y su corriente respectiva esti
dadas por

) = o7 jép
i = ¢ a?zﬁf‘i — 65 L. (D.54)
La energia estd dada por
E :/2 edx. (D.55)

En forma andloga se obtiene una ley de conservacién para el momento
lineal, a saber,

3

Esta tltima cantidad mide el flujo de momento lineal a través del con-
torno.
Otra cantidad conservada es el momento angular.
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Sin embargo, las anteriores leyes de conservacién (en forma de ecua-
ciones de continuidad) son sélo casos particulares de leyes de conser-
vacion y se necesita un método mas sistematico para obtenerlas.

El Teorema de Noether. Ahora se puede formular el teorema de
Noether en el contexto de la teoria de campos candnica. En teoria de
campos las leyes de conservacion de tipo Noether se obtienen, al igual
que en mecanica clasica, considerando variaciones infinitesimales de los
campos

¢t — ¢ +£4(9), (D.57)

donde £ es una funcién infinitesimal. Bajo esta transformacién el cambio
en el Lagrangiano es

0L 4 oL 4
g(ﬁ)_aqug +8¢A/L£ oo (D58)
donde
et oA
gAM =G = 507 o" . (D.59)

Para que las ecuaciones de campo sean las mismas es necesario que el
cambio en el Lagrangiano se anule, es decir

AeL=0. (D.60)
En este caso € es una simetria del Lagrangiano.
Introduzcamos la cantidad
oL
JH =
8¢AM

I (D.61)

Entonces, se obtiene

A" oy BE o
o = 60— et (D.62)

Por lo tanto, si se anula la variacién de Noether del Lagrangiano y si se
satisfacen las ecuaciones de campo, se tiene una ecuacién de continuidad
y por lo tanto se puede establecer un teorema de Noether para la teoria
de campos en completa analogia con la mecéanica clasica.

D.13

Términos de Superficie. Los términos de superficie juegan un
rol importante en la teoria de campos. Esta es una de las caracteristicas
novedosas de la teoria de campos con respecto a la mecanica cldsica
debido al hecho de que el espacio base tiene mas de una dimensién. Estos
términos aparecen principalmente en las formulaciones variacionales de
las teorfas gravitacionales (Relatividad General), pero estdn presentes
en todas las teorfas de campo.

En la formulacién canénica de la teoria de campos aparecen algunos
problemas. De hecho, para espacios abiertos, o cerrados con contorno,
los datos de Cauchy evolucionados con (D.11) deben satisfacer (D.12).
Por lo tanto, estos datos no se pueden dar en forma arbitraria e inde-
pendiente. Esto significa que el sistema tiene vinculos. Una manera de
evitar esta dificultad es construir el formalismo Hamiltoniano tal como
para un sistema con vinculos, donde (D.12) es el vinculo.

Para un espacio cerrado sin contorno la evolucién temporal es ge-
nerada por el Hamiltoniano canénico. Para un espacio abierto o cerrado
con contorno se tiene un sistema con vinculos y el Hamiltoniano canénico
no da la ecuaciéon de movimiento correcta. En este caso la funcién que
genera la evolucion temporal es el Hamiltoniano canénico mas una com-
binacién lineal de los vinculos, es decir,

oL
oy 004 |

donde A\ es un multiplicador de Lagrange. Por lo tanto, el Hamiltoniano
primario es el Hamiltoniano canénico mas un término de superficie.

El término de superficie correspondiente a la energia ha sido ampli-
amente estudiado en Relatividad General (Dirac, 1959; Arnowitt et al.,
1962; De Witt, 1967; Regge and Teitelboim, 1974).

H, = H,+ M ds, (D.52)
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Apéndice E. Geometria Riemanniana Extrimseca

La elaboracién, por parte de Riemann, del concepto de variedad fue
revolucionaria en el sentido que se dej6 de hacer referencia al espacio en el
cual una superficie estaba inmersa. Sélo las cantidades intrinsecamente
relacionadas con la estructura de la superficie eran necesarias para de-
scribir sus propiedades geométricas. Sin embargo, aun cuando este en-
foque abstracto es matemiicamente correcto, muchas veces es 1til poder
visualizar un espacio de Riemann, definido en forma intrinseca, como
una superficie inmersa en algin espacio de dimensién superior. Existe
una serie de resultados matematicos que garantizan que siempre es posi-
ble considerar un espacio de Riemann, definido de manera intrinseca,
como una superficie inmersa en algin espacio plano adecuado. A pesar
de esta equivalencia, el enfoque extrinseco a la geometria ha recibido
menos atencién en comparacién con el enfoque intrinseco habitual.

A continuacién consideraremos algunos aspectos matematicos fun-
damentales con respecto a la geometria de Riemann extrinseca. Comen-
zaremos con la definicién de una inmersién isométrica y a continuacién
consideraremos los principales teoremas sobre inmersiones isametricas,
locales y globales, de variedades Riemannianas en espacios planos de
dimension superior. El resultado mas importante es que cualquier var-
iedad Riemanniana V,, se puede considerar como una subvariedad local
de Ex con N = n(n + 1)/2. Posteriormente, consideraremos las ecua-
ciones de Gauss—Codazzi—Ricci, las cuales son las condiciones de inte-
grabilidad, y por lo tanto condiciones necesarias, para la inmersiéon. Se
introduce el concepto de clase de la inmersion, que es el niimero minimo
de dimensiones adicionales necesarias para satisfacer las ecuaciones de
Gauss—Codazzi—Ricci

Teoremas de Inmersién. Sea Fy un espacio Riemanniano plano
con tensor métrico G4p(X), donde X4, A =1,c..., N son coordenadas
locales. El correspondiente elemento de linea estd dado por

dS? = Gap(X)dX“*dX?B. (E.01)

Supongamos ahora que las coordenadas X4 estdn dadas por las expre-
siones

X4 = Xx4(x), (E.02)
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donde z%, i = 1,---,n, es un conjunto de n pardmetros. En este caso el
elemento de linea (E.01) se reduce a

dS?|y_, = Gap(X) X% X P da* da? (E.03)
donde
oxX4
X4 =—. E.04
83;1 ( )

Comparando con (B.xx) se ve que la forma cuadratica (E.03) corresponde
a un elemento de linea con un tensor métrico dado por

gij:GABXAiXBj. (E05)

Esta es la métrica inducida.
Existen varios requisitos simples para poder considerar a g;; como
el tensor métrico de algun espacio V;,. En primer lugar se debe tener que

det(g;;) = det(Gap X4 XP;) #0. (E.06)

Un par de situaciones extremas en las cuales la condicién anterior no se
cumple son las siguientes. En primer lugar,

Gap X4 XP,=0. (B.07)

Por lo tanto X4, no puede ser un vector nulo de la métrica G 4. Una
condicién més débil es que X4; sea un autovector nulo de G, es decir,

GapXP;=0. (E.08)

La condicién necesaria para evitar la singularidad es que

rango(X4;) =n. (E.09)

Si esta condicién se cumple, entonces V,, se puede considerar como una
variedad Riemanniana.

Lo anterior es una inmersidn explicita: las funciones Gap(X) y
X4(x) estan dadas y la métrica g;;, se obtiene a partir de (E.05). En
una inmersion implicita, por el contrario, lo que se da es la métrica
gij» v se deben encontrar las funciones Gap(X) y X4(x) tal que se
satisfaga (E.05). Este es el problema de la inmersién y la existencia de
una solucién estd garantizada por los teoremas de inmersién, locales y
globales, que revisaremos a continuacion.

E.03

El problema de la inmersién consiste en encontrar funciones X4 (x) y
G ap para un g;; dado, que satisfagan la ecuacién (E.05). Este problema
se puede abordar en forma local o global.

Por supuesto, se podria considerar un niimero excesivamente grande
de dimensiones adicionales. En el caso local, para signatura definida,
el teorema fue establecido por Janet (1926), Cartan (1927)y Burstin
(1931).

Teorema E.1. Toda variedad Riemanniana V, se puede sumergir
en forma analitica e isométrica en Ex, con N =n(n +1)/2.

La demostracién consiste en una expansién en serie de potencias en torno
a un punto arbitrario.

Para lo que sigue la signatura también es importante, por lo tanto,
la notacién anterior se debe refinar como sigue. V,,(¢, s) denota una var-
iedad Riemanniana de dimensién n con métrica analitica y no-degenera-
da g;;(x) con t autovalores positivos y s autovalores negativos, tal que
t+s =mn; En(T,S) denota un espacio plano con topologia global euclidea
con métrica analitica y no—degenerada G 45(X) con T auto—valores pos-
itivos y S auto—valores negativos, tal que 7'+ S = N.

La generalizacién del teorema anterior al caso de métricas indefini-
das fue desarrollado por Friedman (1961).

Teorema E.2. Sea g;;(x) funciones analiticas en una vecindad de
z* =0, con signatura (t,s), y sea Gap(X) funciones analiticas en una
vecindad de X* = 0, con signatura (T,S). Si N =n(n+1)/2, T >t
y S > s, entonces eristen funciones analiticas X* = X4(x) en una
vecindad de ' = 0 que satisfacen las condiciones

X40) =0,
rango(X#;(0)) =n,
9ij(x) = Gap(X(x)) X4 (x) XP;(x). (£.10)

La demostracion de este teorema se puede encontrar en el trabajo original
de Friedman.

Por supuesto, el teorema establece sélo la existencia de funciones
Gapy X* que satisfacen (E.10) pero, debido a la definicién de inmersién
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isométrica este resultado se traduce en un teorema de existencia para la
inmersion el cual se establece como sigue.

Teorema E.3. (Inmersion Isométrica Local.) Toda variedad de
Riemann V,(t,s) se puede sumergir en forma analitica e isométrica en
En(T,S) con N=n(n+1)/2, T>tyS >s.

La demostracién de Friedman muestra que la inmersién no esta
determinada en forma tunica y que el nimero de parametros libres es
independiente de la signatura de los tensores métricos involucrados. Para
métricas con signatura definida este nimero de parametros libres fue
evaluado por Leichtweis (1956).

Ambas métricas, la de V,,(t,s) a ser inmersa y la del espacio de
inmersién En (T, S) se pueden elegir en forma bastante arbitraria, ex-
cepto por algunas condiciones de dimensién y signatura. Por ejemplo, no
se imponen restricciones adicionales sobre la signatura de los restantes
N — n dimensiones de En(T,5).

El primer resultado concreto acerca de inmersiones globales es de-
bido a Nash (1950).

Teorema E.4. Toda variedad Riemanniana compacta (no—com-
pacta) de clase de diferenciabilidad C*, con k > 3, posee una inmersion
isométrica global de clase de diferenciabilidad C*, en Exn con

N.=-n@Bn+11),

Npe==-n(n+1)Bn+11), (E.11)

[N ORI

para los casos compacto y no—compacto, respectivamente.

En la demostracién de este teorema la positividad de la métrica juega
un rol fundamental y, de hecho, la demostraciéon falla si la métrica es
indefinida. La extensién a métricas indefinidas es debida a Clarke (1970),
que en el caso de variedades no compactas también es una mejora con
respecto al resultado de Nash.

Teorema E.5. Toda variedad Riemanniana V,(t,s) de clase de
diferenciabilidad C>, con métrica de clase de diferenciabilidad C*, con
k > 3, se puede sumergir global e isométricamente en un En(T,S) con
N=T+S5,5=s+1y

E.05
T.=-n(3n+11),

Tpe =~ (2n® + 1502 +37n +6), (E.12)

| =N =

para los casos compacto y no—compacto, respectivamente.

El siguiente resultado, debido a Greene (1970), usa una condicién
de diferenciabilidad mas fuerte.

Teorema E.6. Toda variedad Riemanniana V,(t,s) de clase de
diferenciabilidad C°°, con métrica de clase de diferenciabilida C*°, se
puede sumergir global e isométricamente en un Ex(T,S) con N =T+,
tal que

1
Tczsczﬁn(n—&—S),
The=5Sn=202n+1)(n+3), (E.13)

para los casos compacto y no—compacto, respectivamente.

En el caso compacto, la mejora con respecto al resultado de Clarke
comienza sélo para n > 20.

Un aspecto poco agradable del resultado de Clarke es el hecho que
N depende en forma explicita de la signatura de V,, (¢, s); los teoremas
para inmersiones isométricas locales no poseen esta dependencia Por
otro lado, el teorema de Greene introduce un nimero de dimensiones,
de tipo tiempo y de tipo espacio, forzadamente alto para garantizar la
posibilidad de albergar las dimensiones tipo tiempo y tipo espacio de
Va(t, s).

Todos los nimeros anteriores son sélo cotas optimales y se puede
considerar que el problema de inmersién global atin no ha sido resuelto
en forma completa y satisfactoria.

Dado un tensor métrico g con componentes g;; siempre existen fun-
ciones X4 = X“(x) tales que se cumple (E.03). Por lo tanto, cualquier
espacio Riemanniano se puede considerar como inmerso en un espacio
plano de dimensién superior.
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Las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci. De acuerdo con los
resultados de la seccién anterior las descripciones intrinseca y extrinseca
de una variedad de Riemann son completamente equivalentes. En el caso
extrinseco se supone que la métrica de la variedad Riemanniana es de
la forma (E.xx). Por lo tanto, todos los objetos geométricos asociados
con esta métrica se pueden evaluar en forma directa en términos de la
inmersion. Esto constituye una inmersion explicita. En el caso extrinseco
lo que se da es la métrica g;;. El problema es determinar las funciones
X4y G 4p(X). Las condiciones de integrabilidad para este problema son
las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci. Este tultimo caso se conoce
como una inmersién implicita.

En una inmersién explicita se supone que la variedad V,, ya estd in-
mersa en un espacio plano Ey de dimensién superior. Supondremos
ue el espacio de inmersién es un espacio plano, aunque también se
pueden considerar inmersiones en espacios no—planos. Por otra parte,
dado que supondremos un espcio de inmersiéon plano, no hay ninguna
pérdidade generalidad si utilizamos coordenadas pseudo—Cartesianas; es
decir G4 B = diag(+,---,+). En este caso el espacio V,, inmerso estd
dado por las ecuaciones X4 = X4 (x) y la métrica estd dada por (E.05).
Se supone que g = det(g;;) # 0 y que por lo tanto es posible introducir
una métrica contravariante ¢*/. Los simbolos de Christoffel estdn dados
por

{5} (@) =g" nap X* X5 (E.14)

92 XA

7 Qw0

(E.15)

Por otro lado, se tiene

Vi XA =V, X4, =V, X4,
= X4 = {5} (@) x4
:XAij _QMXCZUCBXBZ'J'XAIC. (E.16)

Esta ecuacion se puede reescribir como

Vi XA =HA% XP,;. (E.17)

E.07
donde

HAB = pAB x4, g7 XB;. (E.18)

Los indices se suben y bajan con g;; ¥y nap. Observemos que H4p
es una matriz singular y por lo tanto no invertible. De hecho, se tiene

HAp X8, =0, (E.19)

Esta matriz posee la propiedad adicional

HAg HB- = HA¢. (F.20)

Finalmente se llega a la identidad

nap X4 VinB =0. (E.21)

Ahora se puede calcular el tensor de Riemann. El resultado es

Rijie(g) = nap (Vi XA Ve XP - Vi XAV X5) . (E.22)

Estas son las ecuaciones de Gauss.
El tensor de Ricci estd dado por

Ry =nap (V2XAVXP -V XAVF XP) (E.23)

y los indices latinos mintsculos se suben y se bajan con g. La curvatura
escalar estd dada por

R=nap (V2XAV2XPE -V, Xx4Vi, X5) . (E.24)

La clase de la inmersion.

Las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci. Los X4, se pueden
considerar como n vectores en Ey tangentes a V. Sean N Aa, a =
1,---,N —n, N —n vectores en Fy ortogonales a V,,, es decir

nap X4 NP, =0. (E.25)

Por lo tanto, V;X#, es un vector normal a V,,, es decir, es una combi-
’ J ) )
nacién lineal de N4,’s, es decir



E.08

YA, =Q% N4, . (E.26)

Superficies minimales. Una superficie minimal esta descrita por
el Lagrangiano

L£L=g'%. (E.27)

Un ejemplo interesante de superficie minimal aparece en el caso de
topologia esférica. Consideremos el elemento de linea en coordenadas
esféricas

ds* = dr? +1* (d6” + sin® 0 dp?) . (E.28)

Supongamos que 7 = (6, ). Entonces

ds® = (r* +13) d0> +2rgr, dfdp + (r* sin® 0 +12) de*.  (E.29)

Es decir

2 2
gij = <7" T "oTe > . (E.30)

T, r2sin? 6 + ri

El determinante estd dado por

g=r7"sin?0 4+ r?r} sin?0 + r? ri. (E.31)
El tensor métrico inverso esta dado por
. 1 2 32 2 _
g —TTyp re+ry
El Lagrangiano correspondiente estd dada por
L= [r*sin® 0+ r>rj sin® 0 + 1 ri] V2 (E.33)
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