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Se muestra que la formulación variacional de la Relatividad General
se debe hacer en términos de de una dinámica con v́ınculos. Se estudia
la estructura geeral de los sistemas con v́ınculos: v́ınculos de primera
y de segunda clase, v́ınculos primarios y secundarios, la conjetura de
Dirac, etc. Se muestra que la covariancia general de la teoŕıa de campos
se puede caracterizar por medio de una formulación parametrizada de
la teoŕıa de campos. Se combinan estos dos ingredientes para dar una
descripción variacional de la Relatividad General.

We show that the variational formulation of General Relativity must
be done in terms of constrained dynamics. We study the general struc-
ture of constrained systems: first– and second–class constraints, pri-
mary and secondary constraints, the Dirac’s conjecture, etc. We show
that the general covariance of a field theory can be characterised by a
parametrisation invariant formulation of field theory. We combine these
two ingredients for a variational description of General Relativity.
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0. Introducción

Los principios variacionales juegan un papel importante en casi to-
das las áreas de la f́ısica y la Relatividad General no es la excepción.
Este cursillo está dedicado a una discuón general de las formulaciones
Lagrangiana y Hamiltoniana de la Relatividad General y por lo tanto de
las teoŕıas de campo en espacios curvos.

La teoŕıa de la Relatividad General es la mejor teoŕıa existente para
la descripción de los fenómenos gravitacionales.

No obstante, desde un punto de vista teórico la situación no es tan
reconfortante. La Relatividad General es la única teoŕıa para la cual
no existe una versión cuántica. Esto es en parte debido a que es una
teoŕıa no renormalizable. Pero aun aśı, las modificaciones introducidas
siempre tropiezan con la estructura altamente no–lineal de la teoŕıa. Las
modificaciones, del tipo métrico–af́ın, que evitan estas no–linealidades,
tampoco logran dar una solución al problema. Por lo tanto, pareciera ser
que la Relatividad General es una teoŕıa intŕınsecamente no–cuantizable.

La no–cuantizabilidad parece provenir del hecho de que en esta
teoŕıa se estaŕıa cuantizando la geometŕıa, es decir, el fondo mismo so-
bre el cual se formula la teoŕıa. Esta situación es bastate diferente de lo
que ocurre en otras teoŕıas en las que la cuantización se realiza sobre un
fondo fijo.

A pesar de la imposibilidad de obtener ina versión cuántica de la
Relatividad General el estudio de su estructura canónica sigue siendo
interesante pues ilustra los formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano en
teoŕıa de campos, como también el concepto de sistemas Hamiltonianos
con v́ınculos.

Usualmente se considera que la dinámica clásica es el primer nivel
en el desarrollo de un entendimiento de las leyes f́ısicas de la naturaleza
para terminar en la mecánica cuántica. A pesar de los muchos éxitos
de la mecánica cuántica en la descripción de fenómenos f́ısicos básicos,
continuamente encuentra dificultades en algunas situaciones f́ısicas es-
pećıficas. Por ejemplo, todos los intentos por cuantizar la gravitación
han encontrado serias dificultades. Para encontrar una solución a es-
tos problemas es útil reconsiderar los principios fundamentales de la
dinámica clásica. En este contexto, los principios de la dinámica Hamil-
toniana son de gran importancia, no sólo para una comprensión de las
bases de la teoŕıa clásica, sino que también para su cuantización.

Las teoŕıas de las interacciones f́ısicas fundamentales, tales como la
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teoŕıa electrodébil, o la Relatividad General, son teoŕıas con simetŕıas
de gauge. En las teoŕıas de gauge el número de variables dinámicas en
la acción es mayor que el número de variables requerido por la f́ısica.
La presencia de variables no–f́ısicas está cercanamente relcionada con la
existencia de simetŕıas de gauge, las cuales están definidas por medio
de transformaciones no–f́ısicas de las variables dinámicas. Los sistemas
dinámicos de este tipo son sistemas singulares y su análisis requiere una
generalización de los métodos usuales. En el formalismo Hamiltoniano
estos sistemas están caracterizados por la presencia de v́ınculos.

La investigación sistemática de los sistemas Hamiltonianos con v́ın-
culos se inició en la déccada de 1950 principalmente con el trabajo de
Dirac. La formulación Hamiltoniana resulta en un cuadro claro de los
grados de libertad f́ısicos y de las simetŕıas de gauge, y hace posible una
comprensión más profunda de los dinámica con v́ınculos. La estructura
clásica resultante es importante para las bases de los métodos canónicos
de cuantización.

La formulación Lagrangiana de una teoŕıa de campos comienza con
la introducción de una acción, la cual usualmentee se define como como
la integral de una densidad Lagrangiana sobre alguna región del espacio–
tiempo. [superficie]

La formulación Hamiltoniana de una teoŕıa de campos involucra una
descomposición del espacio–tiempo en espacio y tiempo. Geométrica-
mente, ésto corresponde a una foliación del espacio–tiempo en hipersu-
perficies de tipo espacio Σ que no se intersectan. En esta descomposición
el tensor métrico del espacio–tiempo gµν se descompone en una métrica
inducida hij , un vector de desplazamiento (shift) N i y un escalar de
lapso (lapse) N . La métrica inducida está relacionada con desplaza-
mientos dentro de la hipersuperficie Σ y las funciones de lapse y shift
con desplazamientos fuera de la hipersuperficie. El Hamiltonianao es
un funcional de los campos y de sus momentos conjugados sobre Σ. En
Relatividad General, el Hamiltoniano es un funcional de hij y de sus mo-
mentoss conjugados pij , los cuales están relacionados con la curvatura
extŕınseca de la hipersuperficie Σ; las funciones de lapse y shift se pueden
especificar en forma arbitraria, dado que en el Hamiltoniano no aparecen
como variables dinámicas.

[superficie]

En el caṕıtulo 1 se presentan las principales ideas que llevan a la
Relatividad General.
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En los caṕıtulos 2 y 3 se presentan las ideas básicas del método
de Dirac y se desarrolla un enfoque sistemático para la construcción de
generadores de gauge con base en la estructura Hamiltoniana conocida.

En el caṕıtulo 4 se analizan las teoŕıas parametrizadas, no–parame-
trizadas y reparametrizadas.

En el caṕıtulo 5 se estudia la formulación variacional de la Relativi-
dad General.

El apéndice A es un resumen de los principales resultados del análisis
tensorial.

El apéndice B presenta la geometŕıa Riemannian en el lenguaje ten-
sorial del apéndice A.

El apéndice C es un resumen de la formulación variacional de la
mecánica.

El apéndice D es un resumen de la formulación variacional de la
teoŕıa de campos.

En el Apéndice E se presentan algunos resultados de la geometŕıa
Riemanniana extŕınseca que son útiles en el caṕıtulo 5.
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1. La Relatividad General

En este caṕıtulo se describe la mecánica de Newton y la ley de grav-
itación universal. se describe el experimento de Galileo que lleva al Prin-
cipio de Equivalencia, la afirmación de que los fenómenos gravitacionales
y todos los fenómenos mecánicos dependen sólo de la geometŕıa del es-
pacio. La mecánica y la gravitaciónde Nweton no satisfacen el Principio
de Equivalencia. La gravitación de Newton predice órbitas eĺıpticas, las
cuales están de acuerdo con las leyes de Kepler. No obstante aparecen
pequeñas discrepancias observacionales, tal como el avance del perihelio
de Mercurio. La Relatividad Especial permite comcluir que la geometŕıa
necesaria para la formulación de una teoŕıa de la gravitación que in-
corpore el Principio de Equivalencia es la geometŕıa Riemanniana. En
primer lugar se determina cómo el potencial entra en el tensor métrico y
por lo tanto el tipo de ecuación diferencial que debe satisfacer. Estas son
las ecuaciones de Einstein. la solución de las ecuaciones de Einstein para
un campo esféricamente simétrico es la métrica de Schwarzschild la cual
predice un corrimiento del perihelio de Mercurio en completo acuerdo
con la observación. Otras predicción de las ecuaciones de Einstein son
las ondas gravitacionales. Posteriormente se construye el Lagrangiano
de Einstein–Hilbert, el cual permite una formulación variacional de las
ecuaciones de Einstein. Seestudia la variaciónde este Lagrangiano en
su formulación métrica y en su formulación de Palatini. Finalmente se
considera el acoplamiento con otros campos y las leyes de conservación.
Finalmente se muestra que una separación (1+3) da origen a un sistema
con v́ınculos.

Mecánica Newtoniana. El punto de partida de la Mecánica New-
toniana es lo que hoy conocemos como la Segunda Ley de Newton

~F = m~a . (1.01)

donde ~a = (d2~x/dt2) es la aceleración. La introducción del concepto
de fuerza fue fundamental para los desarrollos posteriores de la f́ısica, y
una de sus primeras consecuencias fue la aparición de los conceptos de
trabajo, de enerǵıa y de enerǵıa potencial.

Una part́ıcula en movimiento tiene dos tipos de enerǵıa. La enerǵıa
cinética

T =
1

2
m~v2 , (1.02)
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y la enerǵıa potencial V (~x). A partir de la enerǵıa potencial es posible
determinar la fuerza a la cual está sometida una part́ıcula, la cual está
dada por

~F = −~∇V . (1.03)

Por lo tanto, para el caso de fuerzas que se pueden obtener a partir de
un potencial, la Segunda Ley de Newton se escribe como

−~∇V = m~a . (1.04)

El siguiente avance concierne la formulación variacional de las ecua-
ciones (1.04). En este caso el punto de partida es el Lagrangiano

L = T − V , (1.05)

donde T y V son la enerǵıa cinética y la enerǵıa potencial, respecti-
vamente. En este caso, las ecuaciones relevantes son las ecuaciones de
Euler–Lagrange, las cuales están dadas por

δL

δ~x
= −~∇V − m~a = 0 . (1.06)

A partir de las ecuaciones de Euler–Lagrange se sigue que la enerǵıa

E = T + V , (1.07)

es una cantidad conservada.

La ley de gravitación universal. En 1687 Newton dio una de-
scripción anaĺıtica de la dinámica del sistema solar. En esta descripción
de la gravitación dos cuerpos de masas m1 y m2, con posiciones ~r1 y ~r2,
y por lo tanto separadps orr una distancia |~r1 − ~r2, están sometidos a
una fuerza atractiva dada por

F12 =
Gm1 m2

|~r1 − ~r2|2
, (1.08)

donde G = 6.67 × 10−11N m/kg2 es la constante gravitacional de New-
ton.

Cuando una de las part́ıculas es muy masiva con respecto a la se-
gunda (tal como sucede para el Sol y los planetas) se puede considerar
que está casi en reposo y el orgen del sistema de coordenadas se puede
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elegir centrado en eeste cuerpo masivo. En este caso el potencial está
dado por

V (~r) = −Gm1 m2

r
. (1.09)

Por otra parte, el potencial de Newton es solución de la ecuación

∇2V = 0 . (1.10)

La teoŕıa de Newton predice que las órbitas de los planetas son
eĺıpticas y periodicas, lo cual está de acuerdo con las leyes de Kepler.

El corrimiento del perihelio de Mercurio. La teoŕıa de New-
ton tiene un problema emṕırico serio. Durante la primera mitad del
siglo XIX se dscubrió que los planetas giran en torno al Sol en órbitas
que no son exactamente eĺıpticas. Las órbitas reales son rosetas; es-
tas curvas se pueden imaginar de la siguiente manera: consideremos un
punto que recorre la elipse, pero al mismo tiempo hagamos que la elipse
rote lentamente en torno a su foco en la misma dirección. La teoŕıa de
Newton explicaba este movimiento de la siguiente manera: la órbita de
un planeta es una elipse exacta sólo si se supone que el Sol tiene un
solo planeta. Dado que el Sol tiene varios planetas, estos interactuan
gravitacionalmente y mutuamente perturban sus órbitas. Cuando estas
perturbaciones se toman en cuenta, el efecto es cualitativamente el que
se observa.

No obstante, en 1859, LeVerrier (el mismo que unos pocos años
antes hab́ıa predicho la existencia de Neptuno basado en cálculos si-
milares) verificó si los movimientos calculado y observado del perihelio
de Mercurio estaban o no de acuerdo. Resultó que no lo estaban, y que la
discrepancia era mucho mayor que el error observacional. La velocidad
calculada de rotación del perihelio era menor que la observada en 43”
(segundos de arco) por siglo. Los astrónomos y los f́ısicos trataron de ex-
plicar este efecto de varias maneras, por ejemplo, suponiendo la existen-
cia de otro planeta, llamado Vulcano, que giraba en torno al Sol en una
órbita interior a la de Mercurio y que lo perturbaba, o suponiendo que
el Sol está aplastado como consecuencia de su rotación. En este útlimo
caso el campo gravitacional del Sol no seŕıa esféricamente simétrico y
un aplastamiento suficientemente grande explicaŕıa la rotación adicional
del perihelio de Mercurio. Ninguna de estas hipótesis pasó las pruebas
observacionales. El hipotético planeta Vulcano tendŕıa que haber sido
tan masivo que y habŕıa sido descubierto con los telescopios de la época,
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pero no lo fue. Si el Sol fuera lo suficientemente aplastado para explicar
el movimiento de Mercurio, esto haŕıa que los planos de las órbitas plan-
etarias oscilaran en forma periodica en torno a su posición media, y ese
movimiento no se observaba.

El Principio de Equivalencia. En el siglo XVII Galileo realizó
el experimento de dejar caer dos piedras de masa diferente en forma
simultánea desde la Torre Inclinada de Pisa.1 El resultado de este ex-
perimento fue que ambas piedras llegaban al suelo al mismo tiempo.
La conclusión de este experimento es que los fenómenos gravitacionales
no dependen de la masa de los cuerpos. Por otras parte, otros experi-
mentos que involucran planos inclinados, superficies, etc., que muestran
que la trayectoria de los cuerpos no depende de sus masas, sino más
bien de la configuración geométrica del problema. La conclusión es que
los fenómenos gravitacionales, y en general la dinámica de los cuerpos,
depende sólo de la geometŕıa del problema.

Este resultado es la base del Principio de Equivalencia el cual, en un
lenguaje moderno, establece que los efectos de una fuerza gravitacional
son indistinguibles de los efectos de una fuerza inercial. Las fuerzas
inerciales son de carácter puramente geométrico y por lo tanto la fuerza
gravitacional también lo debe ser. Además, para una fuerza inercial
no existe un potencial y por lo tanto tampoco debe existir uno para
la fuerza gravitacional. Por lo tanto, no se debe tratar de describir la
gravitación agregando un potencial a las ecuaciones de movimiento, sino
más bien incorporar los efectos de la gravitación a través de la geometŕıa
del espacio.

La geometŕıa Euclideana no es adecuada para explicar los fenómenos
gravitacionales pues en este caso la dinámica seŕıa trivial: sólo existiŕıan
movimientos rectiĺıneos uniformes.

La Relatividad Especial. La mecánica de Newton está formu-
lada en un espacio de tres dimensiones y la evolución de los sistemas
mecánicos está descrita en términos del tiempo t. En este sentido, las
leyes de la mecánica de Newton son invariantes bajo transformaciones
que no mezclan el espacio y el tiempo. Estas son las transformaciones
de Galileo.

En 1905 Einstein publicó su art́ıculo acerca de la electrodinámica

1 Probablemente, Galileo nunca realizó tal experimento, pero esta
descripción ha pasado a ser emblemática.
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de los cuerpos en movimiento. Einstein comienza observando que las
ecuaciones de Maxwell son asimétricas. A partir de esta observación
puramente estética Einstein concluye que la velocidad de propagción
de las ondas electromagnéticas debe ser una constante. Para que esto
sea aśı las ecuaciones de Maxwell deben ser invariantes bajo un grupo
de transformaciones que no son las transformaciones de Galileo, sino las
transformaciones de Lorentz. Estas transformaciones son las invariancias
de un espacio de Minkowski. Un espacio de Minkowski está caracterizado
por un elemento de ĺınea de la forma

ds2 = c2 dt2 − dx2 − dy2 − dz2 . (1.11)

El uso de los espacios de Minkowski da origen a la teoŕıa de la Relatividad
Especial.

Se debe hacer notar que Einstein basó el desarrollo de la Rela-
tividad Especial en un criterio puramente estético sin ningún deseo de
explicar uno u otro fenómeno no explicado hasta ese momento por la
f́ısica clásica. A pesar de esta independencia con respecto a los aspectos
fenomenológicos, la Relatividad Especial logra explicar, entre otros, el
resultado nulo del experimento de Michelson y Morley.

Una part́ıcula libre en el espacio Euclideano tri–dimensional está
descrita por el Lagrangiano (1.05) con V = 0. A continuación deseamos
obtener una generalización que sea invariante de Lorentz. Para esto
consideremos el Lagrangiano

LR = −mc
√

ηµν ẋµ ẋν , (1.12)

donde ahora el punto denota derivación con respecto a un parámetro t.
Si hacemos x0 = c t entonces obtenemos

LR = −mc
√

c2 − ~v2 . (1.13)

Para velocidades pequeñas, v < c, se obtiene

LR ≈ −mc2 +
1

2
m~v2 . (1.14)

Por lo tanto, para velocidades pequeñas la descripción de la Relatividad
Especial coincide con la descripción de la Mecánica Clásica.

La formulación covariante de la electrodinámica muestra que la ge-
ometŕıa Euclideana no es adecuada para la formulación de los fenómenos
electromagnéticos. En este caso la geometŕıa adecuada es la geometŕıa
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de Minkowski. Sin embargo, la geometŕıa de Minkowski tampoco es ade-
cuada para una descripción de la gravitación, dado que corresponde a un
espacio plano y por lo tanto las trayectorias de las cuerpos serán ĺıneas
rectas.

El tensor métrico gravitacional. En la naturaleza se observan
cuerpos (tales como los planetas) cuyas trayectorias son curvas. Por lo
tanto, se debe considerar algún tipo de geometŕıa que pueda dar origen
a trayectorias curvas. Esto es posible en una geometŕıa Riemanniana. A
continuación encontraremos un tensor métrico que permita una formu-
lación covariante de una part́ıcula en un potencial.

El Lagrangiano que sirve como punto de partida es

LG =
1

2
mγij(~x) ẋi ẋj − V (~x) + V0 , (1.15)

donde V0 es una constante que no afecta la dinámica pero que sirve para
establecer la comparación con el Lagrangiano relativista. De acuerdo
con los resultados de la reltividad especial, una generalización covariante
adecuada es

LR = −mc
√

gµν(~x) ẋµ ẋν . (1.16)

En este caso las ecuaciones de movimiento se generalizan a las ecuaciones
de la geodésica, es decir

d2xµ

dt2
+ {µ

νλ} (g)
dxν

dt

dxλ

dt
= 0 , (1.17)

donde {}(g) es el śımbolo de Christoffel del tensor métrico g. Por lo
tanto, el problema se traduce ahora en determinar el tensor métrico ade-
cuado para cada situación. Para esto es necesario relacionar la geometŕıa
con la distribución de materia, es decir, se debe describir la manera cómo
se acoplan la geometŕıa y la materia.

Si colocamos x0 = c t se obtiene

LR = −mc
√

g00 c2 + 2 g0i c ẋi + gij ẋi ẋj . (1.18)

Para velocidades pequeñas se tiene

LG ≈ −mc2 g
1/2
00

[

1 +
1

2

(

2
g0i

g00

ẋi

c
+

gij

g00

ẋi

c

ẋj

c

)

1.07

−1

8

(

2
g0i

g00

ẋi

c
+

gij

g00

ẋi

c

ẋj

c

)

+ · · ·
]

. (1.19)

En el Lagrangiano (1.15) no aparecen términos lineales en ~̇x, por lo tanto
g0i = 0. Entonces el Lagrangiano (1.19) se reduce a

LR ≈ −mc2 g
1/2
00

[

1 +
1

2

gij

g00

ẋi

c

ẋj

c

]

. (1.20)

Comparando con (1.15) se obtiene

−mc2 g
1/2
00 ≈ −V + V0 . (1.21)

Cuando V = 0 se debe tener g00 = 1. Entonces se obtiene

g00 ≈ 1 − 2
V

mc2
. (1.22)

En el caso del potencial gravitacional, V = GM m/r, la relación anterior
se escribe como

g00 ≈ 1 − 2
M

r
. (1.23)

donde GM/c2se ha redefinido como M .

Las ecuaciones de Einstein. Ahora determinemos el tipo de
ecuación que debe satisfacer el tensor métrico. El potencial gravitacional
satisface la ecuación de Laplace (1.10). Por lo tanto, una generalización
adecuada debe ser de la forma

∂2g00 ≈ 0 . (1.24)

Para obtener una expresión covariante, esta ecuación debe estar es-
crita en términos de un tensor que contenga segundas derivadas del
tensor métrico. Los candidatos más obvios son el tensor de Riemann–
Christoffel, el tensor de Ricci y la curvatura escalar. En el primer caso
tendŕıamos

Rλρµν(g) = 0 . (1.25)

Sin embargo, esta ecuación caracteriza a un espacio plano y esta no es
una solución a nuestro problema. La siguiente posibilidad es
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Rµν(g) = 0 . (1.26)

Estas son las ecuaciones que permiten una generalización covariante de la
gravitación. Una consecuencia de la ecuación (1.26) es R(g) = 0. Dado
que R(g) es una combinación lineal del tensor de Ricci, la ecuación

Rµν(g) − α R(g) gµν = 0 , (1.27)

para α 6= 1/4, también es una solución a nuestro problema.
En el caso en que α = 1/2 la combinación que aparece al lado

izquierdo de la ecuación (1.28) es el tensor de Einstein. Debido a la ter-
cera identidad de Bianchi, (B.42), se tiene una ecuación de continuidad,
la cual da origen a leyes de conservación, y por lo tanto facilita la inte-
gración de las ecuaciones de campo. Por supuesto, la existencia de leyes
de conservación es sólo un aspecto estético de las ecuaciones (1.28) y no
existe ninguna razón emṕırica para elegir α = 1/2. No obstante, como
veremos más adelante, la elección correcta es α = 1/2, y se obtiene

Rµν(g) − 1

2
R(g) gµν = 0 , (1.28)

Estas son las ecuaciones de Einstein para el campo gravitacional.

La solución de Schwarzschild. La solución de Schwarzschild cor-
responde a la solución de las ecuaciones de Einstein (1.28) con simetŕıa
esférica. La solución está dada por

ds2 =

(

1 − 2M

r

)

dt2 −
(

1 − 2M

r

)−1

dr2 − r2
(

dθ2 + sin2 θ dϕ2
)

.

(1.29)
La componente g00 coincide con la expresión obtenida anteriormente,
(1.23).

Las trayectorias de los planetas se obtienen como las geodésicas
de esta métrica. las órbitas resultantes son elipses con corrimiento del
perihelio, es decir, rosetas. El corrimiento predicho es 43”.

Ondas gravitacionales. La existencia de la radiación gravita-
cional es otra de las predicciones de la Relatividad General. Al principio
el avance en la comprensión teórica de esta radiación fue lento, debido a
que las ecuaciones (1.28) son altamente no–lineales. también el aspecto
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experimental de este tema necesitó un largo tiempo para desarrollarse.
la radiación gravitacional fue detectada en forma indirecta pot Taylor
and Hulse en 1974, quienes observaron sus efectos sobre el periodo or-
bital de un sistema binario de dos estrellas de neutrones. Los esfuerzos
por detectar ondas gravitacionales también se ven seriamente afectados
por la extrema debilidad de las ondas que llegan a la Tierra.

El Lagrangiano de Einstein–Hilbert. El siguiente paso en la
formulación de una teoŕıa covariante de la gravitación es la construcción
de una densidad Lagrangiana adecuada. El carácter de densidad se puede
obtener considerando el determinante del tensor métrico, es decir, g1/2.
Por lo tanto, lo que hace falta para completar nuestra construcción es
un escalar. Ahora bien, las ecuaciones de Einstein contienen derivadas
de segundo orden del tensor métrico y por lo tanto el Lagrangiano debe
ser una función de primer orden en las derivadas del tensor métrico.
Sin embargo, es imposible construir una función escalar con estas car-
acteŕısticas (la única solución es una constante Λ). La solución a este
impasse es usar un Lagrangiano que contenga segundas derivadas pero
de manera tal que estas aparezcan sólo a través de una divergencia, dado
que de este modo no contribuiŕıan a las ecuaciones de campo. El único
escalar con las propiedades anteriores es el escalar de curvatura R(g).
Por lo tanto, un Lagrangiano adecuado para las ecuaciones de Einstein
es

LEH = R(g) g1/2 , (1.30)

donde “EH” quiere decir Einstein–Hilbert, dado que Hilbert propuso en
forma contemporánea las mismas ecuaciones. Lo que es más importante
para una formulación variacional no es la densidad Lagrangiana sino la
acción, que en este caso está dada por

SEH =

∫

LEH d4x =

∫

R(g) g1/2 d4x . (1.31)

A continuación procederemos a obtener las ecuaciones de Einstein a
partir del Lagrangiano de Einstein–Hilbert. Para esto es necesario con-
siderar variaciones de la acción con respecto al tensor métrico. Sin em-
bargo, esta variación resulta ser bastante engorrosa debido a que por una
parte el Lagrangiano depende de segundas derivadas del tensor métrico
y por otra parte es una función altamente no–lineal del tensor métrico y
sus derivadas.
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Como mencionaramos anteriormente, las segundas derivadas se pue-
den absorber en un término de superficie. De hecho, es posible escribir

LEH(g) = LLandau(g) +
∂Wµ

∂xµ
. (1.32)

donde

LLandau(g) = gµν
({

ρ
µσ

}{

σ
νρ

}

−
{

σ
µν

} {

ρ
σρ

})

g1/2 , (1.33)

es el Lagrangiano de Landau y

Wµ =
(

gλρ
{

µ
λρ

}

− gµρ
{

λ
λρ

})

g1/2 . (1.34)

El Lagrangiano de Landau da origen a las ecuaciones de Einstein. Sin
embargo, no es covariante y por lo tanto no es adecuado para otros
propósitos.

El tensor de Riemann–Christoffel se puede escribir en términos sólo
del śımbolo de Christoffel, (B.17). Por lo tanto, el tensor de Ricci, que
es una contracción del tensor de Riemann, (B.18), también depende sólo
del śımbolo de Christoffel.

Por lo tanto, podemos reescribir el Lagrangiano de Einstein–Hilbert
como

LEH = gµν Rµν({}) g1/2 , (1.35)

La variación de este Lagrangiano está dada por

δLEH =

(

Rµν({}) − 1

2
R({}) gµν

)

g1/2 δgµν + gµν g1/2 δRµν({}) .

(1.36)
Ahora debemos determinar la variación del tensor de Ricci en térmi-

nos de la variación del śımbolo de Christtofel. La variación del tensor
de Riemann, a primer orden con respecto a la variación del śımbolo de
Christoffel, es

δRλ
ρµν({}) = ∇µ

(

δ
{

λ
νρ

})

−∇ν

(

δ
{

λ
µρ

})

. (1.37)

Por lo tanto, la variación del tensor de Ricci está dada por

δRµν({}) = δρ
λ δRλ

µρν({}) = δρ
λ

[

∇ρ

(

δ
{

λ
νµ

})

−∇ν

(

δ
{

λ
ρµ

})]

. (1.38)
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Realizando una integración por partes se obtiene

δLEH =

(

Rµν({}) − 1

2
R({}) gµν

)

g1/2 δgµν

−∇ρ

(

gµν g1/2 δρ
λ

)

δ
{

λ
νµ

}

+ ∇ν

(

gµν g1/2 δρ
λ

)

δ
{

λ
ρµ

}

.

(1.39)

Pero, los coeficientes que acompañan a δ{} son idénticamente cero dado
que ∇g ≡ 0. Por lo tanto, la ecuación (1.36) se reescribe como

δLEH =

(

Rµν(g) − 1

2
R(g) gµν

)

g1/2 δgµν , (1.40)

y se obtienen las ecuaciones de Einstein (1.28).

El método de Palatini. Otra manera de obtener las ecuacioes de
Einstein a partir del Lagrangiano de Einstein–Hilbert fue desarrollada
por Palatini. El método de Palatini se basa en la observación, como
ya vimos, de que el tensor de Riemann–Christoffel se puede escribir en
términos sólo del śımbolo de Christoffel, y lo mismo también es cierto
para el tensor de Ricci. El método de Palatini considera el Lagrangiano
de Einstein–Hilbert en el cual el tensor de Ricci, en vez de estar escrito
en términos del śımbolo de Christoffel está escrito en términos de una
conexión genérica, es decir,

LEHP = gµν Rµν(Γ) g1/2 . (1.41)

Por lo tanto, podemos obtener las ecuaciones de campo considerando las
variaciones con respecto a la métrica y con respecto a la conexión.

La variación de este Lagrangiano está dada por

δLEHP =

(

Rµν(Γ) − 1

2
R(Γ) gµν

)

g1/2 δgµν + gµν g1/2 δRµν(Γ) .

(1.42)
Ahora debemos determinar la variación del tensor de Ricci en térmi-

nos de la variación de la conexión. La variación del tensor de Riemann,
a primer orden con respecto a la variación de la conexión, es

δRλ
ρµν(Γ) = ∇Γ

µ

(

δΓλ
νρ

)

−∇Γ
ν

(

δΓλ
µρ

)

. (1.43)
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Por lo tanto, la variación del tensor de Ricci está dada por

δRµν(Γ) = δρ
λ δRλ

µρν(Γ) = δρ
λ

[

∇Γ
ρ

(

δΓλ
νµ

)

−∇Γ
ν

(

δΓλ
ρµ

)]

. (1.44)

Realizando una integración por partes se obtiene

δLEH =

(

Rµν(Γ) − 1

2
gλρRλρ(Γ) gµν

)

g1/2 δgµν

−∇Γ
ρ

(

gµν g1/2 δρ
λ

)

δΓλ
νµ + ∇Γ

ν

(

gµν g1/2 δρ
λ

)

δΓλ
ρµ .

(1.45)

Los coeficientes que acompañan a δΓ deben ser cero. Esta condición es
equivalente a ∇Γg = 0, y de aqúı se obtiene que la conexión es el śımbolo
de Cristoffel del tensor métrico g. Finalmente, se obtiene las ecuaciones
de Einstein.

Acoplamiento con otros Campos. El acoplamiento de la grav-
itación con otros campos se describe a través del Lagrangiano

L = LEH(g, ∂g, ∂2g) + Lmatter(g, φ) . (1.46)

En este esquema no existe un Lagrangiano de interacción dado que la
materia y la gravitación se acoplan en el Lagrangiano de materia. Ahora
las ecuaciones de campo son

Gµν = Rµν − 1

2
R gµν = Tµν , (1.47)

donde Tµν es el tensor de momento–enerǵıa de la materia.
La derivada covariante del lado izquierdo de la ecuación (1.47) es

cero y esto da origen a las leyes de conservación para el tensor de
momento–enerǵıa. No obstante, en varias situaciones estas leyes de con-
servación resultan ser no–covariantes.

Separación 1+3 de las Ecuaciones de Einstein. Las ecuaciones
de Einstein se pueden reescribir como

Rµν(g) = κ

[

Tµν − 1

2
T gµν

]

. (1.48)
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A partir de esta forma de las ecuaciones de Einstein debeŕıa ser posi-
ble despejar las segundas derivadas temporales de las componentes del
tensor métrico. Para esto evaluemos el tensor de Ricci evidenciando las
segundas derivadas. Se tiene

R00(g) = gµν R0µ0ν(g) = gkℓ R0k0ℓ(g)

=
1

2
gkℓ (∂00gkℓ + ∂kℓg00 − ∂0kg0ℓ − ∂0ℓg0k) + F (g, ∂g)

=
1

2
gkℓ ∂00gkℓ + F00(g, ∂g, ∂0ig, ∂ijg) . (1.49a)

En forma similar podemos evaluar las otras componentes del tensor de
Ricci. Se obtiene

R0i(g) = gµν R0µiν(g) = gk0 R0ki0(g) + gkℓ R0kiℓ(g)

= −1

2
gk0 ∂00gki + F0i(g, ∂g, ∂0ig, ∂ijg) , (1.49b)

Rij(g) = gµν Riµjν(g)

= g00 R0i0j(g) + g0k R0ikj(g) + gk0 Rki0j(g) + gkℓ Rkiℓj(g)

=
1

2
g00 ∂00gij + Fij(g, ∂g, ∂0ig, ∂ijg) . (1.49c)

En ninguna de las expresiones anteriores aparecen segundas derivadas
temporales de las componentes g00 y g0i.

El resultado anterior se puede interpretar de la siguiente manera.
Las componentes g00 y g0i del tensor métrico no son relevantes para la
dinámica. Si estas componentes del tensor métrico no son relevantes,
entonces estas se pueden eliminar o ignorar. Por lo tanto, el número de
componentes del tensor métrico realmente relevantes para la dinámica
son las seis componentes gij . Es decir, nuestro sistema tiene sólo seis
grados de libertad. De hecho, cuando se busca una solución de las ecua-
ciones de Einstein lo primero que se hace es elegir un sistema de co-
ordenadas. Esta elección del sistema de coordenadas fija cuatro de las
componentes del tensor métrico, con lo cual quedan los seis grados de
libertad anteriores.

Un problema interesante que surje de lo anterior es encontrar una
parametrización del tensor métrico en términos de un nuevo conjunto de
campos de manera tal que el Lagrangiano dependa sólo del número de
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campos dinámicos (seis) sin necesidad de una elección de coordenadas.
Este es el proósito de la parametrización ADM que estudiaremos en el
caṕıtulo 6.

Antes, es necesario observar que ∂00gij se puede despejar de la
ecuación (1.49c) y entonces reemplazar en (1.49a) y (1.49b). Entonces
se obtienen relaciones de la forma

Fµ(g, ∂g, ∂0ig, ∂ijg) = 0 . (1.50)

Dado que en formalismo Hamiltoniano de la teoŕıa de campos se debe
integrar sobre las coordenadas espaciales, lo que finalmente importa son
las derivadas temporales. Entonces es posible escribir las relaciones an-
teriores como

Fµ(g, ∂0g) = 0 . (1.51)

Por lo tanto es necesario entender las teoŕıas en las cuales aparecen
relaciones de la forma (1.51).
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2. Sistemas con Vı́nculos. I

Los sistemas con v́ınculos son aquellos para los cuales la matriz
Hessiana es singular. A nivel Lagrangiano esto significa que no es posible
despejar todas las aceleraciones a partir de las ecuaciones de Euler–
Lagrange y que existen relaciones adicioales entre las coordendas y las
velocidades. Estas relaciones son los v́ınculos. Debido a la imposibilidad
de determinar todas las velocidades, aparecen funciones arbitrarias en la
solución de las ecuaciones de Euler–Lagrange, aun cuando la situación
f́ısica que describen es la misma.

A nivel Hamiltoniano, la transformada de Legendre no se puede in-
vertir para expresar las velocidades en término de los momentos, por
lo tato, no se puede usar el método habitual para ir desde el formal-
ismo Lagrangiano al formalismo Hamiltoniano. También aqúı aparecen
funciones arbitrarias en la solución.

La aparición de funciones arbitrarias es familiar en las teoŕıas de
gauge. De hecho, todas las teoŕıas de gauge son sistemas con v́ınculos.
De hecho, los requisitos de covariancia general inevitablemente llevan
a modelos matemáticos que corresponden a sistemas con v́ınculos. Sin
embargo, muchas de sus propiedades más importantes se pueden ya ex-
hibir a nivel de mecánica clásica. De este modo evitamos las sutilezas
de la teoŕıa de campos. En el caso de un número infinito de grados de
libertad (teoŕıa de campos) el paréntesis de Poisson admite una gen-
eralización adecuada, véase el Apéndice D, y todo lo que se tiene que
hacer es el reemplazo y relectura correspondiente. De hehco, los sis-
temas con v́ınculos son una herramienta importante en el estudio de las
teoŕıas de gauge y de hecho son un ingrediente esencial en la justificación
de la representación de Faddeev–Popov de la integral de trayectoria en
mecánica cuántica. En las teoŕıas de gauge la estructura de los v́ınculos
está dictada por el grupo de gauge correspondiente.

El estudio de los sistemas con v́ınculos intenta determinar cómo el
formalismo Lagrangiano se puede colocar en forma Hamiltoniana y qué
tanto del formalismo Hamiltoniano se puede mantener para sistemas con
v́ınculos. En otras palabras se intenta desarrollar un método estándar
que permita hamiltonianizar un Lagrangiano singular. La segunda moti-
vación es, una vez obtenida una descripción Hamiltoniana de los sistemas
con v́ınculos, desarrollar la correspondiente mecánica cuántica.

Concentraremos nuestros esfuerzos en exhibir la estructura general
de los sistemas con v́ınculos y su relación con las teoŕıas de gauge. En
nuestra discusión supondremos que varias manipulaciones algebraicas se
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pueden realizar sin obstrucciones. Por ejemplo, reescribiremos algunas
ecuaciones de alguna manera especial, pero equivalente, que muestre
algunas de las variables como funciones expĺıcitas de las otras.

Finalmente, el esquema general para tratar con sistemas con v́ıncu-
los también se puede aplicar a un conjunto de ecuaciones de Euler–
Lagrange junto con un conjunto de v́ınculos externos, es decir, que no
se siguen directamente del principio variacional sino que se imponen en
forma externa.

La primera discusión sistemática de los sistemas con v́ınculos fue
dada por Dirac (1950, 1958) la cual culminó en una monograf́ıa (Dirac,
1964). La presentación en esa monograf́ıa es insuperable en cuanto a
claridad y profundidad conceptual por lo cual recomendamos su lec-
tura. Tratamientos sistemáticos más recientes se pueden encontrar en
(Sudarshan and Mukunda, 1974; Hanson, Regge and Teitelboim, 1976;
Sundermeyer, 1981).

Descripción de los Vı́nculos. En la formulación variacional de
la mecánica clásica se supone que las ecuaciones de Euler–Lagrange se
pueden integrar sin ninguna dificultad. Sin embargo, esto se puede hacer
sólo si es posible despejar las aceleraciones (segundas derivadas). Para
determinar las condiciones para que ésto sea posible reescribamos las
ecuaciones de Euler–Lagrange como

Wij q̈j = αi , (2.01)

donde

Wij(~q, ~̇q) =
∂2L

∂q̇i∂q̇j
, (2.02)

es la matriz Hessiana y

αi(~q, ~̇q) =
∂L

∂qi
− q̇j ∂2L

∂qj∂q̇i
. (2.03)

Por lo tanto, la condición necesaria para poder integrar las ecuaciones
de Euler–Lagrange (2.01) con respecto al tiempo es poder despejar las
aceleraciones, y para esto es necesario que la matriz Hessiana sea regular,
es decir,

W = det(Wij) 6= 0 , (2.04)

lo cual corresponde al caso usual de la mecánica clásica.
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Habiendo integrado las ecuaciones (2.01) la solución queda comple-
tamente determinada al dar I = 2N valores iniciales, por ejemplo, los
valores (qi

0, q̇
i
0) de (qi, q̇i) en un instante dado t0. El número de grados

de libertad f del sistema se define como f = I/2 = N .
Los sistemas, o Lagrangianos, singulares aparecen cuando ocurre

que

W = det(Wij) = 0 . (2.05)

En este caso no es posible despejar, a partir de las ecuaciones de Euler–
Lagrange, todas las aceleraciones en término de las coordenadas y de las
velocidades y por lo tanto es imposible integrar estas ecuaciones. Dado
que Wij es singular se tiene que

0 ≤ rango(Wij) = M < N . (2.06)

En consecuencia, existen K = N − M auto–vectores nulos vi
a(~q, ~̇q), a =

1, · · · ,K, linealmente independientes, de la matriz Hessiana

Wij vj
a = 0 . (2.07)

Contrayendo las ecuaciones de Euler–Lagrange (2.01) con los auto–
vectores nulos vi

a se obtiene

αi vi
a = 0 . (2.08)

Por lo tanto, existen K funciones φa = αiv
i
a tal que

φa(~q, ~̇q) = 0 . (2.09)

Estas relaciones son de la forma (1.51). Por lo tanto, para entender la
estructura variacional de la Relatividad General es necesario estudiar las
teoŕıas para las cuales W = 0.

Las funciones (2.09) son los v́ınculos. Por lo tanto, los datos ini-
ciales deben satisfacer un número, K, de relaciones de la forma (2.09).
Entonces, no todos los 2N datos iniciales se pueden dar en forma inde-
pendiente dado que estos deben satisfacer los v́ınculos y por lo tanto el
número de grados de libertad es menor que N .

Los v́ınculos (2.09) son una consecuencia de las ecuaciones de movi-
miento y representan v́ınculos en el sentido de que imponen restricciones
sobre la manera en que se pueden elegir los datos iniciales.

No profundizaremos más en las propiedades de los v́ınculos desde el
punto de vista Lagrangiano dado que estos encuentran una formulación
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matemática más adecuada en el formalismo Hamiltoniano, al cual nos
referimos a continuación. Los aspectos Lagrangianos de los v́ınculos
están estudiados en detalle en (Sudarshan and Mukunda, 1976).

Vı́nculos Hamiltonianos. Para ir desde el formalismo Lagrangia-
no al formalismo Hamiltoniano es necesario expresar las velocidades en
términos de ~q’s y ~p’s. Para determinar las condiciones bajo las cuales
ésto es posible consideremos el diferencial de los ~p’s; se tiene

dpi =
∂2L

∂qj∂q̇i
dqj + Wij dq̇j . (2.10)

La condición para despejar las velocidades en términos de ~q’s y ~p’s es
poder escribir una expresión del tipo d~̇q = αd~q + βd~p (Teorema de la
Función Impĺıcita). Para esto es necesario que la matriz Hessiana sea
invertible y por lo tanto que su determinante sea distinto de cero. Si
W = 0, el cual es el caso para los sistemas con v́ınculos, entonces no es
posible despejar las velocidades y una contracción de la ecuación (2.10)
con los auto–vectores nulos vi

a de la matriz Hessiana nos lleva a

vi
a dpi = vi

a

∂2L

∂qj∂q̇i
dqj . (2.11)

La relación anterior significa que los ~q’s y los ~p’s no se pueden variar
en forma independiente. Estas relaciones diferenciales se pueden llevar
a relaciones funcionales si es posible encontrar una función integrante f
tal que

f vi
a =

∂φa

∂pi
,

f vi
a

∂2L

∂qj∂q̇i
=

∂φa

∂qj
. (2.12)

En lo que sigue supondremos que existe esta función integrante (esta
es una de las operaciones de las cuales hab́ıamos anunciado que supon-
dŕıamos su factibilidad). Entonces, existen K relaciones de la forma

φa(~q, ~p) = 0 . (2.13)

Los v́ınculos (2.13) se denominan primarios para enfatizar el he-
cho que son una caracteŕıstica intŕınseca del Lagrangiano y que para
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su obtención no es necesario utilizar las ecuaciones de movimiento. Los
v́ınculos (2.13) restringen la dinámica del sistema a un sub–espacio Σ
de dimensión (2N − K) del espacio de fase, originalmente de dimensión
2N .

El Hamiltoniano canónico está definido como en (C.45) y depende
sólo de las variables ~q y ~p. Esto significa que las velocidades que no
se pueden despejar no aparecen en Hc, o que aparecen siempre en una
combinación que no hace necesario conocerlas expĺıcitamente.

Sin embargo, las ecuaciones de Hamilton (C.51) ya no son equiva-
lentes a las ecuaciones de Euler–Lagrange originales; la condición para
la equivalencia es justamente W 6= 0. Esto es debido al hecho que la
información concerniente a la existencia de v́ınculos no está contenida
ni en el Hamiltoniano ni en el paréntesis de Poissson. Por lo tanto,
para obtener ecuaciones Hamiltonianas equivalentes a las ecuaciones de
Euler–Lagrange se debe elaborar un mecanismo para incorporar la infor-
mación para incorporar los v́ınculos. Esto se puede hacer o modificando
el Hamiltoniano o modificando el paréntesis de Poisson (o ambos).

El método de Dirac. La acción está dada por

S =

∫ t2

t1

(pi q̇i − Hc) dt . (2.14)

El principio de mı́nima acción establace que δS = 0. Pero está variación
está sujeta a las condiciones adicionales (2.13). Los problemas varia-
cionales sujetos a v́ınculos se pueden tratar a través del uso de multi-
plicadores de Lagrange. Para esto basta considerar una acción en un
espacio de fase extendido (~p, ~q, ~λ, ~π) dada por

S =

∫ t2

t1

(pi q̇i − Hc − λa φa) dt , (2.15)

donde los ~λ’s son multiplicadores de Lagrange, los cuales se consideran
como variables independientes y por lo tanto se vaŕıan en forma in-
dependiente de los ~q’s y ~p’s; los ~π’s son los momentos canónicamente
conjugados a los ~λ’s.

Si se define el Hamiltoniano primario H1 como

H1 = Hc + λa φa , (2.16)

entonces es posible reescribir (2.15) como
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S =

∫ t2

t1

(pi q̇i − H1) dt . (2.17)

La variación de (2.15) se obtiene considerando variaciones indepen-

dientes de ~q’s, ~p’s y ~λ’s. El resultado es

∫ t2

t1

[(

q̇i − ∂Hc

∂pi
− λa ∂φa

∂pi

)

δpi

−
(

ṗi +
∂Hc

∂qi
+ λa ∂φa

∂qi

)

δqi − φa δλa

]

dt = 0 , (2.18)

Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento que se obtienen a partir de
este principio variacional son

q̇i =
∂Hc

∂pi
+ λa ∂φa

∂pi
,

ṗi = −∂Hc

∂qi
− λa ∂φa

∂qi
, (2.19)

y

φa = 0 . (2.20)

Estas nuevas ecuaciones de Hamilton son equivalentes a las ecuaciones
de Euler–Lagrange y además son compatibles con los v́ınculos.

Ahora, la derivada temporal de una función genérica F = F (~q, ~p)
está dada por

Ḟ =
∂F

∂qi
q̇i +

∂F

∂pi
ṗi

=
∂F

∂qi

(

∂Hc

∂pi
+ λa ∂φa

∂pi

)

− ∂F

∂pi

(

∂Hc

∂qi
+ λa ∂φa

∂qi

)

= {F, Hc} + λa {F, φa} . (2.21)

Las ecuaciones de Hamilton contienen funciones desconocidas ~λ.
Sin embargo, también debemos recordar que estamos tratando con un
sistema con v́ınculos, lo cual significa que no todas las coordenadas
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canónicas son independientes y que por lo tanto las ecuaciones de Hamil-
ton (2.21) tampoco lo son. La situación final debeŕıa ser que las coor-
denadas realmente independientes no dependan de estas funciones ar-
bitrarias. El propósito del formalismo desarrollado por Dirac es justa-
mente determinar este sub–conjunto de variables independientes que no
contienen funciones arbitrarias.

Igualdades fuertes y débiles. Las ecuaciones de Hamilton de-
penden de las derivadas de los v́ınculos. Por lo tanto, a pesar de que la
dinámica tiene lugar sobre la superficie Σ definida por los v́ınculos, esta
dinámica recibe contribuciones de la vecindad de Σ. Por lo tanto, seŕıa
incorrecto colocar los v́ınculos iguales a cero desde un principio dado que
se perdeŕıa esta información. Para tratar con esta situación es útil intro-
ducir las nociones de igualdades fuertes y débiles. Los v́ınculos se anulan
sobre Σ pero no en su vecindad. Este hecho se expresa escribiendo

φa ≈ 0 , (2.22)

donde “≈” es el śımbolo de igualdad débil, el cual es diferente del śımbolo
de igualdad fuerte “=” válido sobre Σ. De esta manera podŕıa ocurrir
que los v́ınculos puedan tener paréntesis de Poisson no–nulos con las
variables canónicas (dado que estos involucran derivadas). Ahora, por
lo tanto, todas las cantidades dinámicas se deben definir en la vecindad
de Σ, es decir, en forma débil.

Sea F (~q, ~p) una función en el espacio de fase definida en una vecin-
dad del subespacio Σ. Si la restricción de F (~q, ~p) a Σ se anula, entonces
se dice que F es débilmente igual a cero, y se escribe

F (~q, ~p) ≈ 0 , (2.23)

lo cual es equivalente a

F (~q, ~p)|Σ = 0 . (2.24)

Si la función F y todas sus derivadas se anulan en Σ, entonces F es
fuertemente igual a cero

F (~q, ~p) = 0 , (2.25)

lo cual es equivalente a
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F (~q, ~p)|Σ = 0 ,

∂F

∂qi

∣

∣

∣

∣

Σ

= 0 ,

∂F

∂pi

∣

∣

∣

∣

Σ

= 0 . (2.26)

etc.
Es interesante aclarar la relación entre igualdades fuertes y débiles.

Sea F una función del espacio de fase que se anula débilmente, F ≈ 0.
Variando F en Σ se encuentra que

δF |Σ =

(

∂F

∂qi
δqi +

∂F

∂pi
δpi

)∣

∣

∣

∣

Σ

= 0 . (2.27)

Aqúı se debe tener en cuenta que las 2N variaciones δ~q y δ~p no son
independientes sino que satisfacen los K v́ınculos

∂φa

∂qi
δqi +

∂φa

∂pi
δpi ≈ 0 . (2.28)

Usando el método general del cálculo de variaciones con v́ınculos, el
problema variacional anterior lleva a las ecuaciones

∂F

∂qi
− λa ∂φa

∂qi
= 0 ,

∂F

∂pi
− λa ∂φa

∂pi
= 0 , (2.29)

donde ~λ son algunos multiplicadores. Estas 2N ecuaciones, junto con
(2.22), determinan las condiciones satisfechas por (∂F/∂~q), (∂F/∂~p) y
~λ en Σ. Estas ecuaciones implican las relaciones

∂

∂qi
(F − λa φa) ≈ 0 ,

∂

∂pi
(F − λa φa) ≈ 0 , (2.30)

a partir de lo cual se deduce que
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F − λa φa = O , (2.31)

donde O es una cantidad con derivadas débilmente nulas: puede ser cero,
una constante o una potencia de los v́ınculos. Para teoŕıas en las cuales
los v́ınculos satisfacen esta condición de regularidad se puede demostrar
que O = 0. En otras palabras si F ≈ 0, entonces

F = λa φa . (2.32)

Funciones primarias. Cualquier función definida sobre Σ se puede
extender en forma arbitraria fuera de Σ utilizando los v́ınculos. Por ejem-
plo, el Hamiltoniano canónico no está determinado en forma única en
todo el espacio de fase dado que se le puede sumar cualquier combinación
lineal de los v́ınculos, que es cero sobre Σ. Por lo tanto, el Hamiltoni-
ano canónico está bien definido sólo sobre el sub–espacio Σ definido por
los v́ınculos y se puede extender en forma arbitraria fuera de este sub–
espacio. Por lo tanto, las predicciones de la teoŕıa no debeŕıan cambiar
si el Hamiltoniano canónico se reemplaza por el Hamiltoniano primario
(2.16).

Dado que los v́ınculos poseen paréntesis de Poisson no–nulos con las
variables canónicas, las igualdades débiles llegan a ser igualdades fuertes
sólo después que se han evaluado los paréntesis de Poisson, es decir, sólo
cuando se han escrito en forma expĺıcita las ecuaciones de movimiento.

Debido al resultado anterior, las ecuaciones de Hamilton (2.21)
también se pueden obtener si utilizamos el Hamiltoniano primario y el
paréntesis de Poisson para evaluar la derivada temporal de F . Se tiene

Ḟ = {F, H1} = {F, Hc} + λa {F, φa} + {F, λa}φa . (2.34)

Las ecuaciones de Hamilton (2.21) se recuperan al colocar los v́ınculos
iguales a cero. Por lo tanto, no es necesario calcular el paréntesis de
Poisson que involucra a los ~λ’s dado que estos están multiplicados por
algo que será cero al final del cálculo.

Esta argumentación se puede formalizar como una regla si eva-
luamos todas las cantidades que aparezcan en los desarrollos y colo-
camos los v́ınculos iguales a cero sólo al final del cálculo. Sin embargo,
podemos ignorar aquellos términos de los cuales estamos seguros que
quedarán multiplicados por alguna cantidad, por ejemplo los v́ınculos,
que serán iguales a cero al final del cálculo.
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De acuerdo con esta regla todas las cantidades de interés se debeŕıan
definir en la vecindad de Σ, es decir, en forma débil. Por ejemplo, la
ecuación (2.21) se debeŕıa escribir como en (2.34).

Dos funciones F1 y F2 que coinciden sobre Σ son débilmente iguales,
F1 ≈ F2. Esto es debido al hecho que dos funciones que coinciden sobre
Σ pueden diferir fuera de Σ y esto se expresa a través de una combinación
lineal de los v́ınculos

F1 ≈ F2 ⇔ F1 − F2 = fa φa . (2.35)

Si dos funciones F1 y F2 no coinciden sobre Σ estas son débilmente
diferentes, pero en este caso también son fuertemente diferentes

F1 6≈ F2 ⇔ F1 − F2 6= fa φa . (2.36)

Funciones de primera y de segunda clase. Una función F (~q, ~p)
en el espacio de fase es de primera clase si tiene paréntesis de Poisson
débilmente cero con todos los v́ınculos de la teoŕıa, es decir,

{F, φa} ≈ 0 . (2.37)

Si F no es de primera clase, entonces es de segunda clase. Obviamente,
las funciones de segunda clase son ambiguas módulo una combinación
lineal de funciones de primera clase.

La propiedad de ser de primera clase o de segunda clase es esencial
para la interpretación de los v́ınculos.

Toda cantidad que se anula débilmente es una cantidad que es
fuertemente igual a una combinación lineal de los v́ınculos. Por lo tanto,
si F es una función de primera clase, entonces satisface la igualdad fuerte

{F, φa} = fa
b φb . (2.38)

Una caracteŕıstica importante de las funciones de primera clase es que
esta propiedad se preserva bajo la operación de paréntesis de Poisson.

Teorema. El paréntesis de Poisson de dos funciones de primera
clase es una función de primera clase.

Demostración. Si F y G son funciones de primera clase entonces,
además de (2.38) se tiene una relación similar para G, a saber,
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{G, φa} = ga
b φb . (2.39)

Entonces el paréntesis de Poisson de {F,G} con los v́ınculos está dado
por

{{F, G}, φa} = {F, {G, φa}} − {G, {F, φa}}
= {F, ga

b φb} − {G, fa
b φb}

= {F, ga
b}φb − {G, fa

b}φb

+ ga
b {F, φb} − fa

b {G, φb}
= [{F, ga

b} − {G, fa
b} + ga

c fc
b − fa

c gc
b]φb

= Ha
b φb , (2.40)

donde hemos usado reiteradamente la identidad de Jacobi.

Vı́nculos de primera y de segunda clase. La clasificación de los
v́ınculos que vamos a introducir a continuación se basa en el hecho que
cualquier combinación lineal de los v́ınculos es nuevamente un v́ınculo;
definen la misma superficie Σ. Por lo tanto, los v́ınculos se pueden reem-
plazar por combinaciones lineales de ellos mismos y serán indistinguibles
de los originales dado que definirán la misma superficie Σ.

Esta libertad en la elección de los v́ınculos se puede utilizar como
sigue. Empecemos por considerar la matriz construida con los paréntesis
de Poisson de los v́ınculos, {φa, φb}. Entonces se tiene que

0 ≤ rango({φa, φb}) ≤ K . (2.41)

Por otra parte, {φa, φb} es una matriz anti–simétrica y, debido al Teo-
rema de Pfaff, su rango es un número par

rango({φa, φb}) = 2J . (2.42)

A continuación se pueden elegir nuevos v́ınculos, combinaciones lineales
de los originales, de modo tal de diagonalizar por bloques la matriz
{φa, φb}. Escribamos

χα = Λα
a φa , α = 1, · · · , 2J ,

γµ = Λµ
a φa , µ = 1, · · · , R = K − 2J , (2.43)
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donde ΛK×K es una matriz no–singular, de modo tal que

det({χα, χβ}) 6= 0, ,

{χα, γµ} ≈ 0 ,

{γµ, γν} ≈ 0 . (2.44)

Por lo tanto se puede escribir

{φ, φ} =

(

{χ, χ}2J×2J 02J×R

0R×2J 0R×R

)

. (2.45)

El resultado anterior es la clasificación de los v́ınculos en primera clase,
γµ, y segunda clase, χα.

Ahora el Hamiltoniano primario se puede escribir como

H1 = Hc + uα χα + vµ γµ , (2.46)

y la evolución temporal de una función genérica F ahora está dada por

Ḟ = {F, H1} ≈ {F, Hc} + uα {F, χα} + vµ {F, γµ} . (2.47)

Condiciones de consistencia. La evolución de las variables canó-
nicas del espacio de fase todav́ıa contiene funciones arbitrarias. Algunas
de estas funciones arbitrarias se pueden hacer expĺıcitas a través de las
condiciones de consistencia que ahora vamos a desarrollar.

La dinámica del sistema debe tener lugar sólo sobre Σ. Sin em-
bargo, tal como está escrita la dinámica en (2.47), con contribuciones
de la vecindad, es posible que el sistema no permanezca en Σ. Es de-
cir, el sistema es no–holonómico. Esto significa que el sistema se puede
mover fuera de Σ y que por lo tanto los v́ınculos, que definen Σ, han
cambiado. Para que este cambio no ocurra es necesario exigir que los
v́ınculos permanezcan constantes, es decir, que sus derivadas temporales
sean (débilmente) cero, es decir,

χ̇α ≈ {χα, Hc} + uβ {χα, χβ} ≈ 0 , (2.48a)

γ̇µ ≈ {γµ, Hc} ≈ 0 . (2.48b)
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Las ecuaciones (2.48a) permiten determinar los 2J multiplicadores de
Lagrange uα, pero los R multiplicadores vµ están indeterminados.

Significado de los v́ınculos de primera clase. La presencia de
multiplicadores arbitrarios en las ecuaciones de movimiento (y sus solu-
ciones) significa que las variables (~q(t), ~p(t)) no se pueden determinar en
forma única a partir de los valores iniciales (~q(0), ~p(0)); por lo tanto, no
tienen un significado f́ısico. La información f́ısica acerca de un sistema se
puede obtener a partir de funciones A(~q, ~p), definidas sobre la superficie
de v́ınculos, que son independientes de multiplicadores arbitrarios; tales
funciones son las cantidades observables del sistema. El estado f́ısico
de un sistema está determinado por el conjunto completo de cantidades
observables del sistema en ese instante.

Para fijar las ideas consideremos un sistema con sólo v́ınculos de
primera clase, y consideremos una variable dinámica general g(t) en t = 0
y su cambio después de un intervalo pequeño de tiempo δt. El valor
inicial de g(0) está determinando por (~q(0), ~p(0)). El valor de g(t) en el
instante δt se puede calcular a partir de las ecuaciones de movimiento

g(δt) = g(0) + ġ δt = g(0) + {g, H1} δt

= g(0) + [{g, Hc} + vµ {g, γµ}] δt . (2.49)

Dado que los coeficientes vµ son completamente arbitrarios, es posible
elegir diferentes valores para estos coeficientes y obtener valores difer-
entes para g(δt). La diferencia es de la forma

∆g(δt) = {g, γµ} ǫµ . (2.50)

donde ǫµ = (vµ
(1) − vµ

(2))δt. Dado que g(1)(δt) y g(2)(δt) + ∆g(δt) corres-

ponden al mismo estado f́ısico, el cambio en g(δt) no es f́ısico. Entonces
llegamos a la conclusión de que los v́ınculos (primarios) de primera clase
generan transformaciones no–f́ısicas de las variables dinámicas, las cuales
se conocen como transformaciones de gauge.

La aplicación sucesiva de dos transformaciones del tipo (2.50), con
parámetors ǫµ

(1) y ǫµ
(2) da un resultado que depende del orden de las

transformaciones. La diferencia en los dos posibles resultados es

(∆(1)∆(2) − ∆(2)∆(1)) g(δt) = ǫµ
(1) ǫν

(2) [{{g, γν}, γµ} − {{g, γµ}, γν}]
= ǫµ

(1) ǫν
(2) {g, {γµ, γν}} , (2.51)
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donde la última igualdad se obtiene utilizando la identidad de Jacobi.
Pero el paréntesis de Poisson de dos v́ınculos de primera clase es fuerte-
mente igual a una combinación lineal de v́ınculos de primera clase, es
decir,

{γµ, γν} = Cµν
λ γλ . (2.52)

Este resultado nos lleva a concluir que la cantidad {γµ, γν} es tam-
bién el generador de una transformación no–f́ısica.

Los C’s son las constantes de estructura del grupo de simetŕıa de
gauge, y los γ’s son los generadores de las simetŕıas de gauge.
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3. Sistemas con Vı́nculos. II

La conjetura de Dirac. Con respecto a las ecuaciones (2.50b) no
está garantizado que estas serán satisfechas, ni siquiera débilmente. Por
lo tanto la situación es que algunas relaciones (2.50b) serán débilmente
satisfechas mientras que otras pueden llevar a imponer nuevas relaciones
entre las coordenadas canónicas. Supongamos que las relaciones (2.50b)
imponen R2, 0 ≤ R2 ≤ R, nuevas relaciones entre los ~q’s y ~p’s de la
forma

φ(2)
a2

(~q, ~p) ≈ 0 , (3.01)

donde a2 = 1, · · · , R2. Estas nuevas relaciones son los v́ınculos secun-
darios, los cuales se han obtenido usando las ecuaciones de movimiento.

Dirac conjeturó que los v́ınculos secundarios se deben tratar de la
misma manera que los v́ınculos primarios. Por lo tanto, la situación es la
misma que antes de imponer las condiciones de consistencia. Existe un
Hamiltoniano canónico Hc y un conjunto de v́ınculos, primarios y secun-
darios. Ahora se repite el procedimiento anterior de separar los v́ınculos
en primera y segunda clase y se aplican nuevamente las condiciones de
consistencia. Es posible que nuevamente aparezcan otros v́ınculos y el
procedimiento se debe repetir hasta llegar a una situación en la cual
todas las condiciones de consistencia se satisfacen en forma automática.
Finalmente, se termina con un conjunto de R′ v́ınculos de primera clase
γ̄µ, y 2J ′ v́ınculos de segunda clase χ̄α. Ahora todos los v́ınculos, primar-
ios, secundarios o de una generación posterior, aparecen al mismo nivel.
Lo que ahora es realmente importante, en este enfoque no es tanto si los
v́ınculos son primarios o secundarios, sino más bien si son de primera o
de segunda clase.

Después de haber impuesto las condiciones de consistencia se ter-
mina con un conjunto de v́ınculos de primera clase el cual, en general, es
mayor que el conjunto original de v́ınculos de primera clase. Los v́ınculos
primarios de primera clase corresponden a invariancias de gauge de la
teoŕıa. Sin embargo, a priori, lo mismo no se puede decir de los v́ınculos
secundarios de primera clase. Por otra parte, el paréntesis de Poisson de
dos v́ınculos de primera clase es nuevamente un v́ınculo de primera clase,
ecuación (2.52). Podŕıa bien suceder que este nuevo v́ınculo de primera
clase sea secundario y por lo tanto también un generador de transforma-
ciones de gauge. Por lo tanto, los v́ınculos secundarios de primera clase
también debeŕıan ser generadores de transformaciones no–f́ısicas.
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Dirac créıa que la interpretación anterior era correcta, pero fue inca-
paz de demostrarla. Frente a esta situación Dirac conjeturó lo siguiente.

Conjetura de Dirac. Todos los v́ınculos de primera clase, pri-
marios y secundarios, son generadores de transformaciones de gauge.

Hasta la actualidad no ha sido posible demostrar esta conjetura y
la situación es realmente poco clara dado que existen ejemplos tanto en
favor como en contra.

La conjetura de Dirac es consistente en los siguientes aspectos:

1. Las transformaciones generadas por v́ınculos de primera clase pre-
serva todos los v́ınculos, tanto de primera como de segunda clase, y
por lo tanto mapea estados permitidos en estados permitidos.

2. El paréntesis de Poisson de dos generadores de transformaciones de
gauge también es una transformación de gauge.

Finalmente, considerando todos los v́ınculos de primera clase como ge-
neradores de transformaciones de gauge podemos estar seguros de que
el sistema tendrá un número par de variables canónicas, donde cada par
está asociado con un grado de libertad f́ısico.

El resultado anterior sugiere que las ecuaciones de movimiento se
pueden generalizar para permitir no sólo las variaciones dadas por los
v́ınculos de primera clase primarios sino que también por los secundarios.

Finalmente, la conjetura es respaldada por el hecho que aun cuando
uno comience con un conjunto menor de v́ınculos inevitablemente apare-
cerán v́ınculos secundarios como una consecuencia de las condiciones que
fijan el gauge.

El Hamiltoniano extendido. La evolución temporal está ahora
dada por un Hamiltoniano que contiene todos los v́ınculos, primarios y
secundarios, de primera y de segunda clase, junto con el paréntesis de
Poisson. Este Hamiltoniano extendido está dado por

HE = Hc + ūᾱ χ̄ᾱ + v̄µ̄ γ̄µ̄ , (3.02)

donde ahora ᾱ = 1, · · · , 2J ′, y µ̄ = 1, · · · , R′. La evolución temporal está
dada por

Ḟ = {F, HE} ≈ {F, Hc} + ūᾱ {F, χ̄ᾱ} + v̄µ̄ {F, γ̄µ̄} . (3.03)
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Las condiciones de consistencia son

˙̄χᾱ ≈ {χ̄ᾱ, Hc} + ūβ̄ {χ̄ᾱ, χ̄β̄} ≈ 0 , (3.04a)

˙̄γµ̄ ≈ {γ̄µ̄, Hc} ≈ 0 . (3.04b)

Pero ahora, las ecuaciones (3.04b) se satisfacen automáticamente y no
dan origen a nuevos v́ınculos. Con respecto a las ecuaciones (3.04a)
introduzcamos la siguiente notación

C̄ᾱβ̄ = {χ̄ᾱ, χ̄β̄} . (3.05)

Dado que esta es una matriz de paréntesis de Poisson de v́ınculos de
segunda clase, por definición es una matriz regular y por lo tanto existe
una matriz inversa C̄ᾱβ̄ que satisface

C̄ᾱγ̄ C̄β̄γ̄ = δᾱ
β̄ . (3.06)

Entonces, la ecuación (3.04a) se puede reescribir como

ūᾱ ≈ −C̄ β̄ᾱ {χ̄β̄ , Hc} . (3.07)

Entonces, la ecuación de evolución (3.03) se puede reescribir como

Ḟ ≈ {F, Hc} − {F, χ̄ᾱ} C̄ β̄ᾱ {χ̄β̄ , Hc} + v̄µ̄ {F, γ̄µ̄} . (3.08)

Los dos primeros términos están completamente determinados, y por lo
tanto se pueden agrupar en una única expresión estandarizada. Defi-
namos

{F, G}∗ = {F, G} − {F, χ̄ᾱ} C̄ β̄ᾱ {χ̄β̄ , G} . (3.09)

Esta expresión es el paréntesis de Dirac. Por lo tanto, podemos reescribir
(3.08) como

Ḟ ≈ {F, Hc}∗ + v̄µ̄ {F, γ̄µ̄} . (3.10)

Aparte del término asociado con los v́ınculos de primera clase hemos
logrado escribir la dinámica de un sistema con v́ınculos de una manera
Hamiltoniana, sólo que esta vez, en vez del paréntesis de Poisson se debe
usar el paréntesis de Dirac.
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El paréntesis de Dirac. El paréntesis de Dirac posee todas las
propiedades del paréntesis de Poisson, a saber:

a. Antisimetŕıa:

{F, G}∗ = −{G, F}∗ . (3.11a)

b. Linealidad:

{a1 F1 + a2 F2, G}∗ = a1 {F1, G}∗ + a2 {F2, G}∗ . (3.11b)

c. Regla de Leibniz:

{F1 F2, G}∗ = {F1, G}∗ F2 + F1 {F2, G}∗ . (3.11c)

d. Identidad de Jacobi:

{F1, {F2, F3}∗}∗ + {F2, {F3, F1}∗}∗ + {F3, {F1, F2}∗}∗ ≡ 0 . (3.11d)

y las siguientes propiedades adicionales:

e. Para G de primera clase y F arbitrario:

{F, G}∗ ≈ {F, G} . (3.11e)

f. Para G1 y G2 de primera clase y F arbitrario:

{F, {G1, G2}∗}∗ ≈ {F, {G1, G2}} . (3.11f)

Otra propiedad importante del paréntesis de Dirac es su iterativi-
dad. Si el número de v́ınculos es demasiado grande se puede evitar el
trabajo de invertir matrices demasiado grandes si se toma un conjunto
más pequeño de v́ınculos de segunda clase y se evalua el paréntesis de
Dirac para este subconjunto. Iterando este procedimiento hasta colo-
car todos los v́ınculos de segunda clase fuertemente iguales a cero da el
mismo resultado que evaluar el paréntesis de Dirac en un único paso.

Funciones de primera clase. El paréntesis de Dirac también se
puede obtener usando un método constructivo introducido por Hanson,
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Regge y Teitelboim (1976). Para cualquier función F es siempre posible
construir una nueva función F ′ que tiene paréntesis de Poisson nulo con
todos los v́ınculos de segunda clase. Definamos

F ′ = F − {F, χ̄ᾱ} C̄ β̄ᾱ χ̄β̄ . (3.12)

Entonces, se tiene que

{F ′, χ̄ᾱ} ≈ 0 . (3.13)

Se debe observar, sin embargo, que {F ′, γ̄µ̄} no es necesariamente débil-
mente igual a cero.

A continuación se postula que el paréntesis de Poisson de dos fun-
ciones F y G se debe reemplazar por el paréntesis de Poisson de sus
contrapartes de primera clase, es decir,

{F, G} → {F ′, G′}, . (3.14)

Se debe observar que, aun cuando F ′ ≈ F y G′ ≈ G, en general se tiene
{F ′, G′} 6≈ {F,G}. También se puede obtener la serie de igualdades

{F, G}∗ ≈ {F ′, G′} ≈ {F ′, G} ≈ {F, G′} . (3.15)

Si todos los paréntesis de Poisson se reemplazan por paréntesis de Dirac
significa que se ha elegido trabajar sólo con v́ınculos de primera clase.

A partir de las ecuaciones anteriores se obtiene que

{F1, {F2, F3}∗}∗ ≈ {F ′
1, {F ′

2, F ′
3}} , (3.16)

de modo tal que la identidad de Jacobi es satisfecha en forma débil por
el paréntesis de Dirac.

El Hamiltoniano de primera clase. La versión de primera clase
del Hamiltoniano es

H ′ = H − {H, χ̄ᾱ} C̄ β̄ᾱ χ̄β̄ . (3.17)

Pero a partir de (3.04a) se ve que

H ′ = H + ūᾱ χ̄ᾱ . (3.18)

Por lo tanto, el Hamiltoniano extendido se puede escribir como

HE = H ′ + v̄µ̄ γ̄µ̄ . (3.19)
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De hecho, H ′ está determinado módulo una combinación lineal de los
v́ınculos.

Las ecuaciones de movimiento son válidas tanto para el paréntesis
de Poisson como para el paréntesis de Dirac, es decir,

{F, HE}∗ ≈ {F, HE} . (3.20)

Por lo tanto, también se puede escribir

Ḟ ≈ {F, HE}∗ . (3.21)

El Hamiltoniano extendido HE contiene R′ funciones arbitrarias v̄µ̄.
La separación de HE en H ′ y v̄·γ̄ no es única dado que ambas partes están
definidas sólo en forma débil. La situación final es que el paréntesis de
Poisson se deshecha después de haber servido su propósito de distinguir
entre v́ınculos de primera y de segunda clase. Todas las ecuaciones de
la teoŕıa se formulan en términos del paréntesis de Dirac; los v́ınculos
de segunda clase se reducen a identidades, es decir, a ecuaciones fuertes,
lo cual reduce el número de variables independientes. El paréntesis de
Dirac se reduce al de Poisson para el resto de las variables.

Significado de los v́ınculos de segunda clase. El paréntesis
de Dirac, definido por (3.09) posee varias propiedades importantes. En
primer lugar se tiene

{F, χ̄ᾱ}∗ = {F, χ̄ᾱ} − {F, χ̄β̄} C̄ γ̄β̄ {χ̄γ̄ , χ̄ᾱ}
= {F, χ̄ᾱ} − {F, χ̄β̄} C̄ γ̄β̄ C̄γ̄ᾱ

= {F, χ̄ᾱ} − {F, χ̄β̄} δβ̄
ᾱ

= {F, χ̄ᾱ} − {F, χ̄ᾱ} ≡ 0 . (3.22)

Dado que F es completamente arbitrario, el resultado anterior significa
que los v́ınculos de segunda clase se pueden colocar fuertemente iguales
a cero después de haber construido el paréntesis de Dirac.

El significado de los v́ınculos de segunda clase se puede entender
con un ejemplo sencillo debido a Dirac. Supongamos que tenemos los
siguientes dos v́ınculos de segunda clase

χ1 = q1 ≈ 0 ,

χ2 = p1 ≈ 0 . (3.23)
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estos v́ınculos son de segunda clase dado que

C12 = {χ1, χ2} = {q1, p1} = 1 . (3.24)

La matrix inversa es C12 = 1. El paréntesis de Dirac está dado por

{F, G} = {F, G} + {F, q1} {p1, G} − {F, p1} {q1, G}

=
N

∑

i=1

(

∂F

∂qi

∂G

∂pi
− ∂G

∂qi

∂F

∂pi

)

−
(

∂F

∂q1

∂G

∂p1
− ∂G

∂q1

∂F

∂p1

)

=

N
∑

i=2

(

∂F

∂qi

∂G

∂pi
− ∂G

∂qi

∂F

∂pi

)

. (3.25)

Es decir, el paréntesis de Dirac es el paréntesis de Poisson sólo para las
variables relevantes del espacio de fase.

En el caso de sólo v́ınculos de segunda clase, el Hamiltoniano pri-
mario está dado por

H1 = Hc + uα χα . (3.26)

En este caso las condiciones de consistencia permiten determinar los
multiplicadores de Lagrange uα. Entonces tenemos

H1 = Hc − {Hc, χβ}Cαβ χα . (3.27)

La derivada temporal de cualquier función en el espacio de fase está dada
por

Ḟ = {F, Hc}∗ = {F, Hc} − {F, χα}Cβα {χβ , Hc} . (3.28)

La principal propiedad de esta ecuación es

χ̇α ≡ 0 , (3.29)

donde hemos usado el hecho que

{χα, Hc}∗ ≡ 0 . (3.30)

Ahora es posible colocar todos los v́ınculos de segunda clase fuertemente
iguales a cero. De este modo la ecuación (3.28) describe una dinámica
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restringida a un subespacio Σ de dimensión (2N −2J). Ahora se pueden
considerar como variables canónicas independientes un subconjunto de
dimensión (2N − 2J) de las variables canónicas originales. Haciendo
esto se puede mostrar que el paréntesis de Dirac induce una estructura
simpléctica sobre Σ. El número de grados de libertad es f = N − J .

Ahora debemos considerar sólo el paréntesis de Dirac y olvidarnos
de su definición en términos del paréntesis de Poisson construido con las
variables canónicas originales. La idea es encontrar nuevas variables ~Q
y ~P tal que el paréntesis de Dirac para estas variables sea

{Qi, Pj}∗ = δi
j . (3.31)

La posibilidad de encontrar estas funciones, nuevas coordenadas canóni-
cas, está garantizada por el Teorema de Darboux. Por lo tanto, se ter-
mina con un sistema Hamiltoniano con (N − J) grados de libertad.

Fijación del gauge. El siguiente problema que debemos consid-
erar es qué hacer con los multiplicadores de Lagrange indeterminados
asociados con los v́ınculos de primera clase. Para esto es adecuado recor-
dar cuál es la situación para sistemas que contienen sólo v́ınculos de se-
gunda clase. A partir de ese ejemplo debeŕıa ser claro lo que se debe
hacer cuando también tenemos v́ınculos de primera clase: se los debe
transformar en v́ınculos de segunda clase.

Dado que tenemos funciones arbitrarias, los multiplicadores de La-
grange asociados con los v́ınculos de primera clase, las podemos usar
para fijar condiciones adicionales (compatibles con los v́ınculos). Estas
condiciones adicionales, impuestas con completa arbitrariedad en forma
externa a la dinámica del sistema son las condiciones que fijan el gauge.

Consideremos entonces el caso en el cual también tenemos v́ınculos
de primera clase. Entonces la ecuación de movimiento es (3.11). Todav́ıa
se tiene las propiedad (3.22) la cual hace posible colocar los v́ınculos
de segunda clase fuertemente iguales a cero. Pero todav́ıa tenemos las
funciones arbitrarias v̄µ̄ en la solución de las ecuaciones de Hamilton–
Dirac. Para seleccionar un representativo de esta clase de soluciones
debemos dar valores a las funciones v̄µ̄. Este procedimiento se conoce
como fijación del gauge. Para que esto sea posible debemos hacer que los
multiplicadores v̄µ̄ se obtengan a partir de las condiciones de consisten-
cia. Para lograr esto debemos introducir R′ condiciones adicionales, las
condiciones que fijan el gauge y que se comportan como nuevos v́ınculos,
de manera tal que el conjunto completo de v́ınculos junto con las condi-
ciones de gauge sean sólo v́ınculos de segunda clase. La dinámica queda
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restringida a una subvariedad Σ de dimensión (2N −2J ′−2R′) del espa-
cio de fase. Entonces el número de grados de libertad es f = N−J ′−R′.
Además, esta construcción nos muestra que Σ tiene la estructura de un
haz fibrado: las secciones locales ϕ corresponden a distintas elecciones
de los v̄µ̄ y la base B, por ejemplo, a v̄µ̄ = 0.

Estos nuevos v́ınculos los denotaremos por ψ̄µ̄ y consideraremos el
conjunto extendido de v́ınculos φ̄ = (χ̄, γ̄, ψ̄). La matriz {φ̄, φ̄} está dada
por

{φ̄, φ̄} =











{χ̄, χ̄} {χ̄, γ̄} {χ̄, ψ̄}

{γ̄, χ̄} {γ̄, γ̄} {γ̄, ψ̄}

{ψ̄, χ̄} {ψ̄, γ̄} {ψ̄, ψ̄}











≈











C̄ᾱβ̄ 0 D̄ᾱρ̄

0 0 Ēµ̄ρ̄

−D̄β̄ν̄ −Ēλ̄ν̄ F̄ν̄ρ̄











, (3.32)

donde

D̄ᾱµ̄ ≈ {χ̄ᾱ, ψ̄µ̄} ,

Ēµ̄ν̄ ≈ {γ̄µ̄, ψ̄ν̄} ,

F̄µ̄ν̄ ≈ {ψ̄µ̄, ψ̄ν̄} . (3.33)

La condición para que todos los v́ınculos sean de segunda clase es

det({φ̄, φ̄}) ≈ det(C̄ᾱβ̄) [det(Ēµ̄ν̄)]2 6≈ 0 , (3.34)

es decir

det(Ēµ̄ν̄) = det({γ̄µ̄, ψ̄ν̄}) 6≈ 0 . (3.35)

De este modo, los v́ınculos de gauge deben tener paréntesis de Poisson
no–nulo con los v́ınculos de primera clase y tal que su determinante sea
distinto de cero. Por lo tanto, existe una matriz inversa Ēν̄σ̄ tal que

Ēν̄σ̄ Ēν̄τ̄ = Ēσ̄ν̄ Ēτ̄ ν̄ = δσ̄
τ̄ . (3.36)
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La condición (3.35) es equivalente a exigir que el determinante de
Faddeev–Popov sea diferente de cero.

La matriz inversa de (3.33) está dada por

{φ̄, φ̄}−1 =











C̄ᾱγ̄ B̄µ̄γ̄ 0

−B̄σ̄ᾱ Ḡµ̄σ̄ −Ēσ̄ν̄

0 Ēµ̄τ̄ 0











, (3.37)

donde

B̄µ̄γ̄ = −Ēµ̄ρ̄ C̄ᾱγ̄ D̄ᾱρ̄ ,

Ḡµ̄σ̄ = Ēµ̄τ̄
[

B̄σ̄ᾱ D̄ᾱτ̄ + Ēσ̄ν̄ F̄ν̄τ̄

]

. (3.38)

El Hamiltoniano extendido es ahora

HE = Hc + ūᾱ χ̄ᾱ + v̄µ̄ γ̄µ̄ + w̄µ̄ ψ̄µ̄ . (3.39)

Ahora, la evolución temporal de una función F en el espacio de fase está
dada por

Ḟ ≈ {F, Hc} + ūᾱ {F, χ̄ᾱ} + v̄µ̄ {F, γ̄µ̄} + w̄µ̄ {F, ψ̄µ̄} . (3.40)

Las condiciones de consistencia son

˙̄χᾱ ≈ {χ̄ᾱ, Hc} + ūβ̄ C̄ᾱβ̄ + w̄ρ̄ D̄ᾱρ̄ ≈ 0 ,

˙̄γµ̄ ≈ {γ̄µ̄, Hc} + w̄ρ̄ Ēµ̄ρ̄ ≈ 0 ,

˙̄ψν̄ ≈ {ψ̄ν̄ , Hc} − ūβ̄ D̄β̄ν̄ − v̄λ̄ Ēλ̄ν̄ + w̄ρ̄ F̄ᾱρ̄ ≈ 0 . (3.41)

Dado que ahora todos los v́ınculos son de segunda clase es posible de-
spejar todos los multiplicadores de Lagrange. La solución es

ūγ̄ ≈ C̄ᾱγ̄ {χ̄ᾱ, Hc} + B̄µ̄γ̄ {γ̄µ̄, Hc} ,

v̄σ̄ ≈ −B̄σ̄ᾱ {χ̄ᾱ, Hc} + Ḡµ̄σ̄ {γ̄µ̄, Hc} − Ēσ̄ν̄ {ψ̄ν̄ , Hc} ,

w̄τ̄ ≈ Ēµ̄τ̄ {γ̄µ̄, Hc} . (3.42)
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Ahora, la ecuación (3.40) se puede escribir como

Ḟ ≈ {F, Hc}∗g , (3.43)

donde {, }∗g es el paréntesis de Dirac calibrado dado por

{F, G}∗g = {F, χ̄γ̄}
[

C̄ᾱγ̄ {χ̄ᾱ, G} + B̄µ̄γ̄ {γ̄µ̄, G}
]

+ {γ̄σ̄, F}
[

−B̄σ̄ᾱ {χ̄ᾱ, G} + Ḡµ̄σ̄ {γ̄µ̄, G} − Ēσ̄ν̄ {ψ̄ν̄ , G}
]

+ {ψ̄τ̄ , F} Ēµ̄τ̄ {γ̄µ̄ . (3.44)

Objeciones a la conjetura de Dirac. Cada cierto tiempo apare-
cen objeciones a la conjetura de Dirac. Todas estas objeciones están
basadas en la observación de que, en general, las ecuaciones de movi-
miento que se obtienen a partir del Hamiltoniano extendido HE , el cual
contiene v́ınculos primarios y secundarios, no siempre son equivalentes a
las ecuaciones de Lagrange correspondientes. Por esta razón, el Hamilto-
niano primario (2.33) ha sido defendido por varios autores como el gen-
erador correcto de la evolución temporal para los sistemas con v́ınculos.
De hecho, a partir de las ecuaciones de Hamilton generadas por H1 se
pueden reobtener las ecuaciones de movimiento Lagrangianas correspon-
dientes.

Se puede mostrar (Costa et al., 1985; Cabo, 1986) que la conjetura
de Dirac es cierta para los sistemas que sólo poseen v́ınculos de primera
clase. En este caso H1 y HE pueden generar ecuaciones de movimiento
distintas para las variables que dependen del gauge, pero, no obstante,
H1 y HE generan las mismas ecuaciones de movimiento para las can-
tidades invariantes de gauge del sistema. En otras palabras, se puede
mostrar que H1 y HE dan origen a la misma dinámica.

El formalismo primario. En el formalismo primario se trabaja
sólo con v́ınculos primarios. Si se imponen condiciones de consisten-
cia aparecen v́ınculos secundarios. Esta situacíion se puede evitar si al
mismo tiempo se imponen las condiciones que fijan el gauge. En este
caso el Hamiltoniano está dado por

HE = Hc + uα χα + vµ γµ + wµ ψµ . (3.45)

Ahora, la evolución temporal de una función F en el espacio de fase está
dada por
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Ḟ ≈ {F, Hc} + uα {F, χα} + vµ {F, γµ} + wµ {F, ψµ} . (3.46)

Las condiciones de consistencia son (3.41) (sin barras). Dado que ahora
todos los v́ınculos son de segunda clase es posible despejar todos los
multiplicadores de Lagrange. La solución es (3.42) (son barras). Ahora,
la ecuación (3.46) se puede reescribir como (3.43) (sin barras), donde
{, }∗g es el paréntesis de Dirac primario calibrado, el cual está dado por
(3.44) (sin barras).

Hemos pasado por alto varios casos especiales, quizás los más in-
teresantes, que aparecen cuando no se satisfacen algunas condiciones de
integrabilidad o de regularidad. De interés especial es el caso en el cual
se deben elegir todos los v́ınculos de gauge como

ψ̄µ̄ = {γ̄µ̄, Hc} , (3.45)

y adicionalmente ocurre que

{γ̄µ̄, {γ̄ν̄ , Hc}} ≈ 0 . (3.46)

Esta propiedad depende sólo de la forma funcional del Lagrangiano, y
por lo tanto es una propiedad intŕınseca de la teoŕıa bajo consideración.
Por lo tanto no es posible satisfacer la condición (3.36). La solución a este
problema es considerar nuevos v́ınculos de gauge ψ̄µ̄, ϕ̄ν̄ tales que el con-
junto extendido de v́ınculos {χ̄, γ̄, {γ̄, Hc}, ψ̄, ϕ̄} dé origen a una matriz
de paréntesis de Poisson regular, es decir, todos los v́ınculos de primera
clase. La electrodinámica y la relatividad general son ejemplos de esta
situación. Esto explica por qué el formalismo funciona, por ejemplo, en
electrodinámica, aun cuando se están usando v́ınculos secundarios, los
cuales, en general, llevan a inconsistencias.
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4. Teoŕıas Parametrizadas

Mecánica parametrizada. Una teoŕıa es covariante si su des-
cripción no depende del sistema de coordenadas. En el caso de la
mecánica clásica esta condición es equivalente a la invariancia de parame-
trización.

Consideremos un sistema descrito por la acción

S[t] =

∫

L

(

q,
dq

dt

)

dt . (4.01)

Consideremos ahora la misma acción con otra parametrización τ = τ(t).
Se tiene

S[τ ] =

∫

L

(

q,
dq

dτ

)

dτ . (4.02)

Un sistema es invariante de parametrización si S[τ ] = S[t], es decir,

∫

L

(

q,
dq

dτ

)

dτ =

∫

L

(

q,
dq

dt

)

dt . (4.03)

Esta relación se puede reescribir como

∫

L

(

q,
dt

dτ

dq

dt

)

dτ =

∫

L

(

q,
dq

dt

)

dt

dτ
dτ . (4.04)

Por lo tanto, se tiene

L

(

q,
dt

dτ

dq

dt

)

= L

(

q,
dq

dt

)

dt

dτ
. (4.05)

Por lo tanto, L es una función homogénea de primer orden en las veloci-
dades

L

(

q, λ
dq

dt

)

= λL

(

q,
dq

dt

)

. (4.06)

Derivando con respecto a λ y evaluando en λ = 1 se obtiene

Hc = q̇i ∂L

∂q̇i
− L ≡ 0 . (4.07)

Por lo tanto el Hamiltoniano es idénticamente nulo.
Derivando la relación (4.07) con respecto a ~̇q se obtiene
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Wij q̇j ≡ 0 . (4.08)

Por lo tanto, la matriz Hessiana tiene un autovector nulo. Contrayendo
la ecuación de Euler–Lagrange con este auto–vector nulo, y utilizando
(4.07), se obtiene

ϕ = q̇i αi = q̇i

[

∂L

∂qi
− q̇j ∂2L

∂qj∂q̇i

]

= q̇i ∂

∂qi

[

L − q̇j ∂L

∂q̇j

]

≡ 0 . (4.09)

Por lo tanto, a nivel Lagrangiano, a pesar de que la matriz Hessiana es
singular, el v́ınculo es idénticamente cero.

A nivel Hamiltoniano śı existe un v́ınculo, el cual se obtiene como
sigue. El momento canónicamente conjugado está dado por

pi =
∂L

∂q̇i
. (4.10)

A partir de la propiedad de homogeneidad del Lagrangiano se sigue que
los momentos son expresiones homogéneas de orden cero en las veloci-
dades, es decir, dependen sólo de las combinaciones q̇1/q̇n, · · · , q̇n−1/q̇n.
Por lo tanto existe un v́ınculo φ cuya forma expĺıcita depende de la forma
expĺıcita del Lagrangiano que se esté considerando.

El Hamiltoniano primario está dado por

H1 = v φ . (4.11)

Este v́ınculo es de primera clase y se debe introducir una condición para
fijar el gauge. En este caso la fijación del gauge es equivalente a elegir
una parametrización particular de la acción.

La part́ıcula relativista. El mejor ejemplo de un sistema invari-
ante de parametrización es la part́ıcula relativista. La acción es propor-
cional a la distancia, es decir,

S = −mc

∫

ds = −mc

∫

(gµν dxµ dxν)1/2

= −mc

∫

(gµν ẋµ ẋν)1/2 dt . (4.12)

El Lagrangiano correspondiente es
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L = −mc (gµν ẋµ ẋν)1/2 . (4.13)

Las ecuaciones de movimiento son

δL

δxµ
= Wµν

[

ẍν +
{

ν
λρ

}

ẋλ ẋρ
]

= 0 , (4.14)

donde {} son los śımbolos de Christoffel asociados con la métrica g y

Wµν =
∂2L

∂ẋµ∂ẋν
=

mc

(ẋ2)3/2
[(ẋ2) gµν − ẋµ ẋν ] , (4.15)

es la matriz Hessiana. Es fácil verificar que esta matriz Hessiana satisface
la relación (4.08).

Contrayendo las ecuaciones de movimiento (4.14) con ẋµ se obtiene
una relación equivalente a (4.09), lo cual significa que no hay v́ınculos
Lagrangianos.

La solución general de la ecuación (4.14) es

ẍν +
{

ν
λρ

}

ẋλ ẋρ = α ẋν , (4.16)

Contrayendo esta ecuación con la velocidad se obtiene

1

2

d(ẋ2)

dt
= α (ẋ2) . (4.17)

Por lo tanto

ẍν +
{

ν
λρ

}

ẋλ ẋρ =
1

2

1

(ẋ2)

d(ẋ2)

dt
ẋν . (4.18)

La parametrización se puede elegir de manera tal que (ẋ2) = constante.
En este caso, la ecuación (4.16) se reduce a

ẍν +
{

ν
λρ

}

ẋλ ẋρ = 0 . (4.19)

Este es un procedimiento habitual en la geometŕıa de curvas y superficies
y aqúı corresponde a la fijación del gauge.

Los momentos canónicos son

pµ =
∂L

∂ẋµ
= − mc√

ẋ2
gµν ẋν = − mc√

ẋ2
ẋµ . (4.20)
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El Hamiltoniano canónico es idénticamente nulo, Hc ≡ 0. El v́ınculo
primario correspondiente es

φ = gµν pµ pν − m2 c2 = 0 . (4.21)

Por lo tanto, el Hamiltoniano primario es el v́ınculo (4.21) multiplicado
por una función arbitaria v, es decir,

H1 = v φ . (4.22)

Si se intenta hacer mecánica cuántica con este Hamiltoniano se llega a
la ecuación de Klein–Gordon.

Mecánica no–parametrizada. No todos los Lagrangianos de la
mecánica corresponden a sistemas parametrizados. Dirac, en 1933, de-
sarrolló un método para parametrizar Lagrangianos no–parametrizados.
El método consiste en considerar el tiempo t como una nueva coordenada
q0 del espacio de configuración.

Consideremos la acción

S[t] =

∫

L
(

qi, q̇i
)

dt . (4.23)

Si t = q0 y τ es un nuevo parámetro temporal, entonces

S[τ ] =

∫

L
(

qi, θi
)

q̇0 dτ . (4.24)

donde θi = q̇i/q̇0. El nuevo Lagrangiano es

L̄ = L
(

qi, θi
)

q̇0 . (4.25)

las ecuaciones de Euler–Lagrange correspondientes son

δL̄

δq0
= − d

dt

(

L − θi ∂L

∂θi

)

= 0 ,

δL̄

δqi
=

∂L

∂qi
q̇0 − d

dt

(

∂L

∂θi

)

= 0 . (4.26)

Los momentos correspondientes están dados por
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p̄0 =
∂L̃

∂q̇0
= L − θi ∂L

∂θi
, (4.27a)

p̄i =
∂L̃

∂q̇i
=

∂L

∂θi
. (4.27b)

El correspondiente Hamiltoniano es idénticamente cero.
La relación (4.27a) se puede reescribir como

p̄0 = −Hc . (4.28)

Si el Lagrangiano L es regular, entonces (4.27b) se puede invertir para
expresar θ’s en términos de p̄’s. Finalmente la relación (4.28) es

p̄0 = −Hc

(

qi, p̄i

)

. (4.29)

Este es el v́ınculo Hamiltoniano. La versión cuántica de este v́ınculo es
la ecuación de Schrödinger.

Lagrangianos T −V parametrizados. Un ejemplo sencillo de un
Lagrangiano no–parametrizado es

L =
m

2
~̇q
2 − V (~q) . (4.30)

El correspondiente Lagrangiano parametrizado es

L̄ =
m

2

~̇q
2

q̇0
− V (~q) q̇0 . (4.31)

Los momentos correspondientes están dados por

p̄0 =
∂L̄

∂q̇0
= −m

2

~̇q
2

(q̇0)2
− V (~q) ,

p̄i =
∂L̄

∂q̇i
= m

~̇qi

q̇0
. (4.32)

Reemplazando se obtiene

p̄0 = − 1

2m
~p2 − V (~q) . (4.33)
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La versión cuántica de este v́ınculo es la ecuación de Schrödinger.

Leyes de conservación. La enerǵıa es una cantidad conservada.
No obstante, para un sistema parametrizado la enerǵıa es idénticamente
cero. Por lo tanto, para la construcción de cantidades conservadas se
debe recurrir al teorema de Noether.

La variación de tipo Noether del Lagrangiano es

∆ξL̄ = ξi ∂L̄

∂qi
+ ξ̇0 ∂L̄

∂q̇0
+ ξ̇i ∂L̄

∂q̇i

= ξi ∂L

∂qi
q̇0 + ξ̇0

(

−θi ∂L

∂θi
+ L

)

+ ξ̇i ∂L

∂θi
. (4.34)

La carga de Noether se define como

Q = ξ0 ∂L̄

∂q̇0
+ ξi ∂L̄

∂q̇i
. (4.35)

La derivada temporal de la carga de Noether es

Q̇ = ∆N L̄ + ξ0 δL̄

δq0
+ ξi δL̄

δqi
. (4.36)

Como en el caso standard, si se satisfacen las ecuaciones de Euler–
Lagrange (4.26) y si se anula la variación de Noether del Lagrangiano,
entonces la carga de Noether es una cantidad conservada. Por lo tanto,
se debe tener

ξi ∂L

∂qi
q̇0 + ξ̇0

(

−θi ∂L

∂θi
+ L

)

+ ξ̇i ∂L

∂θi
= 0 . (4.37)

Observemos que

ξ̇0 =
∂ξ0

∂q0
q̇0 +

∂ξ0

∂qi
q̇i ,

ξ̇i =
∂ξi

∂q0
q̇0 +

∂ξi

∂qj
q̇j . (4.38)

Entonces, la ecuación (4.37) se reescribe como
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ξi ∂L

∂qi
+

(

∂ξ0

∂q0
+

∂ξ0

∂qi
θi

) (

−θi ∂L

∂θi
+ L

)

+

(

∂ξi

∂q0
+

∂ξi

∂qj
θj

)

∂L

∂θi
= 0 . (4.39)

Esta ecuación se debe satisfacer en forma independiente para las distintas
potencias de θ; pero para esto es necesario considerar cada situación en
forma separada.

Usando el v́ınculo (4.07) se observa que Q se puede reescribir como

Q = −ξ0 H + ξi pi . (4.40)

Después de fijar la parametrización las cantidades conservadas se dividen
en tres tipos:

1. Externas. La enerǵıa.
2. Mixtas. Tal como el vector de Runge–Lenz.
3. Internas. Tal como el momento lineal y el momento angular.

Teoŕıa de campos parametrizada. En el caso de la teoŕıa de
campos la covariancia de una teoŕıa no es equivalente a la invariancia de
parametrización.

Consideremos un sistema descrito por la acción

S[X] =

∫

L(φA, φA
µ) d4X . (4.41)

Consideremos ahora la misma acción con otra parametrización Y =
Y(X). Se tiene

S[Y] =

∫

L
(

φA, φA
α

)

d4Y . (4.42)

Un sistema es invariante de parametrización si S[Y] = S[X], es decir,

∫

L
(

φA, φA
α

)

d4Y =

∫

L
(

φA, φA
µ

)

d4X . (4.43)

Esta relación se puede reescribir como

∫

L
(

φA, φA
µ Xµ

α

)

d4Y =

∫

L
(

φA, φA
µ

)

X d4Y . (4.44)
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En la relación anterior y en lo que sigue se utiliza la siguiente no-
tación. Se tiene

Y α
µ =

∂Y α

∂Xµ
,

Xµ
α =

∂Xµ

∂Y α
. (4.45)

Además

X = det(Xµ
α) ,

Y = det(Y α
µ) . (4.46)

Además

Xµ
α Y α

ν = δµ
ν ,

Y α
µ Xµ

β = δα
β . (4.47)

A partir de las relaciones anteriorees se sigue que

∂Y β
ν

∂Xµ
α

= −Y α
ν Y β

µ . (4.48)

Además

∂X

∂Xµ
α

= Y α
µ X . (4.49)

Por lo tanto, se tiene

L
(

φA, φA
µ Xµ

α

)

= L
(

φA, φA
µ

)

X . (4.50)

Por lo tanto, L es una función homogénea de orden n en las primeras
derivadas de los campos. Derivando con respectio a Xµ

α y evaluando
en Xµ

α = δµ
α se obtiene

Hc
µ

ν = φA
ν

∂L
∂φA

µ

− L δµ
ν ≡ 0 . (4.51)

Por lo tanto el tensor de momento–enerǵıa canónico es idénticamente
nulo. La derivada de esta ecuación con respecto a φB

λ da
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δλ
µ

∂L
∂φB

ν

+ φA
µ

∂2L
∂φA

ν∂φB
λ

− δν
µ

∂L
∂φB

λ

≡ 0 . (4.52)

Si contraemos esta ecuación con φB
νλ se obtiene

φA
µ

∂2L
∂φA

ν∂φB
λ

φB
νλ ≡ 0 . (4.53)

Un término similar se obtiene al contraer las ecuaciones de campo con
φA

λ. De hecho, se tiene

φA
λ

∂L
∂φA

− φA
λ φB

µ

∂2L
∂φB∂φA

µ

= 0 . (4.54)

Sin embargo, esto no da origen a ningún v́ınculo dado que

φA
λ

δL
δφA

=
d

dxρ
Hρ

λ ≡ 0 . (4.55)

Tal como en mecánica clásica, no hay v́ınculos Lagrangianos.

A nivel Hamiltoniano los v́ınculos se obtienen como sigue. Los mo-
mentos canónicamente conjugados a los campos están dados por

πA =
∂L
∂φ̇A

=
∂L

∂φA
0

= ΠA
0 . (4.56)

El Hamiltoniano canónico está dado por

Hc = Hc
0
0 = φA

0

∂L
∂φA

0

− L ≡ 0 . (4.57)

Los momentos πA son funciones homogéneas de orden tres en las
velocidades. Si consideramos parametrizaciones sólo en una dirección
(cuatri posibilidades) los momentos son funciones homogeneas de orden
cero en las velocidades. Por lo tanto, para cada dirección se obtiene,
como en el caso de la mecánica, un v́ınculo. En total se obtienen cuatro
v́ınculos Hµ.

Aun cuando la forma expĺıcita de estos v́ınculos depende del La-
grangiano inicial, el álgebra de paréntesis de Poisson es la misma para
todas las teoŕıas. es decir, se obtiene un álgebra universal. Esta álgebra
está dada por



4.10

{H0(~x), H0(~y)} = [Hi(~x) + Hi(~y)] diδ(~x − ~y) ,

{Hi(~x), H0(~y)} = H0(~x) diδ(~x − ~y) ,

{Hi(~x), Hj(~y)} = Hi(~y) djδ(~x − ~y) + Hj(~x) diδ(~x − ~y) . (4.58)

Una teoŕıa de campos que posea un tensor de momento–enerǵıa
idénticamente nulo es una teoŕıa de campos invariante de parametriza-
ción, en forma independiente del hecho que haya sido a través de un
proceso de parametrización o no. Por ejemplo, si la teoŕıa ya posee
un tensor de momento–enerǵıa idénticamente cero el procedimiento de
parametrización no es necesario, pues resulta ser redundante.

Significado f́ısico de las teoŕıas de campo con tensor de

momento–enerǵıa idénticamente cero. Con el desarrollo de la Re-
latividad General se reconoció que la estructura geométrica del espacio es
una propiedad f́ısica. A partir de este resultado es que se ha desarrollado
el punto de vista de que toda teoŕıa f́ısica debe ser geométrica.

Aun cuando existen muchas teoŕıas de carácter geométrico, la rela-
ción entre las propiedades geométricas y las propiedades f́ısicas no ha
sido completamente establecida. Un ejemplo particular son las teoŕıas
de campo para las cuales el tensor de momento–enerǵıa es idénticamente
nulo.

Ahora bien, si existe una relación entre las propiedades geométricas
y las propiedades f́ısicas del espacio, entonces cuál es el significado f́ısico
de las teoŕıas con tensor de momento–enerǵıa idénticamente nulo. En
este caso se tiene un sistema con v́ınculos y en este caso no todos los
campos son dinámicos. En varias situaciones los campos juegan un
rol cinématico y un rol dinámico a la vez. Para tratar en forma cor-
recta con estos sistemas se debe separar las variables dinámicas de las
cinemáticas (o las partes cinemática y dinámica de los campos). Las
variable cinemáticas se seleccionan fijando el gauge, es decir, congelando
las variables cinemáticas. Con estas consideraciones debeŕıa ser posible
dar un signifcado f́ısico a las teoŕıas de campo con tensor de momento–
enerǵıa idénticamente nulo.

El tensor de momento–enerǵıa es un objeto en el cual todos los cam-
pos, tanto cinemáticos como dinámicos, se consideran de la misma man-
era. Por lo tanto, el tensor de momento–enerǵıa recibe contribuciones de
los campos cinemáticos (la contribución de la estructura geométrica del
espacio) y una contribución de los campos dinámicos. Dado que el tensor
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de momento–enerǵıa es idénticamente nulo las contribuciones dinámica
y geométrica son iguales pero opuestas. Esto se puede considerar como
una generalización de un principio de acción y reacción. Este es el sig-
nificado f́ısico que se debe atribuir a las teoŕıas de campos que poseen
tensor de momento–enerǵıa idénticamente nulo.

Para encontrar el contenido energético dinámico de tales teoŕıas se
debe considerar sólo los campos dinámicos, y esto se obtiene fijando el
gauge. Es entonces que el tensor de momento–enerǵıa adquiere valores
no–nulos que son f́ısicamente significativos.

Superficies minimales. Consideremos una métrica inducida dada
por

gµν = GAB XA
µ XB

ν . (4.59)

El Lagrangiano está dado por

L = ρ g1/2 , (4.60)

donde ρ = constante es una densidad de enerǵıa. Las ecuaciones de
Euler–Lagrange son

δL
δXA

= Wµν
AB

[

XB
µν +

{

B
CD

}

XC
µ XD

ν

]

= 0 , (4.61)

donde {} son los śımbolos de Christoffel de G, y

Wµν
AB =

1

g/2
[g GAB gµν − XA

µ XB
ν ] , (4.62)

es la matriz Hessiana. Es fácil verificar ques esta matriz satisface la
relación

Wµν
AB XB

ν ≡ 0 . (4.63)

Por lo tanto no hay v́ınculos a nivel Hamiltoniano.
La solución general de la ecuación (4.61) es

XB
µν +

{

B
CD

}

XC
µ XD

ν = Aµ XB
ν + Aν XB

µ , (4.64)

Contrayendo esta ecuación con XB
ν se obtiene

dµg = Aµ g . (4.65)
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Por lo tanto

XB
µν +

{

B
CD

}

XC
µ XD

ν =
1

g

[

∂µg XB
ν + ∂νg XB

µ

]

, (4.66)

la parametrización se puede elegir de manera tal que g = constante. En
este caso la ecuación (4.66) se reduce a

XB
µν +

{

B
CD

}

XC
µ XD

ν = 0 . (4.67)

Este procedimiento es la fijación de la parametrización.
Los momentos canónicamente conjugados están dados por

πA =
∂L

∂ẊA
=

ρ

[%]1/2
GAB

[(

~X1 · ~X1

)

ẊB −
(

~̇X · ~X1

)

XB
1

]

. (4.68)

El tensor de momento–enerǵıa es idénticamente nulo.
El primer v́ınculo se obtiene contrayendo (4.68) con XA

1. Se obtiene

H1 = πA XA
1 = 0 . (4.69)

El segundo v́ınculo está dado por

H0 = ~π · ~π − ρ ~X1 · ~X1 = 0 . (4.70)

Los paréntesis de Poisson de los v́ınculos están dados por

{H0(~x), H0(~y)} = −[H1(~x) + Hi(~y)] d1δ(~x − ~y) ,

{H1(~x), H0(~y)} = 2H0(~x) d1δ(~x − ~y) ,

{H1(~x), H1(~y)} = H1(~y) d1δ(~x − ~y) + H1(~x) d1δ(~x − ~y) . (4.71)

Esta álgebra de v́ınculos es universal.
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5. Formulación Variacional de la Relatividad General

Variables de Inmersión. Como ya se ha visto repetidas veces, el
espacio–tiempo normalmente está foliado tomando como hojas de la fo-
liación las superficies de X0 constante y las coordenadas intŕınsecas den-
tro de cada superficie como las coordenadas Xi heredadas del espacio–
tiempo. No obstante, en forma más general el espacio–tiempo se puede
foliar de una manera arbitraria introduciendo las variables de inmersión
~X. Las inmersiones son mapeos X : σ → M que mapean un punto ~Y
en la superficie Σ en un punto del espacio–tiempo Xµ = (t, ~Y ), donde t
etiquetea las hojas de la foliación.

Usando la inmersión Xµ se pueden construir proyecciones de las
cantidades del espacio–tiempo normales y tangenciales a Σ. Las proyec-
ciones tangenciales se definen por

Xµ
i =

∂Xµ

∂xi
. (5.01)

La normal a Σ está definida en forma única por las relaciones

gµν nµ Xν
i = 0 ,

gµν nµ nν = 1 , (5.02)

noindent La normal depende de la inmersión, como se puede ver a
partir de la expresión expĺıcita

nµ = k ǫµνλρ Xν
i Xλ

j Xρ
k ǫijk , (5.03)

donde k es un factor que asegura la normalización correcta.
Además se tiene

gµν Xµ
i Xν

j = γij , (5.04)

que es la métrica inducida sobre Σ.
Cualquier tensor V µ del espacio–tiempo M se puede escribir en

términos de sus proyecciones normal y tangenciales con respecto a nµ

y Xµ
i. Por ejemplo, un vector espacio–temporal V µ se puede escribir

como

V µ = V ⊥ nµ + V i Xµ
i , (5.05)

donde
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V ⊥ = nµ V µ ,

V i = −γij gµν Xµ
j V ν . (5.06)

De ahora en adelante se suben y bajan ı́ndices usando las métricas γij y
gµν .

El vector de deformación de la foliación se define como

Nµ =
∂Xµ

∂t
= Ẋµ . (5.07)

Las funciones lapse y shift son los coeficientes en las proyecciones normal
y tangencial de Ẋµ

Ẋµ = N nµ + N i Xµ
i . (5.08)

Además, se tiene que

N = nµ Ẋµ ,

N i = Xµ
i Ẋµ . (5.09)

A partir de la ecuación (5.xx) se sigue que

∂t

∂Xµ
=

1

N
nµ ,

∂xi

∂Xµ
=

1

N
nµ N i + Xµ

i . (5.10)

Teoŕıas métricas. El ejemplo más importante de una aplicación
del método de Dirac para sistemas con v́ınculos y de la invariancia de
parametrización es la Relatividad General.

En la Relatividad General la formulación de la teoŕıa en forma co-
variante y el hecho de que el tensor métrico es el campo dinámico hacen
que la teoŕıa sea una teoŕıa parametrizada. Entonces, existen v́ınculos
entre las variables canónicas. La libertad que existe en la elección de co-
ordenadas se puede utilizar para reducir el número de grados de libertad
independientes.

Las ecuaciones de Einstein son un sistema de diez ecuaciones a
derivadas parciales de segundo orden para las componentes del tensor
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métrico. Cuando se considera el sistema desde un punto de vista Hamil-
toniano, es necesario concentrarse en las superficies tridimensionales in-
mersas en el espacio–tiempo cuadridimensional. Entonces, el estado del
sistema queda determinado al especificar el valor de ciertos campos sobre
la superficie. Por medio de la formulación Hamiltoniana es posible deter-
minar el cambio inducido en las variables de campo por una deformación
de la hipersuperficie.

Si F es un funcional arbitrario en el espacio de fase, entonces su
cambio bajo una deformación Nµ de la superficie debe ser de la forma

δF =

∫

fµ Nµ d3x , (5.11)

donde fµ es una densidad vectorial en el espacio de fase.
A partir de la ecuación (5.11) es posible obtener información acerca

de la forma del Hamiltoniano relacionando Nµ con el tensor métrico g.
La distancia espacio–temporal entre los puntos (t, ~x) y (t + dt, ~x + d~x)
se puede expresar como

ds2 = (N dt)2 − γij

(

N i dt + dxi
) (

N j dt + dxj
)

, (5.12)

donde N = N0. Reordenando esta expresión se obtiene

ds2 = (N2 − γij N i N j) dt2 − 2 γij N j dt dxi − γij dxi dxj . (5.13)

Por lo tanto, las componentes del tensor métrico son

g00 = N2 − γij N i N j ,

g0i = −γij N j ,

gij = −γij . (5.14)

Las relaciones inversas son

g00 =
1

N2
,

g0i = −γij Nj

N2
,

gij = −γij + γik γjℓ NkNℓ

N2
. (5.15)
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donde γij es la inversa de γij . Otras relación útil es la del determinante
de la métrica, el cual está dado por

g = det(gµν) = −N2 γ < 0 , (5.16)

donde

γ = det(γij) > 0 . (5.17)

Las relaciones inversas están dadas por

N2 = g00 + gij g0i g0j ,

N i = gij g0j ,

γij = −gij . (5.18)

Las ecuaciones (5.14a) y (5.14b) significan que g00 y g0i deben apare-
cer en el Hamiltoniano como funciones arbitrarias. Esto es debido a que
Nµ se puede elegir en forma arbitraria para especificar la deformación
de la hipersuperficie. Por lo tanto, no se debeŕıa esperar que las ecua-
ciones de Hamilton lo restringiera. Por lo tanto, los grados de libertad
no–triviales están contenidos en γij y su momento canónicamente con-
jugado πij .

Por lo tanto, es más adecuado trabajar con Nµ, tal como está
definido en (5.18), y γij como variables independientes en vez de usar g0µ

y gij . Este es un cambio de variables permitido debido a que las ecua-
ciones (5.1x) y (5.1x) son invertibles. Denotemos por πµ los momentos
canónicamente conjugados a Nµ. El hecho de que Nµ sea arbitrario
nos dice que los πµ deben aparecer en el Hamiltoniano multiplicados por
funciones arbitrarias λµ que corresponden a las derivadas temporales de
Nµ. estas observaciones, junto con (5.11), indican que se debeŕıa esperar
que el Hamiltoniano total fuera de la forma

HT =

∫

[

N H⊥(g π) + N i Hi(g, π) + λµ πµ

]

d3x . (5.19)

Dado que los πµ están multiplicados por funciones arbitrarias, en-
tonces se tienen los v́ımculos de primera clase

πµ ≈ 0 . (5.20)
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Además, dado que los v́ınculos (5.20) se debeŕıan preservar bajo defor-
maciones de la superficie, se debe tener {πµ,H} ≈ 0. A partir de (5.19)
se sigue que {πµ,H} ≈ 0 lleva a la condición adicional

Hµ ≈ 0 . (5.21)

Los v́ınculos (5.21) deben ser de primera clase para que las ecuaciones
de movimiento con Nµ arbitrario sean consistentes. De este modo, los
v́ınculos (5.20) deben ser v́ınculos primarios mientras que los v́ınculos
(5.21) deben ser v́ınculos secundarios.

Las consideraciones anteriores se aplican a cualquier Hamiltoniano
en el cual el tensor métrico es el campo dinámico. De esta manera hemos
obtenido una indicación acerca de la estructura del Hamiltoniano a par-
tir de consideraciones generales. La ecuación (5.20) nos dice que cuando
se va desde el Lagrangiano al Hamiltoniano, se debe tratar de sumar
divergencias adecuadas a la acción de Einstein–Hilbert para que el La-
grangiano resultante no contenga derivadas temporales de Nµ. Además,
el Lagrangiano debe tener una dependencia muy sencilla con respecto a
Nµ para poder obtener un Lagrangiano de la forma (5.19). Por lo tanto,
se ecesita una manera para analizar la curvatura del espacio–tiempo que
claramente distinga la dependencia de la curvatura con respecto a γij

y con respecto a Nµ. Tal análisis se puede realizar con la ayuda de las
ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci.

El Lagrangiano. Ahora se obtiene el Lagrangiano deseado a partir
de la acción de Einstein–Hilbert. A partir de la geometŕıa Riemanniana
extŕınseca se obtiene

Kij =
1

2N
(−∂0γij + ∇iNj + ∇jNi) , (5.22)

donde Kij es el tensor de Gauss, o segunda forma fundamental. Esta
ecuación relaciona la curvatura extŕınseca con la derivada temporal ∂0γij

de los campos dinámicos γij y con las funciones N y N i que describen la
deformación de la superficie. Se debe obervar que γij también aparece
en esta expresión para Kij a través de los śımbolos de Christoffel que
aparecen en las derivadas covariantes. ∇iNj + ∇jNi. Por otra parte,
en (5.22) no hay derivadas temporales de N y N i. Por lo tanto, si se
puede expresar el Lagrangiano en términos de γij y de Kij se ha logrado

el propósito de eliminar las velocidades Ṅ y Ṅ i. Para obtener este
resultado se deben utilizar las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci. Se
obtiene
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R(4) = R(4)µν
µν = R(4)ij

ij + R(4)0i
0i + R(4)i0

i0

= R(4)ij
ij + 2R(4)0i

0i = R(4)ij
ij + 2R(4)0µ

0µ , (5.23)

donde se han utilizado las simetŕıas algebraicas del tensor de Riemann.
Utilizando nuevamente las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci se ob-
tiene

R(4) = R(3) + K2 − Kij Kij + 2R(4)0µ
0µ , (5.24)

donde K = Ki
i.

Los tres primeros términos en (5.24) ya son de la forma que se

necesita. Sólo necesitamos preocuparnos del último término R(4)0µ
0µ.

El primer paso es aplicar al vector normal nµ la identidad de Ricci. Se
obtiene

∇µ∇νnλ −∇ν∇µnλ = −R(4)ρ
λµν nρ . (5.25)

A continuación se multiplica por nµ y se contrae sobre λ y ν. Entonces
se obtiene

nµ (∇µ∇νnν −∇ν∇µnν) = R(4)µλ
νλ nµ nν = R(4)0λ

0λ . (5.26)

Ahora se reordena el lado izquierdo de la ecuación (5.26) utilizando las
siguientes identidades

nµ ∇ν∇µnν = ∇µ (nν ∇νnµ) −∇µnν ∇νnµ , (5.27a)

nµ ∇µ∇νnν = ∇µ ((∇νnν)nν) − (∇µnµ)2 , (5.27b)

∇µnν ∇νnµ = −Kij Kij , (5.28a)

∇µnµ = −K2 . (5.28b)

Recordando que g1/2 = Nγ1/2 se obtiene la descomposición

LEH = R(4) g1/2 = L − ∂Vµ

∂xµ
, (5.29)

donde
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Lmod =
(

R(3) + Kij Kij − K2
)

N γ1/2 . (5.30)

y

Vµ = 2 (nν ∇νnµ − (∇νnν)nµ) g1/2 . (5.31)

La ecuación (5.30) muestra que al sumar la divergencia (5.31) al
Lagrangiano de Einstein–Hilbert se obtiene un Lagrangiano modificado
Lmod que no contiene derivadas temporales de N ni de N iy que contiene
sólo primeras derivadas temporales de γij . Por lo tanto, el Lagrangiano

Lmod =

∫

Lmod d3x =

∫

(

R(3) + Kij Kij − K2
)

N γ1/2 , (5.32)

es el punto de partida para obtener el Lagrangiano. No obtante, antes de
hacer esto, reconsideremos el término correspondiente a la divergencia.
Por medio de las ecuaciones (5.14), (5.15) y (5.18) la divergencia ∂µVµ

se puede escribir como

∂Vµ

∂xµ
= 2 ∂0(K γ1/2) − ∂i[(K N i − γ1/2 γij ∂jN) γ1/2] . (5.33)

La ecuación (5.33) muestra que ambas cantidades no deseadas, a saber,
las primeras derivadas temporales de N y N i, y las segundas derivadas
temporales de γij aparecen en el Lagrangiano de Einstein–Hilbert

LEH =

∫

LEH d3x =

∫

R(4) g1/2 d3x , (5.34)

en la forma de una derivada total

− d

dt

(

−2

∫

K γ1/2 d3x

)

, (5.35)

y por lo tanto se pueden eliminar desde ya omitiendo el término (5.35)
en el Lagrangiano.

El hecho de que se puedan eliminar las segundas derivadas tem-
porales de γij de la acción no es sorprendente y se sab́ıa desde antes
que se desarrollara la formulación Hamiltoniana de la Relatividad Gen-
eral. Realmente se puede lograr algo mejor, que es eliminar todas las
segundas derivadas (temporales y espaciales) de los diez gµν sumando
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una divergencia adecuada al Lagrangiano de Einstein–Hilbert (de todas
maneras, las ecuaciones de Einstein serán de segundo orden). De esta
manera se llega al Lagrangiano de Landau o Gamma − −Gamma, el
cual se puede usar como punto de partida para encontrar el Hamiltoni-
ano gravitacional. Lo que es mucho más importante para el formalismo
Hamiltoniano es es la eliminación de las primeras derivadas temporales
de N y N i.

El Hamiltoniano. Procedamos ahora a obtener la forma exacta
del Hamiltoniano para el campo gravitacional a partir del Lagrangiano
(5.32). dado que no aparecen derivadas temporales de los Nµ inmedi-
atamente se obtienen los v́ınculos primarios (de primera calse)

πµ =
δLmod

δṄµ
≈ 0 , (5.36)

como se esperaŕıa. Los momentos πij conjugados a γij son, por defini-
ción,

πij =
δLmod

δγij
. (5.37)

Utilizando las ecuaciones de la geometŕıa Riemanniana extŕınseca se en-
cuentra que

πij = −
(

Kij − K γij
)

γ1/2 , (5.38)

lo cual muestra que el conjugado del tensor métrico γij (primera forma
fundamental) está relacionado con la segunda forma fundamental Kij .
La ecuación (5.38) se puede invertir para expresar Kij como una función
de γij , lo cual es equivalente a expresar las velocidades γ̇ij como funciones
de los momentos y de las coordenadas dinámicas. De este modo, a partir
de (5.38), se obtiene que

Kij = −
(

πij − π γij
)

γ1/2 . (5.39)

donde se ha definido

π = πi
i = γij πij . (5.40)

Por lo tanto, aparte de (5.36), no hay otros v́ınculos primarios.
A coninuación, usando (5.32), (5.36) y (5.39), se obtiene el Hamil-

toniano
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H =

∫

(

πµ Ṅµ + πij γ̇ij

)

d3x − Lmod

=

∫

(

N H⊥ + N i Hi

)

d3x , (5.41)

con

H⊥ =
1

2γ1/2
(γik γjℓ + γiℓ γjk − γij γkℓ) πij πkℓ − R(3) γ1/2

=
1

γ1/2

(

πij πij − π2
)

− R(3) γ1/2 , (5.42a)

Hi = −2 γik ∂jπ
ij − (2 ∂jγki − ∂iγkj) () πkj = −2 ∂jπi

j . (5.42b)

Para llegar a (5.41) se ha omitido la integral de superficie 2
∮

πij Nj dsi

del lado derecho de esa ecuación.
Para obtener el Hamiltoniano total a (5.41) se le deben sumar los

v́ınculos de primera clase (5.36) multiplicados por funciones arbitrarias.
Por lo tanto se obtiene

H =

∫

(

N H⊥ + N i Hi + λµ πµ
)

d3x , (5.43)

de acuerdo con la discusión general al comienzo de esta sección.
Ahora, para obtener el movimiento más general que sea f́ısicamente

permisible, a (5.43) se le deben sumar los v́ınculos secundarios de primera
clase (5.21), a saber, Hµ ≈ 0, con coeficientes arbitrarios uµ(x). No
obstante, dado que los Nµ iniciales son arbitrarios, no se obtiene nada
nuevo y se puede colocar uµ = 0 sin pérdida de generalidad. Entonces,
el Hamiltoniano más general está dado por (5.43).

La ecuación (5.36) nos dice que los grados de libertad descritos por
las variables (πµ, Nµ) no son f́ısicamente importantes (πµ está restringido
a ser cero y Nµ es arbitrario). Por lo tanto se pueden omitir estos
grados de libertad del esapcio de fase y considerar los Nµ como funciones
arbitrarias Cµ(x) con paréntesis nulos. Formalmente, tal procedimiento
es equivalente a imponer los v́ınculos de segunda clase

Nµ − Cµ(x) ≈ 0 , (5.44)

lo cual hace que la ecuación de primera clase original (5.36) pase a ser
de segunda clase. Los v́ınculos (5.21) siguen siendo de primera clase.
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Entonces se pasa al paréntesis de Dirac por medio del procedimiento
usual (que en este caso simple es equivalente a trabajar sólo con los γij

y los πij) y se considera las ecuaciones (5.36) y (5.44) como ecuaciones
fuertes.

Por lo tanto, el paréntesis de Dirac calibrado es

{F, G}∗g =

∫ (

δF
δγij

δG
δπij

− δG
δγij

δF
δπij

)

d3x . (5.45)

Cuando la ecuación (5.45) se aplica a las variables canónicas fundamen-
tales se obtiene que

{γij(x), πkℓ(y)}∗g = δkℓ
ij δ(x − y) , (5.46)

es el único paréntesis de Poisson no–nulo. El śımbolo δkℓ
ij al lado derecho

de (5.46) es una abreviación para

δkℓ
ij =

{

1 si (ij) = (kℓ)
0 en caso contrario

, (5.47)

y la función delta de Dirac está definida, sin necesidad del tensor métrico,
como

∫

f(y) δ(x − y) d3y = f(x) , (5.48)

para cualquier función de prueba arbitraria.
Si las ecuaciones (5.36) y (5.44) se consideran como ecuaciones

fuertes, entonces el Hamiltoniano es

H0[γij , πij ] =

∫

(

N H⊥ + N i Hi

)

d3x , (5.49)

y se anula en forma débil debido a los v́ınculos de primera clase (5.21).
Por lo tanto, la derivada temporal de un funcional arbitrario F de

γij y πij está dada por

Ḟ =

∫

Nµ(x) {F , Hµ} d3x , (5.50)

de manera tal que se verifica en forma expĺıcita la ecuación (5.11).
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Apéndice A. Análisis Tensorial

El propósito de este apéndice es dar una visión general del análisis
tensorial. Su forma final fue alcanzada en los trabajos de Ricci y Levi–
Civita (1900). Con el desarrollo de la Relatividad General por Einstein
en 1915, el análisis tensorial recibió nuevos impulsos. Esto se refleja
principalmente en los trabajos de Weyl (1922), de Cartan (1926) y de
Schouten (1954).

El análisis tensorial se puede considerar como un conjunto de reglas
de cálculo. Si estas reglas se aplican en forma correcta, entonces está
garantizado que el resultado es correcto.

Coordenadas. Cualquier conjunto ordenado de d variables reales
independientes xi, i = 1, · · · , d, se puede considerar como las compo-
nentes de las coordenadas x de los puntos de un espacio X de dimensión
d en el sentido de que cada valor de x define un punto de X . El espa-
cio X se puede considerar como una variedad. Sin embargo, para los
propósitos de esta exposición esta es una abstracción innecesaria y nos
podemos restringir, sin pérdida de rigor, a espacios vectoriales.

Las propiedades del espacio X , como también las relaciones que
puedan existir entre distintos objetos geométricos, se pueden formular
sin el uso de coordenadas. Este hecho se puede interpretar de dos ma-
neras. Dado que los resultados no dependen de las coordenadas, entonces
no es necesario usar coordenadas, que es el enfoque intŕınseco preferido
por los matemáticos. El segundo punto de vista es que si los resultados
no dependen de las coordenadas, entonces podemos usar coordenadas
dado que los resultados (es decir, las relaciones entre los distintos ob-
jetos geométricos) serán las mismas sin importar las coordenadas que
hayamos utilizado. Este último punto de vista es el preferido por los
f́ısico–matemáticos y f́ısicos teóricos donde es necesario realizar cálculos
expĺıcitos. Es este segundo punto de vista el que se utiliza en el análisis
tensorial.

Si ya(x), a = 1, · · · , d, son funciones reales cuyo Jacobiano no es
idénticamente cero, entonces las ecuaciones ya = ya(x) definen una
transformación de coordenadas, invertible, en X . Los ı́ndices i, j, k, · · ·
están asociados con las coordenadas x mientras que los ı́ndices a, b, c, · · ·
están asociados con las coordenadas y.

La matriz Jacobiana de la transformación de coordenadas está dada
por
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Y a
i =

∂ya

∂xi
. (A.01)

Aqúı ya aparecen algunas de las reglas básicas del análisis tensorial. Ex-
isten dos tipos de ı́ndice: los ı́ndices contravariantes, tal como el ı́ndice
‘a’ en Y a

i, y los ı́ndices covariantes, tal como el ı́ndice ‘i’ en Y a
i. Si con-

sideramos la base de la ĺınea de texto como un nivel 0 y la parte superior
de la ĺınea de texto como un nivel 1, entonces los ı́ndices contravariantes
se escriben en el nivel 1 mientras que los ı́ndices covariantes se escriben
en el nivel 0. Sin embargo, también existe una ĺınea de texto inferior,
tal como en las fracciones, cuyo nivel superior coincide con el nivel 0 de
la ĺınea de texto original. Por lo tanto, un ı́ndice contravariante escrito
en esta ĺınea inferior se transforma en un ı́ndice covariante, pues queda
escrito en el nivel 0, tal como ocurre en ∂

∂xi . Muchas veces usaremos,
cuando sea necesario o conveniente y no haya riesgo de confusión, la
abreviación ∂i = ∂

∂xi . Esta abreviación hace evidente que el ı́ndice i es
un ı́ndice covariante.

Siguiendo con este juego de niveles, un ı́ndice covariante escrito en
la ĺınea inferior queda escrito en un nivel −1. En este caso la regla es
que este ı́ndice corresponde a un ı́ndice contravariante, es decir, como
si estuviera escrito en el nivel 1. La segunda regla que aparece en la
relación (A.01) es que los ı́ndices que aparecen a ambos lados de una
ecuación son de igual variancia.

La transformación de coordenadas de x a y debe ser invertible, lo
cual significa que se debe tener

det (Y a
i) 6= 0 . (A.02)

Entonces, la matriz Jacobiana inversa está dada por

Xi
a =

∂xi

∂ya
. (A.03)

La matriz Jacobiana inversa satisface

∑

i

Y a
i Xi

b = δa
b , (A.04)

y

∑

a

Xi
a Y a

j = δi
j , (A.05)
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donde δi
j es la delta de Kronecker. Una propiedad importante de la delta

de Kronecker es la siguiente

∑

j

δi
j vj = vi ,

∑

j

δj
i vj = vi . (A.07)

Los ı́ndices que están sumados en (A.04), en (A.05) y en (A.07), aparecen
en posiciones diferentes. Este hecho se puede utilizar para simplificar
la notación. La convención de suma de Einstein establece que si en
una expresión dos ı́ndices aparecen repetidos, con variancias diferentes
(uno covariante y otro contravariante), entonces se subentiende que estos
ı́ndices están sumados sobre su rango. En este caso las expresiones (A.04)
y (A.05) se simplifican a

Y a
i Xi

b = δa
b ,

Xi
a Y a

j = δi
j , (A.08)

mientras que las relaciones (A.07) se reducen a

δi
j vj = vi ,

δj
i vj = vi . (A.09)

Tensores. A continuación podemos introducir funciones sobre el
espacio X , es decir, aplicaciones f : X → F , donde F es un espacio de
dimensión N . Tal como en el espacio X se pueden introducir coordenadas
x, en el espacio F se pueden introducir coordenadas f . En el sistema de
coordenadas x las coordenadas de f son f(x) con componentes f I(x), I =
1, · · · , N . En el sistema de coordenadas y las coordenadas de f son f̄(y)
con componentes f̄A(x), A = 1, · · · , N . Las posibles funciones que se
pueden considerar se clasifican de acuerdo con el número de componentes
N de f y la manera en que sus componentes se comportan bajo una
transformación de coordenadas.

Las funciones más simples son las funciones escalares Φ, las cuales
tienen una única componente, φ, la cual transforma como
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φ̄(y) = φ(x) . (A.11)

Es decir, el valor de la única componente de esta función no depende del
sistema de coordenadas en el cual se evalue.

Las siguientes funciones en orden de complejidad son los vectores.
Para motivar nuestra manera de definir los vectores consideremos el difer-
encial de las coordenadas, cuyas componentes transforman de acuerdo
con la regla

dya = Y a
i dxi . (A.12)

Las funciones cuyas componentes transforman de acuerdo con la regla
(A.202) son los vectores contravariantes. La definición completa es como
sigue: un vector contravariante v es una función con N componentes vi

que transforman de acuerdo con la regla

v̄a(y) = Y a
i vi(x) . (A.13)

Existe un segundo tipo de vectores que se obtiene considerando la
derivada de la ecuación (A.11), es decir

∂φ̄

∂ya
= Xi

a
∂φ

∂xi
. (A.14)

(Esto es sólo la regla de la cadena para las derivadas.) Las funciones
cuyas componentes transforman de acuerdo con la regla (A.14) son los
vectores covariantes. La definición completa es como sigue: un vector
covariante w es una función con N componentes wi que transforman de
acuerdo con la regla

w̄a(y) = Xi
a wi(x) . (A.15)

Consideremos a continuación la función

φ = vi ti . (A.16)

La regla de transformación correspondiente se obtiene considerando las
reglas de transformación (A.13) y (A.15). Se tiene

φ̄(y) = v̄a(y) t̄a(y) = Xi
a vi(x)Y a

j tj(x) . (A.17)

Los ı́ndices que están sumados tienen nombres distintos; ésta es otra de
las reglas de la convención de suma: un ı́ndice que está sumado aparece
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a lo más dos veces en cualquier expresión. De esta manera es claro cuál
ı́ndice está sumado con cual otro ı́ndice. Dado que es claro cuál ı́ndice
está sumado con cual otro ı́ndice, podemos reescribir la expresión (A.17)
en otro orden, por ejemplo

φ̄(y) = Xi
a Y a

j vi(x) tj(x) . (A.18)

Utilizando (A.08) se tiene

φ̄(y) = δi
j vi(x) tj(x) , (A.19)

Por lo tanto

φ̄(y) = vi(x) vi(x) , (A.20)

donde hemos utilizado (A.09). Finalmente

φ̄(y) = φ(x) . (A.21)

Por lo tanto, vit
i es una función escalar, la cual corresponde a una gen-

eralización del producto ‘escalar’ de dos vectores.
Hasta el momento tenemos tres tipos de objetos: escalares, que

transforman como en (A.11); vectores contravariantes, que trasforman
como en (A.13); y vectores covariantes, que transforman como en
(A.15).

El siguiente tipo de función, en orden de complejidad, son los ten-
sores. Los tensores se definen de acuerdo con una extensión directa de las
reglas de transformación (A.11), (A.13) y (A.15). Por ejemplo, un tensor
covariante de segundo rango g es una función con N2 componentes gij

que transforman de acuerdo con la regla

ḡab(y) = Xi
a Xj

b gij(x) . (A.22)

En forma similar, un ‘tensor de segundo rango contravariante’ h es un
objeto con N2 componentes hij que transforman como

h̄ab(y) = Y a
i Y b

j hij(x) . (A.23)

También es posible definir tensores con covariancia mixta; un tensor de
segundo rango con covariancia mixta es un objeto k con N2 componentes
ki

j que transforman como

k̄a
b (y) = Y a

i Xj
b ki

j(x) . (A.24)
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La contracción de los ı́ndices de este objeto da

k̄a
a(y) = Y a

i Xj
a ki

j(x) = δj
i ki

j(x) = ki
i(x) . (A.25)

Por lo tanto, la suma de las componentes con ı́ndices iguales, es decir la
suma de las componentes de la diagonal, es decir la traza, es un escalar.

Simetŕıas de los Tensores. Los clasificación de los tensores ad-
mite un refinamiento adicional si consideramos las propiedades alge-
braicas de simetŕıa de sus componentes.

Sea T un tensor de segundo rango covariante, es decir, con compo-
nentes Tij . El número de componentes independientes de este tensor es
d2. No obstante, si el tensor posee algún tipo de simetŕıa, entonces el
número de componentes es menor que el número anterior.

Un tensor de segundo rango es simétrico si sus componentes no
cambian bajo un intercambio de sus ı́ndices, es decir, si

Sji = Sij . (A.26)

Un tensor es anti–simétrico si sus componentes cambian de signo cuando
se intercambian sus ı́ndices, es decir, si

Aji = −Aij . (A.27)

Como una consecuencia directa de las leyes de transformación de los ten-
sores de segundo rango, a saber (A.22), las ecuaciones (A.26) y (A.27)
se cumplen en cualquier sistema de coordenadas. Por lo tanto, las
propiedades de simetŕıa de los tensores son independientes del sistema
de coordenadas.

El número de componentes de un tensor simétrico se obtiene como
sigue. Cuando ambos ı́ndices son diferentes, el primer ı́ndice puede tomar
d valores mientras que el segundo ı́ndice puede tomar (d − 1) valores;
por lo tanto, se tiene d(d − 1) posibilidades; pero, dado que las com-
ponentes con los ı́ndices intercambiados son linealmente dependientes,
se está contando dos veces la misma componente; para evitar este doble
conteo el resultado anterior se debe dividir por 2 para obtener d(d−1)/2.
Cuando ambos ı́ndices son iguales el número de componentes linealmente
independientes es d. Finalmente tenemos

Sd,2 =
1

2
d (d − 1) + d =

1

2
d (d + 1) . (A.28)
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El número de componentes de un tensor anti–simétrico se obtiene
como sigue. Necesariamente ambos ı́ndices son diferentes; entonces, el
primer ı́ndice puede tomar d valores mientras que el segundo puede tomar
sólo (d − 1) valores; por lo tanto, se tienen d(d − 1) posibilidades; pero,
dado que las componentes con los ı́ndices intercambiados son linealmente
dependientes, se está contando dos veces la misma componente; por lo
tanto, el resultado anterior se debe dividir por 2, y se obtiene

Ad,2 =
1

2
d (d − 1) . (A.29)

Sea T un tensor covariante de segundo rango con componentes Tij

sin ninguna simetŕıa particular, es decir, no–simétrico. A partir de este
tensor es siempre posible construir un tensor simétrico TS y un tensor
anti–simétrico TA. En efecto, basta con definir

T(ij) =
1

2
(Tij + Tji) ,

T[ij] =
1

2
(Tij − Tji) , (A.30)

donde los paréntesis redondos ‘(·)’ y los paréntesis cuadrados ‘[·]’ denotan
las operaciones de simetrización y anti–simetrización sobre los ı́ndices.

Cualquier tensor de segundo rango se puede escribir como la suma
de sus partes simétrica y anti–simétrica, a saber,

Tij =
1

2
(Tij + Tji) +

1

2
(Tij − Tji) = T(ij) + T[ij] . (A.31)

Dado que un tensor T de segundo rango se puede escribir como la suma
de su parte simétrica y de su parte anti–simétrica, entonces se debe tener
que las componentes de la parte simétrica junto con las componentes de
la parte anti–simétrica son iguales al número total de componentes del
tensor no–simétrico. En efecto

Sd,2 + Ad,2 =
1

2
d (d + 1) +

1

2
d (d − 1) = d2 = Td,2 . (A.32)

Si un tensor, de segundo rango, es simétrico, entonces su parte anti–
simétrica es cero, y si un tensor, de segundo rango, es anti–simétrico,
entonces su parte simétrica es cero.
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También se puede introducir propiedades de simetŕıa para tensores
de rango superior. Sin embargo, la descomposición en parte simétrica
y en parte anti–simétrica no es suficiente, y la descomposición completa
de un tensor involucra partes con otros tipos de simetŕıa. Para realizar
esta descomposición es conveniente recurrir a los diagramas de Young
y a otras herramientas combinatorias, cuya consideración está fuera del
alcance de esta monograf́ıa.

Como un ejemplo, consideremos tensores de tercer rango. Sea T un
tensor covariante de tercer rango, es decir, con componentes Tijk. En este
caso se pueden definir, como antes, la parte completamente simétrica,
T(ijk), y la parte completamente anti–simétrica, T[ijk], como

T(ijk) =
1

6
(Tijk + Tikj + Tjki + Tjik + Tkij + Tkji) ,

T[ijk] =
1

6
(Tijk − Tikj + Tjki − Tjik + Tkij − Tkji) . (A.33)

Los tensores anteriores son simétrico, y anti–simétrico, respectivamente,
con respecto al intercambio de cualquier par de ı́ndices, es decir,

T(ijk) = T(ikj) = T(jki) = T(jik) = T(kij) = T(kji) ,

T[ijk] = −T[ikj] = T[jki] = −T[jik] = T[kij] = −T[kji] . (A.34)

El número de componentes simétricas y anti–simétricas es

Sd,3 =
1

6
d (d + 1) (d + 2) ,

Ad,3 =
1

6
d (d − 1) (d − 2) . (A.35)

Es fácil verificar que Sd,3 + Ad,3 6= d3. En el caso de tercer rango ex-
iste una componente adicional que no es ni simétrica ni anti–simétrica,
sino que posee otro tipo de simetŕıa. Esta componente adicional se ob-
tiene considerando lo que queda del tensor después de restarle las partes
simétrica y anti–simétrica, es decir,

Mijk = Tijk − T(ijk) − T[ijk] = Tijk − T{ijk} , (A.36)

donde
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T{ijk} =
1

3
(Tijk + Tjki + Tkij) . (A.37)

El número de componentes independientes de la componente adicional
Mijk se obtiene como la diferencia entre el número de componentes de
Tijk, d3, y el número de componentes de la partes simétrica y anti–
simétrica en (A.35), es decir,

Md,3 = d3 − Sd,3 − Ad,3 =
2

3
d (d2 − 1) . (A.38)

También es posible definir partes completamente simétrica y com-
pletamente anti–simétricas para tensores de rango superior cualquiera.
Particularmente interesante es la expresión para el número de compo-
nentes independientes de un tensor T completamente anti–simétrico de
rango r, es decir, con componentes Ti1···ir

. Se tiene

Ad,r =
d!

(d − r)!r!
. (A.39)

Los tensores, y los escalares y vectores como casos particulares,
son los preferidos por matemáticos y f́ısicos para expresar propiedades
geométricas dado que las relaciones entre ellos no dependen del sis-
tema de coordenadas en que se escriban. Esta afirmación requiere una
aclaración; las componentes de los tensores śı dependen del sistema de
coordenadas en que se evaluen. Sin embargo, dado que la matriz Jaco-
biana es una matriz regular, ecuación (A.02), cuando un tensor es nulo
en un sistema de coordenadas también lo es en cualquier otro sistema de
coordenadas. Es en este sentido en que se debe entender que los resulta-
dos, aun cuando se obtienen con el uso de coordenadas, no dependen del
sistema de coordenadas particular que se haya utilizado en su obtención.

A continuación estudiaremos dos situaciones que involucran leyes
de transformación no–tensoriales.

El Śımbolo de Levi–Civita. El número de componentes alge-
braicamente independientes de un tensor completamente anti–simétrico
está dado por (A.39). Un caso particularmente interesante es cuando
el rango del tensor coincide con la dimensión del espacio base, es decir,
r = d. Entocnes se obtiene

Ad,d = 1 . (A.41)
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Por lo tanto, un tensor completamente anti–simétrico, de rango igual a la
dimensión del espacio base, posee sólo una componente algebraicamente
independiente, y por lo tanto el tensor se puede escribir como

Ai1···id = Aǫi1···id , (A.42)

donde ǫi1···id es el śımbolo de Levi–Civita.
Las leyes de transformación de ǫi1···id se determinan estudiando las

leyes de transformación de Ai1···id . Para fijar las ideas, es conveniente
primero considerar el caso de 2 dimensiones. En dos sistemas de coor-
denadas distintos, el mismo tensor Aij se escribe como

Aij(x) = A(x) ǫij ,

Āab(y) = Ā(y) ǭab . (A.44)

Además, estos tensores están relacionados por

Āab(y) =
∂ya

∂xi

∂yb

∂xj
Aij(x) . (A.45)

Reemplazando se obtiene

Ā(y) ǭab =
∂ya

∂xi

∂yb

∂xj
A(x) ǫij . (A.46)

La única ecuación que contiene alguna información es (1, 2), a saber,

Ā(y) ǭ12 =

(

∂y1

∂x1

∂y2

∂x2
− ∂y2

∂x1

∂y1

∂x2

)

A(x) ǫ12 . (A.47)

En el paréntesis se reconoce la definición del Jacobiano, es decir, del
determinante de la transformación x → y. Por lo tanto, A transforma
como

Ā(y) = J(y, x)A(x) . (A.48)

La función A no tiene ı́ndices y por lo tanto se podŕıa pensar que es un
escalar. Pero no lo es, dado que su regla de transformación es (A.48) y
no (A.11). Las funciones que transforman de acuerdo con (A.48) son las
densidades escalares de peso 1. Esto significa que el śımbolo ǫi1···id no
es un tensor y que transforma como
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ǭa1···ad(y) = J−1(y, x)
∂ya1

∂xi1
· · · ∂yan

∂xin

ǫi1···id(x) . (A.49)

Las funciones que transforman de esta manera son densidades tensoriales
de peso -1.

El śımbolo de Christoffel sirve para definir el determinante y la in-
versa de los tensores covariantes. Para construir el determinante de un
tensor de segundo de segundo rango recordemos su regla de transfor-
mación, a saber,

ḡab(y) =
∂xi

∂ya

∂xj

∂yb
gij(x) . (A.50)

El determinante de esta relación es

ḡ(y) = det[ḡab(y)] = det

[(

∂xi

∂ya

) (

∂xj

∂yb

)

gij(x)

]

. (A.51)

Imponiendo la propiedad multiplicativa del determinante se debe tener

ḡ(y) =

[

det

(

∂xi

∂ya

)]2

det[gij(x)]

= J2(x, y) g(x) = J−2(y, x) g(x) . (A.52)

El determinante de g es una función que transforma con el cuadrado de
J−1(y,x). Por lo tanto, es posible que en la definición de determinante
aparezca dos veces el śımbolo de Levi–Civita ǫ, el cual transforma con
J−1(y,x). Por lo tanto, una definición razonable de determinante seŕıa

g = det(gij) =
1

d!
ǫi1···id ǫj1···jd gi1j1 · · · gidjd

. (A.53)

Si g 6= 0, entonces es posible definir la métrica inversa, o contravariante,
como

gij =
1

g

∂g

∂gij
. (A.54)

Por lo tanto
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gij =
1

(d − 1)!

1

g
ǫii1···i(d−1) ǫjj1···j(d−1) gi1j1 · · · gi(d−1)j(d−1)

. (A.55)

Es fácil verificar que se satisface

gik gjk = δi
j . (A.56)

Por lo tanto, el tensor g−1, con componentes gij , es el tensor matricial-
mente inverso a g.

La Conexión. Un vector covariante v es un objeto con compo-
nentes vi que transforman como en (A.205). Por lo tanto, las compo-
nentes de la derivada de v transforman de acuerdo con

∂v̄a

∂yb
(y) =

∂xj

∂yb

∂xi

∂ya

∂vi

∂xj
(x) +

∂2xi

∂ya∂yb
vi(x) . (A.57)

El primer término contiene la regla de transformación correcta para un
tensor. Sin embargo, el segundo término contiene derivadas de segundo
orden de la transformación de coordenadas, y esto no corresponde a la
ley de transformación para un tensor.

La derivada ordinaria de un vector no transforma como un tensor,
y, por lo tanto, no es un tensor. La relación anterior se podŕıa considerar
como un nueva regla de transformación que define un nuevo tipo de ob-
jetos. Sin embargo, el hecho que se mezcle la función con sus derivadas
hace que esta regla sea de poca utilidad. Si un objeto geométrico que
transforma de acuerdo con (A.57) se anula en un cierto sistema de coor-
denadas, entonces no necesariamente se anula en cualquier otro sistema
de coordenadas.

Una consecuencia más grave que se obtiene a partir de las relaciones
(A.57) es que la derivada ordinaria no es una operación tensorial, es decir,
no mapea tensores en tensores y por lo tanto no conserva la tensorialidad.
Es decir, el valor de la derivada dependerá del sistema de coordenadas
en el cual sea evaluada. Para corregir esta situación es necesario definir
una operación de derivación que garantice que el objeto que se obtiene
es un tensor, es decir, una nueva operación de derivación ∇.

Para que la operación de derivación pueda tener un significado in-
variante es necesario definir un nuevo tipo de derivada. En (A.57) el
último término, lineal en v, es el que rompe la ley de transformación
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tensorial. Una definición conveniente de una derivada covariante de-
beŕıa considerar un término lineal en v, con el propósito de compensar
el término ilegal. Definamos por lo tanto, la derivada covariante ∇v con
componentes

∇jvi =
∂vi

∂xj
− Γk

ji vk , (A.58)

donde Γk
ji son las componentes de Γ, un nuevo objeto geométrico que

se conoce como la conexión.
Para que (A.503) sean las componentes de un tensor éstas deben

transformar como

∇̄bv̄a(y) =
∂xi

∂ya

∂xj

∂yb
∇jvi(x) . (A.59)

Usando las reglas de transformación para v, y sus derivadas, ecua-
ciones (A.205) y (A.502), se obtiene la regla de transformación para las
componentes de la conexión

Γ̄c
ab(y) =

∂xi

∂ya

∂xj

∂yb

[

Γk
ij(x)

∂yc

∂xk
− ∂2yc

∂xi∂xj

]

=
∂yc

∂xk

[

Γk
ij(x)

∂xi

∂ya

∂xj

∂yb
+

∂2xk

∂ya∂yb

]

. (A.60)

Por lo tanto, la conexión no es un tensor. Esto no es sorprendente dado
que se necesita algo que no sea un tensor para balancear el carácter
no tensorial de la derivada ordinaria y de modo tal que la combinación
resultante sea un tensor.

En (A.60) tenemos una nueva regla de transformación. Una función
Γ cuyas componentes transforman de acuerdo con (A.60) es una cone-
xión. El concepto de conexión fue introducido en 1917 por Levi–Civita.

Para que la derivada covariante ∇ sea una operación de derivación
es necesario que satiafaga la regla de Leibniz:

∇(AB) = (∇A)B + A (∇B) , (A.61)

donde A y B son objetos geométricos cualesquiera: escalares, vectores,
tensores, etc.

La regla de Leibniz (A.61) nos permite obtener la derivada covari-
ante de otros objetos. Se puede verificar que si v es un vector covariante
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y φ es un escalar, entonces V = φv también es un vector covariante. Las
componentes de la derivada covariante de v están dadas por

∇i(φ vj) =
∂(φ vj)

∂xi
− Γk

ij φ vk ,

φ∇ivj + vj ∇iφ = φ∇ivj + vj
∂φ

∂xi
. (A.62)

Por lo tanto se obtiene:

∇iφ =
∂φ

∂xi
. (A.63)

Es decir, la derivada covariante de una función escalar es simplemente
la derivada ordinaria.

Consideremos ahora la función escalar particular φ = vit
i, donde vi

son las componentes de un vector covariante v y ti son las componentes
de un vector contravariante t. Entonces se tiene

∇i(vk tk) =
∂(vk tk)

∂xi
,

vk ∇it
k + tk ∇kvk = vk

∂tk

∂xi
+ tk

∂vk

∂xi
. (A.64)

Reemplazando la expresión para la derivada de un vector covariante,
(A.58), se obtienen las componentes de la derivada covariante de un
vector contravariante:

∇it
k =

∂tk

∂xi
+ Γk

ij tj . (A.65)

La derivada covariante de un tensor de rango superior arbitrario,
que se obtiene utilizando el mismo mecanismo utilizado en las situa-
ciones anteriores, es la derivada ordinaria y un número de términos, que
contiene a la conexión Γ, igual al rango del tensor. Para ı́ndices covari-
antes se usa el signo negativo, y para ı́ndices contravariantes un signo
positivo, es decir,

∇kT i1···ir

j1···js
=

∂T i1···ir

j1···js

∂xk

+ Γi1
ki T ii2···ir

j1···js
+ · · · + Γir

ki T
i1···i(r−1)i

j1···js

− Γj
kj1 T i1···ir

jj2···js
− · · · − Γj

kjs
T i1···ir

j1···j(s−1)j
. (A.66)
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Un propiedad interesante, y útil, de la conexión es que si Γ1 y Γ2

son dos conexiones, entonces las leyes de transformación de sus compo-
nentes están dadas por (A.60). Considerando la diferencia de las leyes
de transformación respectivas, se obtiene

∆Γ̄c
ab(y) =

∂xi

∂ya

∂xj

∂yb

∂yc

∂xk
∆Γk

ij(x) , (A.67)

donde

∆Γk
ij = Γ2

k
ij − Γ1

k
ij . (A.68)

Es decir, la diferencia de dos conexiones es un tensor y, por lo tanto, a
partir de una conexión dada se puede construir una segunda conexión
sumándole un tensor. Entonces, en general se puede escribir

Γk
ij =

◦

Γ k
ij + Ak

ij . (A.69)

Para terminar esta sección evaluemos algunas combinaciones de
derivadas importantes. La primera expresión interesante es la contrac-
ción de la ecuación (A.65). Se obtiene

∇it
i = ∂it

i + Γi
ij tj . (A.70)

Esta expresión se puede considerar como la forma covariante de la diver-
gencia de un vector. Por otra parte, la segunda derivada de una función
escalar se obtiene reemplazando v = ∇φ = (∂φ/∂x) en la ecuación
(A.503) y se obtiene

∇j∇iφ =
∂2φ

∂xi∂xj
− Γk

ij
∂φ

∂xk
, (A.71)

El Tensor de Riemann. La derivada ordinaria de un vector pro-
duce un objeto que no es un tensor. Al considerar las reglas de transfor-
mación de la conexión nos encontramos frente a una situación similar,
es decir, frente a una regla de transformación no–tensorial. La pregunta
que surge en forma natural es si la derivada ordinaria (que no es una op-
eración tensorial) de un objeto que no es un tensor (la conexión) puede
ser un tensor. La respuesra es afirmativa y el tensor en cuestión es el
tensor de Riemann.
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Las segundas derivadas covariantes de cualquier objeto no conmutan
y, dado que la derivada covariante es una operación tensorial, la diferen-
cia de dos derivadas covariantes debe ser un tensor. Esta diferencia está
dada por la identidad de Ricci

∇i∇jvk −∇j∇ivk = −Rl
kij(Γ) vl + T l

ij(Γ)∇kvl . (A.72)

donde

Rk
lij(Γ) = ∂iΓ

k
jl − ∂jΓ

k
il + Γk

im Γm
jl − Γk

jm Γm
il , (A.73)

es el tensor de Riemann, y

T k
ij(Γ) = Γk

ij − Γk
ji , (A.74)

es la torsión.
La identidad de Ricci se puede extender a tensores de rango superior

y de otra covariancia, por ejemplo:

∇i∇jv
k −∇j∇iv

k = Rk
lij(Γ) vl − T l

ij(Γ)∇l vk . (A.75)

A partir de contracciones del tensor de Riemann solamente, que no
involucren ningún tensor adicional, se pueden obtener dos tensores de
segundo rango, a saber, el tensor de Riemann–Ricci

Hij(Γ) = Rk
kij(Γ) = ∂iΓj − ∂jΓi , (A.76)

con Γi = Γk
ik, y el tensor de Ricci, el cual está dado por

Rij(Γ) = Rk
ikj(Γ) = ∂kΓk

ji − ∂jΓ̃i + Γk
km Γm

ji − Γk
jk Γm

ki , (A.77)

donde Γ̃i = Γk
ki. El tensor H es anti–simétrico mientras que el tensor de

Ricci no tiene simetŕıas. Distintos tipos de espacios se pueden obtener
considerando los posibles valores de T k

ij , Hij y Rij .
Una permutación ćıclica de los ı́ndices inferiores del tensor de Rie-

mann lleva a la relación
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Rk
ℓij(Γ) + Rk

ijℓ(Γ) + Rk
jℓli(Γ)

=2
[

∇iT
k

jl + ∇jT
k

ℓi + ∇ℓT
k

ij

]

+ 4
[

Tm
ij T k

mℓ + Tm
jℓ T k

mi + Tm
ℓi T k

mj

]

. (A.78)

Por lo tanto, si T = 0 se obtiene la relación

Rk
ℓij(S) + Rk

ijℓ(S) + Rk
jℓli(S) ≡ 0 . (A.79)

Para la conexión (A.69) el tensor de Riemann correspondiente está
dado por

Rk
lij(Γ) = Rk

lij(
◦

Γ)+
◦

∇i Ak
jl−

◦

∇j Ak
il

+ Ak
im Am

jl − Ak
jm Am

il . (A.79)

Objetos geométricos. Las leyes de transformación de los es-
calares y de los vectores covariantes y contravariantes se pueden escribir
simbólicamente como

φ̄(y) = J0 φ(x) ,

v̄(y) = J1 v(x) ,

v̄(y) = J−1 v(x) . (A.80)

Para un tensor r veces covariante y s veces contravariante se tiene

T̄(y) = Jr J−s T(x) . (A.81)

El concepto de tensor fue posteriormente generalizado al de ‘objeto
geométrico’ por Schouten (1954). Un objeto geométrico Φ es una función
(tal como en la definión que se dió al comienzo de esta sección) que
transforma como

Φ̄(y) = F (J)Φ(x) , (A.82)

En términos de componentes se tiene

φ̄A(y) = FA
I(J)φI(x) , (A.83)
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La derivada ordinaria de φA transforma como

∂φ̄A

∂ya
(y) =

∂xi

∂ya

[

FA
I(J)

∂φI

∂xi
(x) + ∂iF

A
I(x)φI(x)

]

. (A.84)

Estas componentes no transforman de acuerdo con la regla (A.83). La
situación es la misma que para la derivada ordinaria de un vector: el
primer término posee la ley de transformación correcta mientras que el
segundo término no la posee. Para obtener una derivada con las reglas
de transformación correctas se define la derivada covariante DΦ con
componentes

Diφ
I =

∂φI

∂xi
+ (Ai)

I
J φJ , (A.85)

donde A es la conexión. El propósito del segundo término es compensar
el último término en (A.84). Para que esta función posea las reglas de
transformación correcta se debe tener

D̄aφ̄A(y) =
∂xi

∂ya
FA

I(J)Diφ
I(x) . (A.86)

Combinando (A.82), (A.83) y (A.84), se obtiene que la conexión A debe
transformar como

(Āa)
A

B(y) =
∂xi

∂ya
FA

I

[

(Ai)
I
J(x)F J

B +
∂F I

B

∂xi

]

. (A.87)

Los objetos A que transformqan de acuerdo con (A.87) son las conex-
iones, y corresponden a las transformaciones de los campos de gauge de
la teoŕıa de campos.

Tal como en el caso anterior, las derivadas covariantes no conmutan
y se tiene

DiDjφ
A − DjDiφ

A = (Fij)
A

C φC − T k
ij ∇kφA , (A.88)

donde

(Fij)
I

J
(A) = ∂j(Ai)

I
J − ∂i(Aj)

I
J

+ (Ai)
I
K (Aj)

K
J − (Aj)

I
K (Ai)

K
J , (A.89)
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es el tensor de Riemann, el cual corresponde al tensor de stress de la
teoŕıa de campos. La derivada covariante para los ı́ndices del espacio
base usan la conexión de la base.

En forma matricial la ecuación (A.89) se puede reescribir como

Fij = ∂iAj − ∂jAi + Ai Aj − Aj Ai

= ∂iAj − ∂jAi + [Ai, Aj ] . (A.90)

El tensor de Riemann es invariante bajo el cambio

Ai → A′
i = Ai + ∂iΛ I , (A.91)

es decir

F(A′) = F(A) . (A.92)

Esto se conoce como la transformación λ de Einstein. Para la derivada
covariante se obtiene

∇′
iφ

I = e−Λ ∇iφ
′I , (A.93)

donde φ′I = eΛφI .
El tensor de Riemann para una conexión A + ∆ se escribe como

(Rij)
I
J (A + ∆) = (Rij)

I
J(A) + ∇i(∆j)

I
J −∇j(∆i)

I
J

+ (∆i)
I
K (∆j)

K
J − (∆j)

I
K (∆i)

K
J

+ 2Γk
[ij] (∆k)I

J . (A.94)

Varios casos particulares están contenidos en la relación anterior.
Para un campo escalar φ, F = 1 en (A.87), y la conexión es A, un campo
vectorial. El tensor de Riemann correspondiente F tiene componentes
dadas por

Fij = ∂iAj − ∂jAi , (A.95)

el cual corresponde al tensor de Maxwell para el campo electromagnético.
Para un campo vectorial v, la conexión Γ es la conexión usual con

componentes Γk
ij y el tensor de Riemann correspondiente es el tensor

de Riemann usual, a saber, (A.73).
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A.05. G. Ricci and T. Levi–Civita, Méthodes du calcul différentiel absolu
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1981).

A.09. D. J. Struik, Schouten, Levi–Civita, And the Emergence of Tensor
Caculus, Hist. Mod. Math. 1, 99 (Academic Press, New York,
1989).

A.10. R. Farwell and C. Knee, The missing link: Riemann’s “Commenta-
tio,” differential geometry and tensor analysis, Hist. Math. 17, 223
(1990).
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Apéndice B. Geometŕıa Riemanniana

La geometŕıa Riemanniana está caracterizada por una forma cua-
drática diferencial, es decir, está caracterizada por un tensor g con com-
ponentes gij(x) que dependen del punto del espacio.

El tensor métrico. En la geometŕıa Riemanniana la distancia s
está descrita por su valor infinitesimal ds a través de la relación

ds2 = gij(x) dxi dxj , (B.01)

donde los coeficientes gij(x) son las componentes del tensor métrico g.
El determinante del tensor métrico está dado por

g = det(gij) =
1

d!
ǫi1···id ǫj1···jd gi1j1 · · · gidjd

. (B.02)

Si g 6= 0, entonces es posible definir el tensor métrico inverso g−1, o
contravariante, como el tensor con componentes gij dadas por

gij =
1

g

∂g

∂gij
. (B.03)

Por lo tanto

gij =
1

(d − 1)!

1

g
ǫii1···i(d−1) ǫjj1···j(d−1) gi1j1 · · · gi(d−1)j(d−1)

. (B.04)

Las componentes gij del tensor métrico contravariante g−1 satisfacen

gik gjk = δi
j . (B.05)

Por lo tanto, gij es el tensor matricialmente inverso a gij .
La variación de g se puede escribir como

δg = g gij δgij . (B.06)

Por otra parte, la variación de (B.05) da

δgik gjk + gik δgjk = 0 , (B.07)

y entonces la ecuación (B.06) se reescribe como
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δg = −gij δgij . (B.08)

A partir de un vector covariante, y con el uso del tensor métrico con-
travariante g−1, se puede definir un vector contravariante, y viceversa,
por medio de las relaciones

vi = gij vj ,

vi = gij vj . (B.09)

Las operaciones descritas en (B.09) se conocen coloquialmente como
“subir” y “bajar” ı́ndices.

La signatura, σ = (t, s), del tensor métrico g es el número de
auto–valores positivos, t, y auto–valores negativos, s, donde t + s = d.
Los espacios Euclideanos tienen signatura σE = (d, 0). Los espacios
Minkowskianos tienen signatura σM = (1, d − 1). El espacio–tiempo de
la Relatividad General y de otras teoŕıas gravitacionales es un espacio
con signatura Minkowskiana.

El Śımbolo de Christoffel. La conexión Γ y el tensor métrico g

son objetos independientes. La pregunta natural es si existe una conexión
que sea concomitante del tensor métrico. La respuesta es que la única
conexión concomitante del tensor métrico está dada por

Γk
ij = { k

ij}(g) , (B.10)

donde

{ k
ij}(g) =

1

2
gkl

(

∂gjl

∂xi
+

∂gil

∂xj
− ∂gij

∂xl

)

, (B.11)

es el śımbolo de Christoffel. Se puede verificar que

∇{}
k gij ≡ 0 . (B.12)

Por otra parte, la condición de metricidad

∇Γ
kgij = 0 , (B.13)

tiene como unica solución el śımbolo de Christoffel (B.10). Usualmente el
śımbolo de Christoffel se obtiene resolviendo la condición de metricidad
(B.13).
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Un problema más general fue resuelto por Noriega (1977) quien
mostró que el śımbolo de Christoffel es la única conexión que se puede
construir a partir de algún tensor.

Debido a (B.12) las operaciones de subida y bajada de ı́ndices (B.09)
conmutan con la derivada covariante. En este sentido el tensor métrico y
la derivación covariante son “transparentes” una con respecto a la otra.

Algunas contracciones interesantes de la ecuación (B.11) son las
siguientes; en primer lugar se tiene

{ k
ik}(g) =

1

2
gkl ∂gkl

∂xi
=

1

g1/2

∂g1/2

∂xi
(B.14)

Por lo tanto

∇iE
i =

∂Ei

∂xi
−

{

i
ik

}

(g)Ek =
∂Ei

∂xi
− 1

g1/2

∂g1/2

∂xk
Ek

=
1

g1/2

∂

∂xi
(g1/2 Ei) . (B.15)

El Laplaciano se define como

∇2ψ = gij ∇i∇jψ = ∇i(g
ij ∇jψ)

=
1

g1/2

∂

∂xi

(

g1/2 gij ∂ψ

∂xj

)

. (B.16)

El Tensor de Riemann–Christoffel. Anteriormente se construyó
el tensor de Riemann Rl

kij(Γ) para una conexión genérica Γ. En la
geometŕıa Riemanniana, existe una conexión natural dada por el śımbolo
de Christoffel

{

k
ij

}

(g). Por lo tanto, un tensor de Riemann natural para
la geometŕıa Riemanniana es el tensor de Riemann para el śımbolo de
Christoffel. El tensor de Riemann correspondiente se denota por Rl

kij(g)
y está dado por

Rl
kij(g) = ∂i

{

l
jk

}

(g) − ∂j

{

l
ik

}

(g)

+
{

l
im

}

(g)
{

m
jk

}

(g) −
{

l
jm

}

(g)
{

m
ik

}

(g) . (B.17)

El tensor de Ricci está dado por
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Rµν(g) = Rλ
µλν(g) = δρ

λ Rλ
µρν(g) , (B.18)

En forma expĺıcita

Rλν(g) = Rρ
λρν(g)

= ∂ρ

{

ρ
νλ

}

− ∂ν

{

ρ
ρλ

}

+
{

ρ
ρσ

} {

σ
νλ

}

−
{

ρ
νσ

}{

σ
ρλ

}

. (B.19)

Los resultados obtenidos en la sección C.6 se pueden aplicar a la ge-
ometŕıa Riemanniana. En particular, dado que los śımbolos de Christof-
fel

{

k
ij

}

(g) son simétricos en sus sub–́ındices i y j [como es evidente en
forma inmediata a partir de (B.1)], el tensor de torsión correspondiente
se anula en forma idéntica, y en consecuencia el formalismo resultante se
simplifica considerablemente. En particular, la identidad de Ricci ahora
se reduce a

∇i∇jvk −∇j∇ivk = Rk
lij(g) vl . (B.18)

Con el tensor métrico g se puede construir un tensor de Riemann
completamente covariante como

Rklij(g) = gkm Rm
lij(g) . (B.19)

En forma expĺıcita se tiene

Rijkl(g) =
1

2
(∂ikgjl + ∂jlgik − ∂ilgjk − ∂jkgil)

+ gmn

[{

m
ik

}

(g)
{

n
jl

}

(g) −
{

m
il

}

(g)
{

n
jk

}

(g)
]

. (B.20)

Este objeto es el tensor de Riemann–Christoffel. Aqúı hemos usado
la notación ∂ijgkl = ∂2gkl/∂xi∂xj para exhibir en forma expĺıcita las
simetŕıas de los ı́ndices.

A menudo el tensor de Riemann–Christoffel también es llamado
“tensor de Riemann”, pero es necesario tener en cuenta que un tensor
de Riemann se define para una conexión genérica Γ mientras que el
tensor de Riemann–Christoffel se define para un śımbolo de Christoffel
{}(g). La nomenclatura anterior es adecuada para evitar confusiones.

En un espacio Euclideano es posible introducir coordenadas Carte-
sianas, de manera tal que las componentes del tensor métrico están dadas
por

B.05

gij = δij =

{

1 , si i = j,
0 , si i 6= j.

(B.21)

El śımbolo de Christoffel y el tensor de Riemann–Christoffel se anulan
ambos.

El problema inverso consiste en determinar cuándo es posible en-
contrar una transformación de coordenadas tales que un tensor métrico
g con componentes gab(y) se pueda escribir en coordenadas Cartesianas
de manera tal que las componentes del tensor métrico g sean constantes.
Para que ésto sea posible es necesario que

gab(y) =
∂xi

∂ya

∂xj

∂yb
ηij . (B.22)

La condición de integrabilidad para esta ecuación es que se anule el
tensor de Riemann–Christoffel.

Los espacios para los cuales se anula el tensor de Riemann–Christof-
fel son los espacios planos. Si el tensor de Riemann–Christoffel no se
anula entonces el espacio no es plano. En dos dimensiones el tensor de
Riemann–Christoffel posee sólo una componente independiente, el es-
calar de Ricci, el cual coincide con la curvatura Gaussiana de una super-
ficie. Esta es la razón por la cual muchas veces el tensor de Riemann–
Christoffel también se denomina tensor de curvatura y se dice que el
espacio está curvado.

Identidades Algebraicas. El tensor de Riemann–Christoffel sat-
isface las siguientes identidades algebraicas:

1. Anti–simetŕıa en el primer y segundo par de ı́ndices

Rlkij(g) = −Rklij(g) ,

Rklji(g) = −Rklij(g) . (B.23)

Por lo tanto, el tensor de Riemann–Christoffel, completamente co-
variante, es anti–simétrico en el primer par de ı́ndices como también
en el segundo par de ı́ndices.

2. Simetŕıa con respecto al primer y segundo par de ı́ndices

Rklij(g) = Rijkl(g) . (B.24)
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3. Simetŕıa ćıclica con respecto a tres ı́ndices

Rklij(g) + Rkijl(g) + Rkjli(g) = 0 . (B.25)

Debido a las propiedades de simetŕıa descritas anteriormente la
única contracción no–trivial del tensor de Riemann–Christoffel con el
tensor métrico es el tensor de Ricci

Rkj(g) = gli Rlkij(g) . (B.26)

Se puede definir una contracción adicional del tensor de Ricci con
el tensor métrico y se obtiene el escalar de Ricci

R(g) = gij Rij(g) . (B.27)

El número N(Rie) de componentes algebraicamente independientes
del tensor de Riemann–Christoffel completamente covariante (B.20) se
obtiene como sigue. En primer lugar, el tensor de Riemann–Christoffel
se puede considerar como una matriz cuadrada simétrica RAB donde A
y B son ı́ndices colectivos para [ij]. El rango de A es A = 1, · · · ,D =
d(d − 1)/2. Por lo tanto el número de componentes de RAB es

P =
1

2
D (D + 1) =

1

2

1

2
d (d − 1)

[

1

2
d (d − 1) + 1

]

. (B.28)

Por otra parte, la propiedad (B.25) introduce

Q =
d!

(d − 4)!4!
=

d(d − 1)(d − 2)(d − 3)

24
, (B.29)

restricciones adicionales. El resultado final es

N(Rie) = P − Q =
d2(d2 − 1)

12
. (B.30)

El tensor de Ricci es simétrico y su número de componentes es

N(Ric) =
1

2
d (d + 1) . (B.31)

El escalar de Ricci posee sólo una componente en todas las dimensiones.
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El número de componentes linealmente independientes del tensor de
Riemann–Christoffel y del tensor de Ricci para diferentes dimensiones se
da en la Tabla B.1.

En dimensión 2 el tensor de Riemann–Christoffel posee sólo una
componente independiente. De hecho se puede escribir

R
(2)
klij =

1

2
R(2) (gki glj − gkj gli) , (B.32)

de modo tal que para el tensor de Ricci se obtiene

R
(2)
ij =

1

2
R(2) gij . (B.33)

donde R(2) es el escalar de Ricci.
En dimensión 3 el tensor de Riemann–Christoffel y el tensor de Ricci

poseen el mismo número de componentes independientes. Por lo tanto
el tensor de Riemann–Christoffel se puede escribir completamente en
términos del tensor de Ricci. Se tiene

R
(3)
klij = [R

(3)
ki glj + gki R

(3)
lj − R

(3)
kj gli − gkj R

(3)
li ]

− 1

2
R(3) (gki glj − gkj gli) . (B.34)

En dimensión 4 el tensor de Riemann–Christoffel tiene más compo-
nentes independientes que el tensor de Ricci. Por lo tanto el tensor de
Riemann–Christoffel se escribe en términos del tensor de Ricci y de un
tensor adicional C. Se tiene

Dimensión Riemann–Christoffel Ricci

d d2(d2 − 1)/12 d(d + 1)/2

1 0 0∗

2 1 1∗

3 6 6
4 20 10

Tabla B.1. El número de componentes linealmente independientes del
tensor de Riemann–Christoffel y del tensor de Ricci para diferentes di-
mensiones. (*) El tensor de Ricci no puede tener más componentes
linealmente independientes que el tensor de Riemann–Christofel.
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R
(4)
klij =

1

2
[R

(4)
ki glj + gki R

(4)
lj − R

(4)
kj gli − gkj R

(4)
li ]

− 1

6
R(4) (gki glj − gkj gli) + Cklij . (B.35)

donde Cklij son las componentes del tensor de Weyl C. Este tensor tiene
las mismas simetŕıas que el tensor de Riemann–Christoffel y la propiedad
adicional

Clj = gki Cklij ≡ 0 . (B.36)

La relación (B.35) se puede invertir para obtener

Cklij = R
(4)
klij

− 1

2
[R

(4)
ki glj + gki R

(4)
lj − R

(4)
kj gli − gkj R

(4)
li ]

+
1

6
R(4) (gki glj − gkj gli) . (B.37)

Las identidades de Bianchi. El tensor de Riemann satisface un
conjunto de identidades diferenciales, a saber, las identidades de Bianchi.
La primera identidad de Bianchi está dada por

∇kRmlij(g) + ∇iRmljk(g) + ∇jRmlki(g) ≡ 0 . (B.38)

A partir de una contracción se obtiene la segunda identidad de Bianchi,
a saber,

∇iRjk(g) −∇jRik(g) + ∇lRijk
l(g) = 0 . (B.39)

Una contracción adicional da la tercera identidad de Bianchi

∇iR(g) − 2∇jRi
j(g) = 0 . (B.40)

La relación anterior se puede reescribir como

∇jG
ij(g) = 0 , (B.41)

donde
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Gij(g) = Rij(g) − 1

2
R(g) gij . (B.42)

es el tensor de Einstein.

Simetŕıas de los espacios de Riemann. Una transformación de
coordenadas x → y tal que las componentes del tensor métrico trans-
formado ḡ(y) poseen la misma dependencia de sus argumentos y que
el tensor métrico original g(x) con respecto a x, es una simetŕıa de los
espacios de Riemann. Es decir, se cumple

ḡab(y) = gab(y) . (B.43)

Las componentes del tensor métrico transformado están dadas por la
relación

ḡab(y) =
∂xi

∂ya

∂xj

∂yb
gij(x) . (B.44)

Si el tensor métrico es invariante en su forma entonces sus componentes
satisfacen

ḡab(y) =
∂xi

∂ya

∂xj

∂yb
gij(x) . (B.45)

La ecuación (B.45) es una restricción complicada sobre la función y(x),
y se puede simplificar restringiendo las consideraciones al caso especial
de una transformación infinitesimal de coordenadas

ya(x) = xa + ξa(x) , (B.46)

donde ξ es un función infinitesimal. A primer orden en ξ se tiene

∂ya

∂xi
= δa

i +
∂ξa

∂xi
, (B.47)

mientras que para la transformación inversa se tiene

∂xi

∂ya
= δi

a − ∂ξi

∂ya
, (B.48)

Para las componentes del tensor métrico se tiene

ḡab(y) = gab(x + ξ) = gab(x) + ξc(x)
∂gab

∂yc
(x) . (B.49)



B.10

Reemplazando en (B.45) y simplificando se obtiene

δgij = ḡij(y) − gij(x) = ∇iξj + ∇jξi . (B.50)

Por lo tanto, para que el tensor métrico no cambie se debe tener

∇iξj + ∇jξi = 0 . (B.51)

La ecuación (B.51) es la ecuación de Killing y sus soluciones ξ son los
vectores de Killing.

Las condiciones de integrabilidad para la ecuación de Killing se
obtienen considerando la derivada covariante de la ecuación de Killing
(B.51), a saber,

∇k∇iξj + ∇k∇jξi = 0 , (B.52)

y la identidad de Ricci para ξ, es decir,

∇i∇jξk −∇j∇iξk = Rl
kij ξl . (B.53)

Combinando ambas ecuaciones, usando la ecuación de Killing y la sime-
tŕıa ćıclica del tensor de Riemann–Christoffel, se obtiene

∇k∇jξi = Rl
kij ξl . (B.54)

La derivada covariante de los vectores de Killing posee partes simétrica
y anti–simétricas

∇iξj = ∇(iξj) + ∇[iξj] , (B.55)

pero la parte simétrica es cero, ∇(iξj) = 0, dado que es justamente la
ecuación de Killling. Por lo tanto, todas las derivadas de orden superior
de ξa, se pueden expresar en términos de ξi(x0) y de la parte anti–
simétrica de ∇[iξj](x0), donde x0 es un punto cualquiera del espacio. De
este modo, cualquier vector de Killing se puede escribir como

ξi(x) = Ai
j(x; x0) ξj(x0) + Bi

jk(x; x0)∇[jξk](x0) , (B.56)

donde Ai
j(x;x0) y Bi

jk(x;x0) son funciones que dependen del tensor
métrico particular que se esté considerando pero no de los valores ini-
ciales ξ y ∇[ξ]. Por lo tanto estas funciones son las mismas para todos
los vectores de Killing.
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El número máximo de vectores de Killing es igual al número de
valores iniciales que se pueden dar en forma independiente, es decir, d
para los ξ y d(d − 1)/2 para los ∇[ξ], y en total se obtiene d(d + 1)/2.
Los espacios que poseen el número máximo de vectores de Killing son
los espacios máximamente simétricos. Las condiciones de integrabilidad
para la existencia del número máximo de vectores de Killing se obtienen
considerando una derivada adicional de la ecuación (B.53). Con el uso
de la ecuación de Killing se obtiene

(∇iR
m

jkl −∇jR
m

ikl) ξm

+(Rm
jik δn

l + Rm
klj δn

i − Rm
lik δn

j − Rm
ilj δn

k )∇mξn = 0 .

(B.57)

Para tener el número máximo de soluciones los datos iniciales ξ y ∇[ξ]

deben ser independientes, lo cual significa que los coeficientes respectivos
en la ecuación (B.57) se deben anular, es decir,

∇iR
m

jkl −∇jR
m

ikl = 0 , (B.58)

Rm
jik δn

l + Rm
klj δn

i − Rm
lik δn

j − Rm
ilj δn

k

−Rn
jik δm

l − Rn
klj δm

i + Rn
lik δm

j + Rn
ilj δm

k = 0 . (B.59)

La condición (B.58) implica que el tensor de Riemann es de la forma

Rklij(g) = K (gkl gij − gkj gil) , (B.60)

mientras que la ecuación (B.59) implica K = constante. Los espa-
cios para los cuales se cumple (B.60) son los espacios máximamente
simétricos. Hay tres posibilidades dependiendo del valor de la constante
K: K = 0,K > 0,K < 0.

El caso más sencillo es K = 0 y el espacio es plano. En un espacio
plano siempre es posible elegir coordenadas Cartesianas en las cuales el
tensor métrico es constante y la conexión se anula. En este sistema de
coordenadas la ecuación (B.60) se reduce a

∂2ξk

∂xi∂xj
= 0 , (B.61)

cuya solución es
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ξi(x) = ai + bij xj , (B.62)

donde ai y bij son constantes y bij es anti–simétrico. De esta manera se
puede elegir un conjunto de d(d + 1)/2 vectores de Killing como

ξ(j)i = ηji ,

ξ[jk]i = ηij xk − ηik xj . (B.63)

Los d vectores ξ
(j)
i representan traslaciones, mientras que los d(d− 1)/2

vectores ξ
[kj]
i representan rotaciones o, para un espacio de Minkowski,

transformaciones de Lorentz.
Existen otros espacios que están caracterizados por poseer sólo un

grupo reducido de simetŕıas. Por ejemplo: los espacios homogéneos son
aquellos que poseen como simetŕıas sólo las traslaciones; los espacios
isotrópicos son aquellos que poseen como simetŕıas sólo las rotaciones.
Las simetŕıas anteriores pueden estar presentes también sólo en algún
sub–espacio del espacio en consideración. Por ejemplo, los espacios
de Friedmann–Robertson–Walker (FRW) son espacios que poseen sub–
espacios tri–dimensionales máximamente simétricos.

Una propiedad adicional de los vectores de Killing es su linealidad,
es decir, si ξα son vectores de Killing, entonces no existen funciones fα

β

tal que Eβ = fα
βξα sea un vector de Killing, aparte de la solución trivial,

constantes.
Consideremos ahora los operadores diferenciales

Tα = ξi
α ∂i , (B.64)

donde α = 1, · · · , N , y N es el número de vectores de Killing indepen-
dientes. El conmutador de dos de estos operadores está dado por

[Tα, Tβ ] = Tα Tβ − Tβ Tα = ξi
[αβ] ∂i , (B.65)

donde

ξi
[αβ] = ξj

α

∂ξi
β

∂xj
− ξj

β

∂ξi
β

∂xj

= ξj
α ∇jξ

i
β − ξj

β ∇jξ
i
β . (B.66)

Se puede verificar, utilizando la ecuación de Killing y (B.66), que
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∇iξ[αβ]j + ∇jξ[αβ]i = 0 . (B.67)

Por lo tanto, ξ[αβ]i también es un vector de Killing. Dado que hemos
supuesto que los ξ son todos los vectores de Killing existentes, entonces
ξ[αβ]i debe ser una combinación lineal de los vectores de Killing ξ, es
decir,

ξi
[αβ] = Cαβ

γ ξi
γ , (B.68)

pero, debido a la propiedad de linealidad de los vectores de Killing de-
scrita anteriormente, los C’s son constantes y la relación (B.65) se puede
escribir como

[Tα, Tβ ] = Cαβ
γ ξi

γ ∂i = Cαβ
γ Tγ . (B.69)

Las relaciones anteriores definen el grupo de simetŕıas del tensor métrico.

Espacios conformemente relacionados. Dos espacios están con-
formemente relacionados si existe un sistema de coordenadas en el cual
sus tensores métricos están relacionados por

ḡij(x) = eΩ(x) gij(x) . (B.70)

A partir de esta relación es posible expresar las propiedades del tensor
métrico conforme ḡ en términos de las propiedades del tensor métrico g.
Los determinantes están relacionados por

ḡ = ed Ω g . (B.71)

Los tensores métricos inversos están relacionados por

ḡij = e−Ω gij . (B.72)

Los śımbolos de Christoffel están relacionados por

{

k
ij

}

(ḡ) =
{

k
ij

}

(g) +
1

2

(

δk
i Ωj + δk

j Ωi − gkl Ωl gij

)

, (B.73)

donde Ωi = ∂Ω/∂xi. Los tensores de Riemann–Christoffel están rela-
cionados por
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Rk
lij(ḡ) = Rk

lij(g)

+
1

2

(

δk
j ∇iΩl −∇iΩ

k gjl − δk
i ∇jΩl + ∇jΩ

k gil

)

+
1

4

(

δk
i Ωl Ωj − δk

i (Ω2) gjl + Ωk Ωi gjl

−δk
j Ωl Ωi + δk

j (Ω2) gil − Ωk Ωj gil

)

. (B.74))

Los tensores de Riemann–Christoffel completamente covariantes están
relacionados por

Rklij(ḡ) = eΩ [Rklij(g)

+
1

2
(gkj ∇iΩl −∇iΩk gjl − gki ∇jΩl + ∇jΩk gil)

+
1

4

(

gki Ωl Ωj − gki (Ω2) gjl + Ωk Ωi gjl

−gkj Ωl Ωi + gkj (Ω2) gil − Ωk Ωj gil

)]

, (B.75)

donde (Ω=gijΩiΩj . Los tensores de Ricci están relacionados por

Rij(ḡ) = Rij(g)

− 1

2

[

(d − 2)∇iΩj + (∇2Ω) gij

]

+
1

4
(d − 2)

[

Ωi Ωj − (Ω2) gij

]

. (B.76)

Las curvaturas escalares están relacionadas por

R(ḡ) = e−Ω

[

R(g) − (d − 1) (∇2Ω) − 1

4
(d − 1) (d − 2) (Ω2)

]

, (B.77)

donde (∇2Ω) = gij∇i∇jΩ. Para el tensor de Weyl se obtiene

Cklij(ḡ) = eΩ Cklij(g) . (B.78)
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Un espacio es conformemente plano si existe un sistema de coorde-
nadas en el cual las componentes del tensor métrico se pueden escribir
como

gij = eΩ 0
gij , (B.79)

donde
0
g es un tensor métrico plano.

El problema inverso consiste en determinar cuándo un espacio es
conformemente plano, y es equivalente a determinar cuándo existe una
función Ω tal que

hij = eΩ gij , (B.80)

es un tensor métrico plano. La condición es que se anule el tensor de
Riemann–Christoffel para el tensor métrico h. Esta condición tiene dis-
tintas expresiones dependiendo de la dimensión del espacio que se esté
considerando.

Para d = 3 la condición es

Rij =
1

2

[

∇iΩj + (∇2Ω) gij

]

− 1

4

[

Ωi Ωj − (Ω2) gij

]

. (B.81)

Para d = 4 es necesario que

Rklij

+
1

2
[gkj ∇iΩl −∇iΩk gjl − gki ∇jΩl + ∇jΩk gil]

+
1

4

[

gki Ωl Ωj − gki (Ω2) gjl + Ωk Ωi gjl

−gkj Ωl Ωi + gkj (Ω2) gil − Ωk Ωj gil

]

= 0 . (B.82)

Una contracción de esta ecuación da

Rij −
1

2

[

(d − 2)∇iΩj + (∇2Ω) gij

]

+
1

4
(d − 2)

[

Ωi Ωj − (Ω2) gij

]

= 0 . (B.83)

Una segunda contracción da
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R(g) − (d − 1) (∇2Ω) − 1

4
(d − 1) (d − 2) (Ω2) = 0 . (B.84)

Combinando las condiciones anteriores se llega a que la condición de
integrabilidad para (B.82) es un tensor de Weyl nulo.

Con el tensor métrico es posible definir normas, productos internos
y ángulos. La norma de un vector está dada por

N2(v) = gij vi vj . (B.85)

El producto interno de dos vectores está dado por

N(v, w) = gij vi wj . (B.86)

El ángulo entre dos vectores está dado por

α(v, w) =
N(v,w)

N(v)N(w)
. (B.87)

Las transformaciones de escala del tipo g → Ωg no cambian el
valor de los ángulos (B.87), y por lo tanto, estas son transformaciones
conformes. De acuerdo con las ecuaciones (B.50), se debe tener

δgij = ∇iξi + ∇jξj = α gij . (B.88)

Esto significa que la nuevo tensor métrico está dado por

ḡij = (1 + α) gij . (B.89)

Para las transformaciones conformes se debe tener

∇iξj + ∇jξi − α gij = 0 . (B.90)

Tomando la traza de esta ecuación se puede determinar α y se obtiene
la ecuación de Killing conforme, a saber,

∇iξj + ∇jξi −
2

d
(∇kξk) gij = 0 . (B.91)

La técnica para encontrar las soluciones a esta ecuación es la misma
descrita anteriormente para la ecuación de Killing ordinaria.

La solución general de (B.91) está dada por
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ξi(x) = ai + bi
j xj + kxi + x2 bi − 2 (b · x)xi , (B.92)

donde bij es anti–simétrico. Esta solución representa traslaciones, rota-
ciones, transformaciones de escala y transformaciones conformes espe-
ciales infinitesimales.
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Apéndice C. Formulación Variacional de la Mecánica

El Formalismo Lagrangiano. Consideremos sistemas dinámicos
descritos por un conjunto de variables qi. Estas variables son las vari-
ables de configuración y definen el espacio de configuración. El estado
del sistema está caracterizado por los valores de estas variables, es decir,
por un punto en el espacio de configuración.

El estado del sistema puede cambiar con el tiempo y este cambio se
puede caracterizar a través de qi(t). Esta dependencia con el tiempo da
la trayectoria del sistema en el espacio de configuración.

Los sistemas dinámicos Lagrangianos son aqullos en los cuales las
ecuaciones dinámicas se pueden obetner a partir de un principio varia-
cional.

La dinámica de un sistema Lagrangiano está descrita por la acción
S la cual está dada por

S =

∫ t2

t1

Ldt , (C.01)

donde T = [t1, t2] es un intervalo de tiempo finito y L es el Lagrangiano,
el cual está dado por

L = L(~q, ~̇q) , (C.02)

El principio variacional establece que las trayectorias del sistema son
aquellas que minimizan la acción. Para determinar estas trayectorias
consideremos una variación arbitraria η de las variables de configuración
~q dentro del intervalo T . A saber

qi = qi
0 + ηi . (C.03)

En forma similar, las derivadas temporales cambian de acuerdo con la
ley

q̇i = q̇i
0 + η̇i . (C.04)

En las relaciones anteriores hemos denotado la variación de las variables
de configuración por η para enfatizar que este es un cambio intŕınseco
en el valor de estas variables y no una variación debida a otros factores,
lo cual se denotaŕıa en forma más conveniente por η.

A continuación podemos considerar el efecto de la variación (C.03) y
(C.04) sobre la acción. Considerando términos a primer orden se obtiene
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δS =

∫ t2

t1

[(

∂L

∂qi

)

ηi +

(

∂L

∂q̇i

)

η̇i

]

dt

=

∫ t2

t1

(

δL

δqi

)

ηi dt +

(

∂L

∂q̇i

)

ηi

∣

∣

∣

∣

t2

t1

, (C.05)

donde hemos integrado por partes, y

δL

δqi
=

∂L

∂qi
− d

dt

(

∂L

∂q̇i

)

, (C.06)

es la derivada de Euler–Lagrange. En la fórmula anterior es correcto
escribir δS dado que este es el cambio experimentado por la acción por
efecto de un cambio en ~q.

Las trayectorias que minimizan la acción se obtienen imponiendo
la condición δS = 0. Para determinar los efectos de esta condición
observemos que la integral en (C.05) depende de los valores de η en el
interior del intervalo T , mientras que el segundo término depende de los
valores de η en t1 y en t2. Por lo tanto, ambos términos se deben anular
por separado. Dado que las variaciones η son arbitrarias, se debe tener

δL

δqi
=

∂L

∂qi
− d

dt

(

∂L

∂q̇i

)

= 0 , (C.07)

lo cual corresponde a las ecuaciones de Euler–Lagrange o ecuaciones de
movimiento. Además se debe tener

ηi(t1) = 0 ,

ηi(t2) = 0 . (C.08)

Por lo tanto, para integrar las ecuaciones de Euler–Lagrange (C.07) se
deben dar, como datos iniciales los valores de ~q en t1 y t2, o los valores
de ~q y ~̇q en t1 (o t2). Sin embargo, ambos problemas pueden ser no
equivalentes; véase 2.03.

De esta manera, las ecuaciones de Euler–Lagrange (C.07) sujetas a
las condiciones de contorno (C.09) son las condiciones para que la acción
S sea estacionaria.

El número de valores iniciales linealmente independientes que se
puede dar es I = 2n. El número de grados de libertad se define como
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f = I/2, y en el caso que estamos considerando se tiene f = n. Dado
que este número es finito estos sistemas se llaman discretos.

Finalmente, recordemos el siguiente resultado importante.

Teorema. La condición necesaria y suficiente para que la derivada
variacional sea nula es que el Lagrangiano sea una derivada temporal
total.

Sistemas T − V . Un ejemplo de aplicación del formalismo La-
grangiano es provisto por la mecánica de Newton. La dinámica de un
sistema mecánico está descrita por la Segunda Ley de Newton, que en
coordenadas Cartesianas se escribe simplemente como

m q̈i = δij Fj(q) , (C.09)

donde qi, i = 1, · · · , n, son coordenadas en el espacio de configuración;
δij = diag(+ · · ·+) es la métrica Euclideana. Un caso particular de
sistema mecánico Newtoniano son los sistemas conservativos en que la
fuerza es derivable de un potencial V = V (q), en cuyo caso se tiene

Fj = − ∂V

∂qj
, (C.10)

de modo tal que (C.10) se reescribe como

m q̈i = −δij ∂V

∂qj
. (C.11)

Lo que hace a los sistemas mecánicos Newtonianos conservativos tan
interesantes es el hecho que las ecuaciones (C.11) se pueden reescribir en
la forma (C.07) si se considera el Lagrangiano

L = T − V , (C.12)

con

T =
1

2
mδij q̇i q̇j , (C.13)

la enerǵıa cinética. Debido a la expresión del Lagrangiano (C.12) estos
sistemas son llamados T − V . Casi todos los sistemas mecánicos son de
este tipo y de hecho fue este el origen del formalismo Lagrangiano. Sin
embargo, el formalismo Lagrangiano es mucho más general y su validez
va más allá de los simples sistemas T − V .
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Por otro lado, uno puede bien considerar la posibilidad de trabajar
en un sistema de coordenadas no–Cartesiano en cuyo caso el término
cinético en (C.13) se reescribe como

T =
1

2
mgij(~q) q̇i q̇j . (C.14)

Las ecuaciones de movimiento correspondientes ahora son

mai = −gij ∂V

∂qj
, (C.15)

donde, ahora

ai = q̈i +
{

i
jk

}

(g) q̇j q̇k , (C.16)

es la aceleración generalizada, y
{

i
jk

}

(g) es el śımbolo de Christoffel

correspondiente a la métrica g con componentes gij .

Covariancia del Formalismo Lagrangiano. Una de las venta-
jas del formalismo Lagrangiano es que lleva a un procedimiento simple
y directo para escribir las ecuaciones de movimiento para un sistema
mecánico dado en términos de un sistema arbitrario de coordenadas en
el espacio de configuración. Dado que el formalismo Lagrangiano se
construye en términos de coordenadas genéricas sus resultados y predic-
ciones deben ser independientes del sistema coordenado usado. Esto
significa que las ecuaciones de movimiento, a partir de las cuales se
extrae toda la información relevante deben ser invariantes bajo trans-
formaciones de coordenadas del espacio de configuración. Por lo tanto,
bajo una transformación de coordenadas del espacio de configuración el
nuevo Lagrangiano debe dar origen a la misma dinámica.

Una transformación genérica de coordenadas lleva desde las coorde-
nadas ~q a nuevas coordenadas ~q que son n funciones independendientes
de las coordenadas originales

Qi = Qi(~q) . (C.17)

La condición necesaria y suficiente para que esta transformación esté
bien definida es que su matriz Jacobiana

J i
j(~q, ~q) =

∂Qi

∂qj
, (C.18)
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sea invertible, es decir, regular, y por lo tanto su determinante debe ser
distinto de cero

J = det(J i
j) 6= 0 . (C.19)

La derivada temporal de (C.17) nos da

Q̇i =
∂Qi

∂qj
q̇j , (C.20)

de modo tal que las velocidades transforman en forma homogénea. Por
lo tanto, para las velocidades se obtiene

∂Q̇i

∂q̇j
=

∂Qi

∂qj
,

∂Q̇i

∂qj
=

∂2Qi

∂qj∂qk
q̇k . (C.21)

Usando todos estos resultados se obtiene que la derivada de Euler–
Lagrange transforma como

δL

δQi
=

∂qj

∂Qi

∂L

∂qj
. (C.22)

Por lo tanto, la validez de las ecuaciones de Euler–Lagrange en un sis-
tema de coordenadas implica la validez en cualquier otro sistema de
coordenadas.

Todos los desarrollos posteriores deben exhibir esta invariancia y
esto se usará como un ‘criterio de calidad’ para varios desarrollos poste-
riores.

El Formalismo Hamiltoniano. La motivación principal para
desarrollar el formalismo Hamiltoniano es reescribir las ecuaciones de
Euler–Lagrange, de segundo orden, en una manera que involucrara sólo
derivadas de primer orden.

El punto de partida del formalismo Hamiltoniano es la introducción
de los momentos ~p, canónicamente conjugados a las coordenadas ~q, a
través de

pi =
∂L

∂q̇i
. (C.23)
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En términos de los momentos ~p las ecuaciones de Euler–Lagrange se
reescriben como

ṗi =
∂L

∂qi
= ṗi(~q, ~p) . (C.24)

Las ecuaciones (C.23) y (C.24) son un sistema de ecuaciones diferenciales
de primer orden para ~q y ~p y por lo tanto hemos logrado el propósito
de reescribir las ecuaciones de Euler–Lagrange de segundo orden en una
forma de primer orden.

Nuestra siguiente tarea es obtener una descripción variacional de las
ecuaciones anteriores. Esto se puede conseguir con la introducción del
Hamiltoniano H lo cual se hace a través de la transformada de Legendre

H = q̇i ∂L

∂q̇i
− L . (C.25)

Una de las propiedades notables del Hamiltoniano es que posee la de-
pendencia H = H(~q, ~p). Para verificar esto reescribamos (C.25) como

H = q̇i pi − L , (C.26)

y consideremos la forma diferencial de esta relación

dH = dq̇i pi + q̇i dpi −
∂L

∂qi
dqi − ∂L

∂q̇i
dq̇i . (C.27)

Si ahora utilizamos la definición del momento (C.23) la relación anterior
se reduce a

dH = q̇i dpi −
∂L

∂qi
dqi , (C.28)

lo cual significa que

H = H(~q, ~p) . (C.29)

Por lo tanto, podemos concluir que ~q y ~p son las variables dinámicas
fundamentales del formalismo Hamiltoniano y corresponden a las coor-
denadas del espacio de fase. Usualmente al hablar de Hamiltoniano se
entiende esta función escrita en términos de ~q y ~p.

A partir de las ecuaciones (C.28) se puede escribir
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∂H

∂qi
= − ∂L

∂qi
,

∂H

∂pi
= q̇i . (C.30)

Estas relaciones permiten reescribir las ecuaciones de Euler–Lagrange en
una forma de primer orden. De hecho usando (C.07) se obtiene

q̇i =
∂H

∂pi
,

ṗi = −∂H

∂qi
. (C.31)

Estas son las ecuaciones de Hamilton y son equivalentes a las ecuaciones
de Euler–Lagrange.

El Paréntesis de Poisson. Como lo mencionáramos anterior-
mente las variables fundamentales del formalismo Hamiltoniano son ~q
y ~p. Por lo tanto, cualquier función relevante deberá estar escrita en
término de estas variables, es decir F = F (~q, ~p). La evolución temporal
de esta cantidad está determinada por su derivada con respecto a t, y se
obtiene

dF

dt
=

∂F

∂qi
q̇i +

∂F

∂pi
ṗi . (C.32)

Si utilizamos las ecuaciones de Hamilton esta ecuación se puede reescribir
como

dF

dt
= {F, H} , (C.33)

donde hemos utilizado el paréntesis de Poisson {, } definido como

{F, G} =
∂F

∂qi

∂G

∂pi
− ∂G

∂qi

∂F

∂pi
. (C.34)

El paréntesis de Poisson posee las siguientes propiedades:

1. antisimetŕıa
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{F, G} = −{G, F} , (C.35a)

2. regla de Leibniz (es una derivación)

{F G, H} = F {G, H} + {F, H}G , (C.35b)

3. linearidad

{aF + bG, H} = a {F, H} + b {G, H} . (C.35c)

4. identidad de Jacobi

{F, {G,H}} + {G, {H,F}} + {H, {F,G}} = 0 . (C.35d)

El paréntesis de Poisson para las variables canónicas está dado por

{qi, pj} = δi
j . (C.36)

Esto permite definir una nueva estructura sobre el espacio de fase cono-
cida como geometŕıa simpléctica.

Leyes de Conservación. En primer lugar recordemos que la
solución a las ecuaciones de movimiento se puede escribir en término
de los datos iniciales como

qi = qi(t, ~q0, ~̇q0) ,

q̇i = q̇i(t, ~q0, ~̇q0) . (C.37)

Estas relaciones se pueden invertir para dar

qi
0 = qi

0(t, ~q, ~̇q) ,

q̇i
0 = q̇i

0(t, ~q, ~̇q) . (C.38)
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Por lo tanto, se puede estar seguro acerca de la existencia de 2n cons-
tantes del movimiento que dependen expĺıcitamente del tiempo. Tam-
bién se puede eliminar el tiempo a partir de estas relaciones y se ob-
tendŕıan (2n − 1) constantes de movimiento sin dependencia expĺıcita
del tiempo. De una u otra manera uno está seguro de la existencia de
cantidades conservadas y el problema se transforma en como encontrar
esas cantidades.

Si Q = Q(~q, ~̇q) es una constante de movimiento entonces debe sat-
isfacer la siguiente relación

dQ

dt
=

∂Q

∂qi
q̇i +

∂Q

∂q̇i
q̈i = 0 . (C.39)

Las segundas derivadas ~̈q se pueden obtener a partir de las ecuaciones
de movimiento (C.07).

Las ecuaciones de movimiento son ecuaciones diferenciales. Por lo
tanto, resolverlas significa integrarlas, es decir, encontrar un número
suficientemente grande de constantes de movimiento.

Una cantidad conservada particularmente sencilla se obtiene con-
trayendo las ecuaciones de Euler–Lagrange (C.07) con qi. Se obtiene

dE

dt
= 0 , (C.40)

donde

E = q̇i ∂L

∂dotqi
. (C.41)

No obstante, es necesario disponer de un método más sistemático para
obtener cantidades conservadas.

El problema de las cantidades conservadas adquiere una dimensión
diferente en el formalismo Hamiltoniano. Supongamos que hemos sido
capaces de encontrar un conjunto de cantidades conservadas Qa(~p, ~q),
a = 1, · · · ,m. Si los Q’s son cantidades conservadas, entonces deben
satisfacer la siguiente relación

dQa

dt
= {Qa, H} = 0 . (C.00)

A continuación podemos considerar el paréntesis de Poisson de dos can-
tidades conservadas, Cab(~q, ~p) = {Qa, Qb}. Si evaluamos la derivada
temporal de esta cantidad, y utilizamos la identidad de Jacobi se ob-
tiene
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dCab

dt
= {Cab, H} = {{Qa, Qb}, H}
= −{{Qb, H}, Qa} + {{H, Qa}, Qb} = 0 . (C.01)

Por lo tanto, el paréntesis de Poisson de dos cantidades conservadas
también es una cantidad conservada. Si uno no conoce todas las canti-
dades conservadas entonces es posible generar nuevas cantidades conser-
vadas a partir de dos conocidas. Por supuesto que no es siempre posible
generar todas las cantidades conservadas a través de este procedimiento,
pero esto puede ser de ayuda.

Supongamos ahora que hemos encontrado todas las posible canti-
dades conservadas. El paréntesis de Poisson de dos de estas cantidades
también será una cantidad conservada. Sin embargo, dado que hemos
supuesto que ya hemos encontrado todas las cantidades conservadas,
esta nueva cantidad conservada debe ser una combinación lineal de las
cantidades conservadas ya conocidas, es decir:

{Qa, Qb} = Cab
c Qc . (C.02)

Las relaciones (C.xx) definen el álgebra de cantidades conservadas y Cab
c

son las constantes de estructura del grupo correspondiente.
Todo lo que hemos descrito hasta ahora son propiedades generales

de las cantidades conservadas y todav́ıa no hemos realmente enfrentado
el problema de cómo encontrar cantidades conservadas. Una respuesta
sistemática, aunque parcial la entrega el teorema de Noether.

El Teorema de Noether. El Teorema de Noether (1918) es la
manera más sistemática de obtener cantidades conservadas y una man-
era de obviar las dificultades que se encuentran al intentar integrar en
forma directa la ecuación (C.39). A continuación consideraremos trans-
formaciones infinitesimales de coordenadas que tienen la propiedad de
que dejan inalteradas las ecuaciones de Euler–Lagrange. Estas transfor-
maciones son de la forma

qi → qi + ξi(~q) . (C.42)

En forma concomitante las velocidades transforman como

q̇i → q̇i + ξ̇i(~q) , (C.43)
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donde

ξ̇i = q̇j ∂ξi

∂qj
. (C.44)

El Lagrangiano transformado, a primer orden en ξ’s, está dado por

Lξ = L(~q + ξ) = L(~q) + ∆ξL . (C.45)

donde

∆ξL =
∂L

∂qi
ξi +

∂L

∂q̇i
ξ̇i . (C.46)

Para que la variación del Lagrangiano se anule se debe tener

∆ξL = L(~q + ξ) − L(~q) = 0 . (C.47)

Esta condición es equivalente a

∂L

∂qi
ξi +

∂L

∂q̇i
ξ̇i = 0 . (C.48)

Por lo tanto, para que exista una simetŕıa de las ecuaciones de Euler–
Lagrange, debe existir una solución de la ecuación (C.48). Esto es posible
sólo si el Lagrangiano posee alguna forma funcional particular, dado que
la ecuación (C.48) no tiene solución en general.

Consideremos a continuación la cantidad

Q(ξ) =
∂L

∂q̇i
ξi . (C.49)

La derivada temporal de esta cantidad está dada por

dQ(ξ)

dt
=

d

dt

(

∂L

∂q̇i

)

ξi +
∂L

∂q̇i
ξ̇i = −ξi δL

δqi
+ ∆ξL , (C.50)

donde ∆ξL está dado por (C.46). Esta cantidad se conservará si se
cumplen dos condiciones: primero, que se satisfagan las ecuaciones de
movimiento y, segundo, que ξ sea una simetŕıa de las ecuaciones de
movimiento, es decir,

∆ξL = 0 , (C.51)
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Este último resultado usualmente se establece en la forma de un teorema

Teorema. Si ξ es el generador de una simetŕıa del Lagrangiano,
entonces Q(ξ) es una cantidad conservada.

Este resultado se conoce como el teorema de Noether.
El problema se ha reducido ahora a determinar las trasformaciones

(C.42) que dejan invariante al Lagrangiano y esto obviamente dependerá
de la forma funcional del Lagrangiano considerado. Consideremos un
ejemplo.

El teorema de Noether adquiere una forma especialmente relevante
en el formalismo Hamiltoniano. En este caso las cantidades conservadas
tipo Noether se escriben como

Qa = ξa
i pi − Λ . (C.52)

El paréntesis de Poisson de dos cantidades conservadas está dado por

{Qa, Qb} =

[

ξb
j ∂ξa

i

∂qj
− ξa

j ∂ξb
i

∂qj

]

pi . (C.53)

Es posible demostrar que la cantidad anterior también es una simetŕıa
tipo Noether del Lagrangiano, por lo tanto debe ser una combinación
lineal de las simetŕıas ya conocidas

ξb
j ∂ξa

i

∂qj
− ξa

j ∂ξb
i

∂qj
= Cab

c ξc
i . (C.54)

Por lo tanto, tendremos

{Qa, Qb} = Cab
c Qc . (C.55)

Sistemas Puramente Cinéticos. Una familia de sistemas para
la cual el problema de las cantidades conservadas tiene una formulación
matemática clara es para Lagrangianos puramente cinéticos. Estas con-
sideraciones se pueden extender a espacios Riemannianos curvos. En este
caso, el problema de determinar las constantes de movimiento es equiv-
alente a determinar los vectores, y tensores, de Killing de la métrica.

Consideremos un sistema dinámico descrito por el Lagrangiano

L =
1

2
mgij ẋi ẋj , (C.56)
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donde xi, i = 1, c . . . , d, son las coordenadas generalizadas y d es la
dimensión del espacio de configuración. Los puntos denotan derivadas
con respecto al tiempo t. Las ecuaciones de movimiento están dadas por

δL

δxi
= −mgij [ẍj + Γk

kl ẋ
k ẋl] = 0 , (C.57)

donde

Γk
ij(g) =

1

2
gkl

[

∂gjl

∂xi
+

∂gil

∂xj
− ∂gij

∂xl

]

, (C.58)

son los śımbolos de Christoffel para la métrica gij ; gij es la métrica
inversa. Las ecuaciones anteriores corresponden a la ecuación de una
geodésica.

Las constantes de movimiento deben satisfacer

dQ

dt
=

∂Q

∂xi
ẋi +

∂Q

∂ẋi
ẍi = 0 . (C.59)

Con el uso de la ecuación (C.57) se obtiene

∂Q

∂xi
ẋi − ∂Q

∂ẋi
Γi

jk ẋj ẋk = 0 . (C.60)

Esta ecuación es homogénea en las velocidades; por lo tanto, la solución
general a la ecuación (C.59) es de la forma

Q = Q0(x) + Qi(x) ẋi + Qij(x) ẋi ẋj + · · · . (C.61)

Reemplazando (C.60) en (C.59) se obtiene

∂Q0

∂xi
+

1

2
(∇iQj + ∇jQi) ẋi ẋj

+
1

3
(∇iQjk + ∇jQki + ∇kQij) ẋi ẋj ẋk + · · · = 0 , (C.62)

donde ∇ denota la derivada covariante con respecto a la métrica gij

definida como

∇ivj =
∂vj

∂xi
− Γk

ij vk . (C.63)

La ecuación (C.61) se debe satisfacer orden a orden; por lo tanto, se
obtienen las siguientes ecuaciones
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∂Q0

∂xi
= 0 ,

∇iQj + ∇jQi = 0 ,

∇iQjk + ∇jQki + ∇kQij = 0 . (C.64)

La primera ecuación implica Q0 = constante. La segunda ecuación im-
plica que los Qi son vectores de Killing de la métrica g. Las otras
funciones son vectores de Killing.

Por lo tanto, las constantes de movimiento, no triviales, están dadas
por

Q = ξi ẋi ,

Q = ξij ẋi ẋj . (C.65)

Por lo tanto, la determinación de las constantes de movimiento se
reduce a la determinación de los vectores, y tensores, de Killing de la
métrica g.

Una constante de movimiento se puede obtener en forma inmediata.
de hecho, la métrica es ella misma un tensor de Killing; por lo tanto, se
obtiene la cantidad conservada

E =
1

2
mgij ẋi ẋj , (C.66)

que corresponde a la enerǵıa cinética.

Sistemas con Potenciales. Para el Lagrangiano T−V la variación
de Noether (C.45) está dada por

ξ(L) =
m

2
(∇iξj + ∇jξi) q̇i q̇j − ξi ∂V

∂qi
. (C.67)

Para que esta cantidad sea cero, los términos que contienen distintas
potencias de las velocidades deben ser cero en forma separada. A partir
del primer término en (C.67) se obtiene

∇iξj + ∇jξi = 0 . (C.68)

Por lo tanto ξ debe ser un vector de Killing de la métrica g. Si suponemos
que g es una métrica plana entonces esta debe admitir el número máximo
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de vectores de Killing. En coordenadas Cartesianas estas corresponden
a traslaciones:

ξ(j)
i = δi

j , (C.69a)

y a rotaciones:

ξ(j)
i = δik ǫjkl q

l . (C.69b)

Por lo tanto los Q′s están dados por momentos lineales:

Qj = mδji q̇i , (C.70a)

y momentos angulares

Qj = mǫjik qi q̇k . (C.70b)

Todav́ıa es necesario satisfacer la segunda relación en (C.67), es decir

ξi ∂V

∂qi
= 0 , (C.71)

y esto disminuye el número de posibles simetŕıas. Obviamente estas
restricciones adicionales dependerán de la forma funcional del potencial;
Tabla C.1.

Desafortunadamente, existen otras cantidades conservadas que no
se pueden obtener de esta manera tan sistemática. Como ejemplo basta
mencionar la enerǵıa (C.xx). Esto muestra que no todas las cantidades
conservadas se pueden obtener a través del teorema de Noether.

V generadores número simetŕıa

constante todos 6 total
V (r) Lx, Ly, Lz 3 esférica
V (z) px, py, Lz 3 plana
V (ρ) pz, Lz 2 ciĺındrica
V (x, y) pz 1 traslacional
V (ρ, z) Lz 1 axial
V (x, y, z) ninguno 0 sin simetŕıas

Tabla C.1. Potenciales y sus simetŕıas en mecánica clásica.
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C.08. Th. de Donder, Théorie invariantive du Calcul des Variations
(Gauthier–Villars, Paris, 1935).

C.09. H. Busemann and W. Mayer, On the foundations of calculus of
variations, Trans. Am. Math. Soc. 49, 173 (1941).

C.10. A. Sommerfeld, Mechanics (Academic Press, New York, 1952).
C.11. O. Bolza, Lectures on the Calculus of Variations (Dover, New York,

1961).
C.12. L. E. Elsgoltz, Calculus of Variations (Addison–Wesley, Reading,

Massachusetts, 1962).
C.13. H. Flanders, Differential Forms with Applications to the Physical

Sciences (Academic Press, New York, 1963).
C.14. I. Gelfand and S. Fomin, Calculus of Variations (Prentice–Hall, En-

glewood Cliff, New Jersey, 1963).
C.15. D. Ter Haar, Elements of Hamiltonian Mechanics (North–Holland,

Amsterdam, 1964).
C.16. J. Leech, Classical Mechanics (Math., London, 1965).
C.17. L. A. Pars, A Treatise on Analytical Dynamics (Heinemann, Lon-

don, 1965).
C.18. B. L. Moiseiwitsch, Variational Principles (Interscience, New York,

1966).
C.19. C. Lanczos, Variational principles, in Mathematical Methods on

Solid State and Superfluid Theory, Scottish Summer School, ed. R.

C.17

C. Clarke and G. H. Derrock (Oliver and Boyd, 1967).
C.20. W. Yourgrau and S. Mandelstam, Variational Principles in Dynam-

ics and Quantum Theory (Saunders, Philadelphia, 1968).
C.21. A. M. Arthurs, A generalized Euler–Lagrange equation, Proc. Cam-

bridge Phil. Soc. 66, 399 (1969).
C.22. E. J. Konopinski, Classical Descriptions of Motion (Freeman, San

Francisco, 1969).
C.23. G. Rosen, Formulations of Classical and Quantum Dynamical The-

ory (Academic Press, New York, 1969).
C.24. C. Lanczos, The Variational Principles of Mechanics (University of

Toronto Press, Toronto, 1970).
C.25. D. G. B. Edelen, Reflections on Variational Principles and Invari-

ance Theory, in Problems in the Foundations of Physics, ed. M.
Bunge (Springer, Berlin, 1971).

C.26. E. J. Saletan and A. H. Cromer, Theoretical Mechanics (Wiley, New
York, 1971).

C.27. G. D. Birkhoff, Dynamical Systems (Am. Math. Soc., New York,
1972).

C.28. G. W. Horndeski, Differential operators associated with the Euler–
Lagrange operator, Tensor 28, 303 (1974).

C.29. D. Krupka, On the structure of the Euler mapping, Arch. Math.
10, 55 (1974).

C.30. L. Landau and E. M. Lifshitz, Mechanics (Pergamon Press, Oxford,
1976).

C.31. W. M. Tulczyjew, The Lagrange differential, Bull. Acad. Polon.
Sci. 24, 1089 (1976).

C.32. R. Abraham and J. E. Marsden, Foundations of Mechanics (Ben-
jamin/Cummings, Reading, Massachusetts, 1978).

C.33. V. I. Arnold, Mathematical Methods of Classical Mechanics (Sprin-
ger, Berlin, 1978).

C.34. R. M. Santilli, Foundations of Classical Mechanics. I (Springer,
New York, 1978).

C.35. J. Stickforth, On the complementary Lagrange formalism of classical
mechanics, Am. J. Phys. 46, 71 (1978).
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Apéndice D. Formulación Variacional de la Teoŕıa de Campos

El Formalismo Lagrangiano. La teoŕıa de campos se preocupa
de los sistemas dinámicos en los cuales la dimensión del espacio base
es d > 1. En la mecánica clásica de sistemas discretos el tiempo juega
un papel preferencial dado que es la única coordenada del espacio base.
La primera dificultad que se debe resolver es este aumento de la dimen-
sionalidad del espacio base. Este aumento de dimensionalidad se puede
manejar considerando la teoŕıa de campos como un sistema mecánico
con un número infinito de grados de libertad.

La formulación canónica de la teoŕıa de campos fue desarrollada por
Heisenberg y Pauli en 1929.

El primer problema es identificar un parámetro de evolución que
juegue el papel de tiempo. Para lograr este propósito se debe suponer que
una de las direcciones del espacio base, que llamaremos T , juega un papel
preferencial. Además, supondremos que Ω es simplemente conexo. Esto
permite introducir una separación 1+p del espacio–tiempo (espacio base)
por medio de un sistema de superficies espaciales simplemente conexas
Σ y un intervalo de tipo temporal T . Entonces, localmente, se puede
escribir Ω = Σ ⊗ T . Esto es equivalente a la separación xµ = (x0, ~x);
i = 1, · · · , p, tiene el significado usual de un ı́ndice de tipo espacial; t = x0

es la coordenada temporal. Además, se restringen las consideraciones
a regiones Ω del espacio–tiempo de la forma Σ ⊗ [t1, t2], [t1, t2] ∈ T .
Entonces, Ω está limitado en la dirección temporal por la superficies de
tipo espacial Σ1 y Σ2 en los tiempos t1 y t2, respectivamente. En la
direcciones espaciales Ω está limitada por ∂Σ.

A continuación debemos considerar las siguientes situaciones:

1. Para un Σ cerrado, sin contorno, no es necesario introducir otras
suposiciones.

2. Si Σ es cerrado, con un contorno ∂Σ, supondremos que Σ = I × S,
donde I = [a, b], y S tiene la topoloǵıa de ∂Σ.

3. Para un espacio abierto supondremos que S tiene la topoloǵıa de
una esfera de dimensión p − 1: Sp−1. Entonces Σ se puede escribir
como Σ = I ⊗ ∂Σ, con I = [0,∞) un intervalo de tipo radial. En
este caso el contorno se coloca formalmente en el infinito, a → ∞.

En los dos últimos casos denotaremos por r la coordenada sobre I y
r = a como el contorno. De este modo el tiempo adopta el papel de un
parámetro de evolución.
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Los infinitos grados de libertad son los valores de los campos sobre
todos los puntos de un espacio Σ para un tiempo t. Dado que Σ es
un continuo el número de puntos es infinito y por lo tanto el número
de grados de libertad también lo es. Entonces, el ı́ndice discreto i en
qi de la mecánica clásica se transforma en un ı́ndice continuo ~x = xi

más algunos ı́ndices discretos A; de este modo qi es reemplazado por
los campos φA(~x). La suma sobre el ı́ndice discreto i se transforma en
una integración sobre el ı́ndice continuo ~x más una suma sobre el ı́ndice
discreto A. Las derivadas de los campos con respecto al tiempo, a saber,
φ̇A(~x), se pueden considerar ahora como velocidades.

Las ecuaciones de movimiento son las de la mecánica clásica pero
con un número infinito de grados de libertad.

El Lagrangiano es

L =

∫

Σ

L(φ(~x), φ̇(~x), ∂φ(~x)) dΣ , (D.01)

donde L es la densidad Lagrangiana y ∂φ denota las derivadas espaciales.
En lo que sigue, y cuando no se preste a confusión, se omitirá el ı́ndice
continuo ~x. Ahora la acción se escribe como

S[φ] =

∫ t2

t1

Ldt =

∫ t2

t1

∫

Σ

L dΣ dt . (D.02)

Supongamos que φA
0 (~x, t) es la solución que minimiza la acción. Con-

sideremos entonces variaciones arbitrarias infinitesimales de los campos
dadas por

φA(~x, t) = φA
0 (~x, t) + ηA(~x, t) . (D.03)

De la misma manera, las derivadas de los campos están dadas por

φ̇A(~x) = φ̇A
0 (~x) + η̇A(~x) , (D.04)

y una expresión similar para las derivadas de tipo espacial, a saber,

φA
i(~x) = φA

0 i(~x) + ηA
i(~x) . (D.05)

La variación de la acción es

δS =

∫ t2

t1

∫

Σ

(

∂L
∂φA

ηA +
∂L

∂φA
i

ηA
i +

∂L
∂φ̇A

η̇A

)

dΣ dt . (D.06)
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Integrando por partes se obtiene

δS =

∫ t2

t1

∫

Σ

δL
δφA

ηA dΣ dt +

∫ t2

t1

∮

∂Σ

∂L
∂φA

i

ηA dSi dt

+

∫

Σ

∂L
∂φ̇A

ηA dΣ

∣

∣

∣

∣

t2

t1

, (D.07)

donde

δL
δφA

=
∆L
∆φA

− d

dt

(

∂L
∂φ̇A

)

, (D.08)

con

∆L
∆φA

=
∂L
∂φA

− d

dxi

(

∂L
∂φA

i

)

. (D.09)

En la expresión (D.07) dΣ y dSi son los elementos de volumen y de
superficie de Σ y de ∂Σ, respectivamente; dΣ = drdS.

Tal como en la mecánica clásica de sistemas discretos, las ecuaciones
de movimiento se obtienen exigiendo que δS = 0. Las dos primeras in-
tegrales en (D.07) dependen de los valores de ηA(~x) en el interior del
intervalo [t1, t2], mientras que la tercera depende de los valores de ηA(~x)
en t1 y t2. Por lo tanto, ambos términos deben ser cero en forma inde-
pendiente.

Para la tercera integral se debe tener

ηA(~x, t1) = 0 ,

ηA(~x, t2) = 0 . (D.10)

Para la segunda integral existen diferencias importantes dependien-
do de si el espacio Σ es cerrado, con o sin contorno, o abierto. Para
un espacio cerrado sin contorno no aparecen complicaciones dado que
entonces ∂Σ ≡ 0 y la segunda integral en (D.07) no aparece. Para un
espacio cerrado con contorno o abierto la presencia de la segunda integral
es inevitable. Por el momento supondremos que se cumplen condiciones
de contorno tales que esta segunda integral se anula también en estos
dos casos. Más adelante volveremos sobre este problema.
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Dado que las variaciones ηA(~x) en la primera integral son arbi-
trarias lo que debe ser cero son los factores que multiplican a ηA(~x). La
condición para ésto es

δL
δφA

= 0 . (D.11)

más, en los dos últimos casos, una condición sobre el comportamiento
asintótico de los campos dada por

∂L
∂φA

⊥(~x)

∣

∣

∣

∣

∂Σ

= 0 , (D.12)

donde ⊥ indica la derivada en la dirección normal al contorno. En-
tonces, la ecuación (D.12) implica que para integrar las ecuaciones de
campo (D.11) un conjunto completo de datos de Cauchy son las funciones
φA(~x, t1) y φA(~x, t2) restringidas sólo a satisfacer (D.12).

El Formalismo Hamiltoniano. Ahora se puede desarrollar un
formalismo Hamiltoniano en forma análoga al de la mecánica clásica. El
momento canónico está definido como

ΠA(~x) =
∂L

∂φ̇A(~x)
. (D.13)

El Hamiltoniano se define extendiendo en forma adecuada la definición
del Hamiltoniano de la mecánica discreta para incorporar el ı́ndice con-
tinuo ~x, es decir, considerando la correspondiente integración. El resul-
tado es

H =

∫

Σ

(

φ̇A(~x)ΠA(~x) − L(~x)
)

dΣ . (D.14)

Esta relación se puede reescribir como

H =

∫

Σ

H(~x) dΣ , (D.15)

donde

H(~x) = φ̇A(~x)ΠA(~x) − L(~x) = H0
0(~x) , (D.16)

es la densidad Hamiltoniana. La variación de H(~x) está dada por
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δH(~x) = − ∂L
∂φA(~x)

δφA(~x) − ∂L
∂φA

i(~x)
δφA

i(~x)

+ φ̇A(~x) δΠA(~x) , (D.17)

lo cual muestra que H(~x) tiene la dependencia

H(~x) = H(φA(~x), φA
i(~x), ΠA(~x)) . (D.18)

Por lo tanto, (φA(~x), φA
i(~x),ΠA(~x)) generan el correspondiente espacio

de fase.
La variación de H(~x) se puede reescribir como

δH(~x) = − ∆L
∆φA(~x)

δφA(~x) + φ̇A(~x) δΠA(~x)

− d

dxi

(

∂L
∂φA

i(~x)
δφA(~x)

)

. (D.19)

La variación del Hamiltoniano está dada por

δH =

∫

Σ

δH(~x) dΣ . (D.20)

Reemplazando (D.19) se obtiene

δH =

∫

Σ

(

− ∆L
∆φA(~x)

δφA(~x) + φ̇A(~x) δΠA(~x)

)

dΣ

−
∮

∂Σ

∂L
∂φA

i(~x)
δφA(~x) dSi . (D.21)

Si se cumple la condición de contorno (D.12), entonces el último término
en esta expresión es cero. La ecuación (D.21) se reduce a

δH =

∫

Σ

(

− ∆L
∆φA(~x)

δφA(~x) + φ̇A(~x) δΠA(~x)

)

dΣ . (D.22)

Por lo tanto
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∂H
∂ΠA(~x)

= φ̇A(~x) , (D.23a)

∆H
∆φA(~x)

= − ∆L
∆φA(~x)

. (D.23b′)

Cuando se cumplen las ecuaciones de campo (D.11) la segunda de las
ecuaciones (D.23) se reduce a

∆H
∆φA(~x)

= −Π̇A(~x) . (D.23b)

Por lo tanto, la dinámica Lagrangiana ahora queda descrita a través de
las ecuaciones de Hamilton (D.23).

Consideremos ahora funciones ordinarias F = F(φ, ∂φ, φ̇) en el es-
pacio de fase. Entonces es posible definir los funcionales

F [φ, Π] =

∫

Σ

F(φ, ∂φ, φ̇) dΣ . (D.24)

La derivada temporal de este tipo de funcional está dada por

Ḟ =

∫

Σ

(

∂F
∂φA(~x)

φ̇A(~x) +
∂F

∂φA
i(~x)

d

dt
φA

i(~x) +
∂F

∂ΠA(~x)
Π̇A(~x)

)

dΣ .

(D.25)
Suponemos que los campos son funciones suficientemente suaves como
para poder realizar el intercambio (d/dt)φA

i = ∂iφ̇
A. En ese caso pode-

mos reescribir (D.25) como

Ḟ =

∫

Σ

(

∂F
∂φA(~x)

φ̇A(~x) +
∂F

∂φA
i(~x)

∂iφ̇
A(~x) +

∂F
∂ΠA(~x)

Π̇A(~x)

)

dΣ .

(D.26)
Integrando por partes se obtiene

Ḟ =

∫

Σ

(

∆F
∆φA(~x)

φ̇A(~x) +
∂F

∂ΠA(~x)
Π̇A(~x)

)

dΣ

+

∮

∂Σ

∂F
∂φA

i(~x)
φ̇A(~x) dSi . (D.27)
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En este punto una simplificación adicional es necesaria. Para obtener
una analoǵıa completa con la mecánica debemos restringir nuestras con-
sideraciones a funcionales asintóticamente nulos, es decir, que satisfacen
la condición

∂F
∂φA

⊥(~x)

∣

∣

∣

∣

∂Σ

= 0 . (D.28)

De esta manera (D.27) se reduce a

Ḟ =

∫

Σ

(

∆F
∆φA(~x)

φ̇A(~x) +
∂F

∂ΠA(~x)
Π̇A(~x)

)

dΣ . (D.29)

Utilizando las ecuaciones de Hamilton (D.23) esto se reescribe como

Ḟ =

∫

Σ

(

∆F
∆φA(~x)

∂H
∂ΠA(~x)

− ∂F
∂ΠA(~x)

∆H
∆φA(~x)

)

dΣ . (D.30)

Si definimos el paréntesis de Poisson como

{F, G} =

∫

Σ

(

∆F
∆φA(~x)

∂G
∂ΠA(~x)

− ∂F
∂ΠA(~x)

∆G
∆φA(~x)

)

dΣ , (D.31)

entonces la ecuación (D.31) se puede escribir como

Ḟ = {F, H} , (D.32)

en completa analoǵıa con la mecánica.
Las variables canónicas φA(~x) y ΠA(~x) se pueden escribir como fun-

cionales con una función delta de Dirac como kernel, es decir

φA(~x) =

∫

Σ

φA(~z) δ3(~x − ~z) dΣ(~z) ,

ΠA(~x) =

∫

Σ

ΠA(~z) δ3(~x − ~z) dΣ(~z) . (D.33)

Esto permite definir las densidades
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ϕA(~x, ~z) = φA(~z) δ3(~x − ~z) ,

PA(~x, ~z) = ΠA(~z) δ3(~x − ~z) . (D.34)

Entonces se obtienen las siguientes derivadas

∆ϕA(~x, ~z)

∆φB(~z)
= δA

B δ3(~x − ~z) ,

∂ϕA(~x, ~z)

∂φB(~z)
= δA

B

dδ3(~x − ~z)

dxi
,

∂PA(~x, ~z)

∂ΠB(~z)
= δB

A δ3(~x − ~z) . (D.35)

Por lo tanto, para las variables canónicas se obtiene

{φA(~x), ΠB(~y)} = δA
B δ3(~x − ~y) ,

{φA
i(~x), ΠB(~y)} = δA

B

dδ3(~x − ~y)

dxi
. (D.36)

Las ecuaciones de Hamilton (D.23) se obtienen colocando F igual a las
variables canónicas en (D.31).

Formulación Covariante de la Teoŕıa de Campos. A contin-
uación desarrollamos un formalismo covariante para la teoŕıa de campos.
Para obtener esta formulación es necesario que la variable temporal t y
las variables espaciales ~x sean consideradas todas de la misma manera.
Por lo tanto, se introducen las coordenadas xµ = (x0, ~x), donde x0 = t.
Si x0 = t y las coordenadas ~x se van a considerar de la misma manera,
y dado que x0 = t es la coordenada del espacio base, entonces todas
las coordenadas xµ se deben considerar como coordenadas del espacio
base. La integración sobre el espacio base se transforma ahora en una
integración sobre dmx = dx0dn~x, donde m = n + 1. Entonces la acción
debe ser de la forma

S[φ] =

∫

Ω

L(φ, ∂φ) dnx , (D.37)

donde Ω es una región del espacio base y L es la densidad Lagrangiana.
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Para minimizar la acción supongamos que φA
0 es la configuración

que minimiza la acción. Consideremos, por lo tanto una configuración
modificada dada por

φA = φA
0 + ηA . (D.38)

Las derivadas de los campos quedan modificadas como

φA
µ = φA

0 µ + ηA
µ . (D.39)

La variación de la acción es

δS =

∫

Ω

(

∂L
∂φA

ηA +
∂L

∂φA
µ

ηA
µ

)

dnx

=

∫

Ω

δL
δφA

ηA dnx +

∮

∂Ω

∂L
∂φA

µ

ηA dΣµ , (D.40)

donde se ha integrado por partes y

δL
δφA

=
∂L
∂φA

− d

dxµ

(

∂L
∂φA

µ

)

, (D.41)

es la derivada de Euler–Lagrange. Tal como para la mecánica clásica
de sistemas discretos las ecuaciones de movimiento, ahora ecuaciones de
campo, se obtienen exigiendo que δS = 0. La primera integral en (D.40)
depende de los valores de ηA al interior de Ω, mientras que la segunda
integral depende de los valores de ηA sobre el contorno ∂Ω. Por lo tanto,
ambos términos se deben anular en forma separada. Por el momento
supondremos que se cumplen condiciones de contorno que garantizan
que se anula el segundo término en (D.40). Dado que las variaciones ηA

son arbitrarias se debe tener

δL
δφA

= 0 . (D.42)

Estas son las ecuaciones de campo que gobiernan la dinámica del sis-
tema. Con respecto a los términos de superficie en (D.40) estos serán
considerados en más detalle más adelante debido a algunas sutilezas
técnicas.

En forma análoga con (D.40) se puede definir un momento covari-
ante
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πA
µ =

∂L
∂φA

µ

. (D.43)

Entonces, las ecuaciones de campo se reescriben como

δL
δφA

=
∂L
∂φA

− dµπA
µ = 0 . (D.44)

En forma extendida estas ecuaciones se reescriben como

αA(φ, ∂φ) −Wµν
AB(φ, ∂φ)φB

µν = 0 , (D.45)

donde

αA =
∂L
∂φA

− φB
ν

∂2L
∂φB∂φA

µ

, (D.46)

y

Wµν
AB =

∂2L
∂φA

µ∂φB
ν

, (D.47)

es una matriz Hessiana generalizada.
Lamentablemente no existe una formulación Hamiltoniana cova-

riante de la teoŕıa de campos.

Leyes de Conservación. Contrayendo las ecuaciones de campo
(D.07) con φA

µ se obtiene

dHµ
ν

dxµ
= 0 , (D.48)

donde

Hµ
ν = φA

ν

∂L
∂φA

µ

− δµ
ν L , (D.49)

es el tensor de momento–enerǵıa.
En teoŕıa de campos las leyes de conservación se escriben como

ecuaciones de continuidad

dρ

dt
+

dJ i

dxi
= 0 . (D.50)

La cantidad conservada es ρ integrado sobre la sección espacial, es decir,
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Q =

∫

Σ

ρ dΣ . (D.51)

De hecho, es fácil verificar que esta cantidad se conserva. Se tiene

dQ

dt
=

∫

Σ

∂ρ

dx0
dΣ = −

∫

S

∂J i

∂xi
dΣ = −

∮

J i dSi = 0 . (D.52)

En la última igualdad hemos supuesto que los campos se anulan sobre
el contorno.

Ejemplos de cantidades conservadas son la enerǵıa y el momento
lineal. La densidad de enerǵıa y la corriente respectiva están dadas por

ǫ = φ̇A ∂L
∂φ̇A

− L ,

ǫi = φ̇A ∂L
∂φA

i

, (D.53)

mientras que la densidad de momento y su corriente respectiva estń
dadas por

π(j) = φA
j

∂L
∂φ̇A

,

πi
(j) = φA

j

∂L
∂φA

i

− δi
j L . (D.54)

La enerǵıa está dada por

E =

∫

Σ

ǫ dΣ . (D.55)

En forma análoga se obtiene una ley de conservación para el momento
lineal, a saber,

pi =

∫

Σ

π(i) dΣ . (D.56)

Esta última cantidad mide el flujo de momento lineal a través del con-
torno.

Otra cantidad conservada es el momento angular.
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Sin embargo, las anteriores leyes de conservación (en forma de ecua-
ciones de continuidad) son sólo casos particulares de leyes de conser-
vación y se necesita un método más sistemático para obtenerlas.

El Teorema de Noether. Ahora se puede formular el teorema de
Noether en el contexto de la teoŕıa de campos canónica. En teoŕıa de
campos las leyes de conservación de tipo Noether se obtienen, al igual
que en mecánica clásica, considerando variaciones infinitesimales de los
campos

φA → φA + ξA(φ) , (D.57)

donde ξ es una función infinitesimal. Bajo esta transformación el cambio
en el Lagrangiano es

ξ(L) =
∂L
∂φA

ξA +
∂L

∂φA
µ

ξA
µ , (D.58)

donde

ξA
µ =

dξA

dxµ
=

∂ξA

∂φB
φB

,u . (D.59)

Para que las ecuaciones de campo sean las mismas es necesario que el
cambio en el Lagrangiano se anule, es decir

∆ξL = 0 . (D.60)

En este caso ξ es una simetŕıa del Lagrangiano.
Introduzcamos la cantidad

Jµ =
∂L

∂φA
µ

ξA . (D.61)

Entonces, se obtiene

dJµ

dxµ
= ξ(L) − δL

δφA
ξA . (D.62)

Por lo tanto, si se anula la variación de Noether del Lagrangiano y si se
satisfacen las ecuaciones de campo, se tiene una ecuación de continuidad
y por lo tanto se puede establecer un teorema de Noether para la teoŕıa
de campos en completa analoǵıa con la mecánica clásica.
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Términos de Superficie. Los términos de superficie juegan un
rol importante en la teoŕıa de campos. Esta es una de las caracteŕısticas
novedosas de la teoŕıa de campos con respecto a la mecánica clásica
debido al hecho de que el espacio base tiene más de una dimensión. Estos
términos aparecen principalmente en las formulaciones variacionales de
las teoŕıas gravitacionales (Relatividad General), pero están presentes
en todas las teoŕıas de campo.

En la formulación canónica de la teoŕıa de campos aparecen algunos
problemas. De hecho, para espacios abiertos, o cerrados con contorno,
los datos de Cauchy evolucionados con (D.11) deben satisfacer (D.12).
Por lo tanto, estos datos no se pueden dar en forma arbitraria e inde-
pendiente. Esto significa que el sistema tiene v́ınculos. Una manera de
evitar esta dificultad es construir el formalismo Hamiltoniano tal como
para un sistema con v́ınculos, donde (D.12) es el v́ınculo.

Para un espacio cerrado sin contorno la evolución temporal es ge-
nerada por el Hamiltoniano canónico. Para un espacio abierto o cerrado
con contorno se tiene un sistema con v́ınculos y el Hamiltoniano canónico
no da la ecuación de movimiento correcta. En este caso la función que
genera la evolución temporal es el Hamiltoniano canónico más una com-
binación lineal de los v́ınculos, es decir,

H1 = Hc +

∮

∂Σ

∂L
∂φA

⊥

λA dS , (D.52)

donde λA es un multiplicador de Lagrange. Por lo tanto, el Hamiltoniano
primario es el Hamiltoniano canónico más un término de superficie.

El término de superficie correspondiente a la enerǵıa ha sido ampli-
amente estudiado en Relatividad General (Dirac, 1959; Arnowitt et al.,
1962; De Witt, 1967; Regge and Teitelboim, 1974).
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Apéndice E. Geometŕıa Riemanniana Extŕımseca

La elaboración, por parte de Riemann, del concepto de variedad fue
revolucionaria en el sentido que se dejó de hacer referencia al espacio en el
cual una superficie estaba inmersa. Sólo las cantidades intŕınsecamente
relacionadas con la estructura de la superficie eran necesarias para de-
scribir sus propiedades geométricas. Sin embargo, aun cuando este en-
foque abstracto es matemı́icamente correcto, muchas veces es útil poder
visualizar un espacio de Riemann, definido en forma intŕınseca, como
una superficie inmersa en algún espacio de dimensión superior. Existe
una serie de resultados matemáticos que garantizan que siempre es posi-
ble considerar un espacio de Riemann, definido de manera intŕınseca,
como una superficie inmersa en algún espacio plano adecuado. A pesar
de esta equivalencia, el enfoque extŕınseco a la geometŕıa ha recibido
menos atención en comparación con el enfoque intŕınseco habitual.

A continuación consideraremos algunos aspectos matemáticos fun-
damentales con respecto a la geometŕıa de Riemann extŕınseca. Comen-
zaremos con la definición de una inmersión isométrica y a continuación
consideraremos los principales teoremas sobre inmersiones isámetricas,
locales y globales, de variedades Riemannianas en espacios planos de
dimensión superior. El resultado más importante es que cualquier var-
iedad Riemanniana Vn se puede considerar como una subvariedad local
de EN con N = n(n + 1)/2. Posteriormente, consideraremos las ecua-
ciones de Gauss–Codazzi–Ricci, las cuales son las condiciones de inte-
grabilidad, y por lo tanto condiciones necesarias, para la inmersión. Se
introduce el concepto de clase de la inmersión, que es el número mı́nimo
de dimensiones adicionales necesarias para satisfacer las ecuaciones de
Gauss–Codazzi–Ricci

Teoremas de Inmersión. Sea EN un espacio Riemanniano plano
con tensor métrico GAB(X), donde XA, A = 1, c . . . , N son coordenadas
locales. El correspondiente elemento de ĺınea está dado por

dS2 = GAB(X) dXA dXB . (E.01)

Supongamos ahora que las coordenadas XA están dadas por las expre-
siones

XA = XA(x) , (E.02)
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donde xi, i = 1, · · · , n, es un conjunto de n parámetros. En este caso el
elemento de ĺınea (E.01) se reduce a

dS2
∣

∣

X=x
= GAB(X)XA

i XB
j dxi dxj , (E.03)

donde

XA
i =

∂XA

∂xi
. (E.04)

Comparando con (B.xx) se ve que la forma cuadrática (E.03) corresponde
a un elemento de ĺınea con un tensor métrico dado por

gij = GAB XA
i XB

j . (E.05)

Esta es la métrica inducida.
Existen varios requisitos simples para poder considerar a gij como

el tensor métrico de algún espacio Vn. En primer lugar se debe tener que

det(gij) = det(GAB XA
i XB

j) 6= 0 . (E.06)

Un par de situaciones extremas en las cuales la condición anterior no se
cumple son las siguientes. En primer lugar,

GAB XA
i XB

j ≡ 0 . (E.07)

Por lo tanto XA
i no puede ser un vector nulo de la métrica GAB . Una

condición más débil es que XA
i sea un autovector nulo de GAB , es decir,

GAB XB
j ≡ 0 . (E.08)

La condición necesaria para evitar la singularidad es que

rango(XA
i) = n . (E.09)

Si esta condición se cumple, entonces Vn se puede considerar como una
variedad Riemanniana.

Lo anterior es una inmersión expĺıcita: las funciones GAB(X) y
XA(x) están dadas y la métrica gij , se obtiene a partir de (E.05). En
una inmersión impĺıcita, por el contrario, lo que se da es la métrica
gij , y se deben encontrar las funciones GAB(X) y XA(x) tal que se
satisfaga (E.05). Este es el problema de la inmersión y la existencia de
una solución está garantizada por los teoremas de inmersión, locales y
globales, que revisaremos a continuación.

E.03

El problema de la inmersión consiste en encontrar funciones XA(x) y
GAB para un gij dado, que satisfagan la ecuación (E.05). Este problema
se puede abordar en forma local o global.

Por supuesto, se podŕıa considerar un número excesivamente grande
de dimensiones adicionales. En el caso local, para signatura definida,
el teorema fue establecido por Janet (1926), Cartan (1927)y Burstin
(1931).

Teorema E.1. Toda variedad Riemanniana Vn se puede sumergir
en forma anaĺıtica e isométrica en EN , con N = n(n + 1)/2.

La demostración consiste en una expansión en serie de potencias en torno
a un punto arbitrario.

Para lo que sigue la signatura también es importante, por lo tanto,
la notación anterior se debe refinar como sigue. Vn(t, s) denota una var-
iedad Riemanniana de dimensión n con métrica anaĺıtica y no–degenera-
da gij(x) con t autovalores positivos y s autovalores negativos, tal que
t+s = n; EN (T, S) denota un espacio plano con topoloǵıa global eucĺıdea
con métrica anaĺıtica y no–degenerada GAB(X) con T auto–valores pos-
itivos y S auto–valores negativos, tal que T + S = N .

La generalización del teorema anterior al caso de métricas indefini-
das fue desarrollado por Friedman (1961).

Teorema E.2. Sea gij(x) funciones anaĺıticas en una vecindad de
xk = 0, con signatura (t, s), y sea GAB(X) funciones anaĺıticas en una
vecindad de XA = 0, con signatura (T, S). Si N = n(n + 1)/2, T > t
y S > s, entonces existen funciones anaĺıticas XA = XA(x) en una
vecindad de xi = 0 que satisfacen las condiciones

XA(0) = 0 ,

rango(XA
i(0)) = n ,

gij(x) = GAB(X(x))XA
i(x)XB

j(x) . (E.10)

La demostración de este teorema se puede encontrar en el trabajo original
de Friedman.

Por supuesto, el teorema establece sólo la existencia de funciones
GAB y XA que satisfacen (E.10) pero, debido a la definición de inmersión
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isométrica este resultado se traduce en un teorema de existencia para la
inmersión el cual se establece como sigue.

Teorema E.3. (Inmersión Isométrica Local.) Toda variedad de
Riemann Vn(t, s) se puede sumergir en forma anaĺıtica e isométrica en
EN (T, S) con N = n(n + 1)/2, T ≥ t y S ≥ s.

La demostración de Friedman muestra que la inmersión no está
determinada en forma única y que el número de parámetros libres es
independiente de la signatura de los tensores métricos involucrados. Para
métricas con signatura definida este número de parámetros libres fue
evaluado por Leichtweis (1956).

Ambas métricas, la de Vn(t, s) a ser inmersa y la del espacio de
inmersión EN (T, S) se pueden elegir en forma bastante arbitraria, ex-
cepto por algunas condiciones de dimensión y signatura. Por ejemplo, no
se imponen restricciones adicionales sobre la signatura de los restantes
N − n dimensiones de EN (T, S).

El primer resultado concreto acerca de inmersiones globales es de-
bido a Nash (1950).

Teorema E.4. Toda variedad Riemanniana compacta (no–com-
pacta) de clase de diferenciabilidad Ck, con k ≥ 3, posee una inmersión
isométrica global de clase de diferenciabilidad Ck, en EN con

Nc =
1

2
n (3n + 11) ,

Nnc =
1

2
n (n + 1) (3n + 11) , (E.11)

para los casos compacto y no–compacto, respectivamente.

En la demostración de este teorema la positividad de la métrica juega
un rol fundamental y, de hecho, la demostración falla si la métrica es
indefinida. La extensión a métricas indefinidas es debida a Clarke (1970),
que en el caso de variedades no compactas también es una mejora con
respecto al resultado de Nash.

Teorema E.5. Toda variedad Riemanniana Vn(t, s) de clase de
diferenciabilidad C∞, con métrica de clase de diferenciabilidad Ck, con
k ≥ 3, se puede sumergir global e isométricamente en un EN (T, S) con
N = T + S, S = s + 1 y
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Tc =
1

2
n (3n + 11) ,

Tnc =
1

6
(2n3 + 15n2 + 37n + 6) , (E.12)

para los casos compacto y no–compacto, respectivamente.

El siguiente resultado, debido a Greene (1970), usa una condición
de diferenciabilidad más fuerte.

Teorema E.6. Toda variedad Riemanniana Vn(t, s) de clase de
diferenciabilidad C∞, con métrica de clase de diferenciabilida C∞, se
puede sumergir global e isométricamente en un EN (T, S) con N = T +S,
tal que

Tc = Sc =
1

2
n (n + 5) ,

Tnc = Snc = 2 (2n + 1) (n + 3) , (E.13)

para los casos compacto y no–compacto, respectivamente.

En el caso compacto, la mejora con respecto al resultado de Clarke
comienza sólo para n ≥ 20.

Un aspecto poco agradable del resultado de Clarke es el hecho que
N depende en forma expĺıcita de la signatura de Vn(t, s); los teoremas
para inmersiones isométricas locales no poseen esta dependencia Por
otro lado, el teorema de Greene introduce un número de dimensiones,
de tipo tiempo y de tipo espacio, forzadamente alto para garantizar la
posibilidad de albergar las dimensiones tipo tiempo y tipo espacio de
Vn(t, s).

Todos los números anteriores son sólo cotas optimales y se puede
considerar que el problema de inmersión global aún no ha sido resuelto
en forma completa y satisfactoria.

Dado un tensor métrico g con componentes gij siempre existen fun-
ciones XA = XA(x) tales que se cumple (E.03). Por lo tanto, cualquier
espacio Riemanniano se puede considerar como inmerso en un espacio
plano de dimensión superior.
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Las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci. De acuerdo con los
resultados de la sección anterior las descripciones intŕınseca y extŕınseca
de una variedad de Riemann son completamente equivalentes. En el caso
extŕınseco se supone que la métrica de la variedad Riemanniana es de
la forma (E.xx). Por lo tanto, todos los objetos geométricos asociados
con esta métrica se pueden evaluar en forma directa en términos de la
inmersión. Esto constituye una inmersión expĺıcita. En el caso extŕınseco
lo que se da es la métrica gij . El problema es determinar las funciones
XA y GAB(X). Las condiciones de integrabilidad para este problema son
las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci. Este último caso se conoce
como una inmersión impĺıcita.

En una inmersión expĺıcita se supone que la variedad Vn ya está in-
mersa en un espacio plano EN de dimensión superior. Supondremos
ue el espacio de inmersión es un espacio plano, aunque también se
pueden considerar inmersiones en espacios no–planos. Por otra parte,
dado que supondremos un espcio de inmersión plano, no hay ninguna
pérdidade generalidad si utilizamos coordenadas pseudo–Cartesianas; es
decir GAB = diag(±, · · · ,±). En este caso el espacio Vn inmerso está
dado por las ecuaciones XA = XA(x) y la métrica está dada por (E.05).
Se supone que g = det(gij) 6= 0 y que por lo tanto es posible introducir
una métrica contravariante gij . Los śımbolos de Christoffel están dados
por

{

k
ij

}

(g) = gkℓ ηAB XA
ℓ XB

ij . (E.14)

y

XA
ij =

∂2XA

∂xi∂xj
. (E.15)

Por otro lado, se tiene

∇ijX
A = ∇iX

A
j = ∇jX

A
i

= XA
ij −

{

k
ij

}

(g)XA
k

= XA
ij − gkℓ XC

ℓ ηCB XB
ij XA

k . (E.16)

Esta ecuación se puede reescribir como

∇ijX
A = HA

B XB
ij . (E.17)
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donde

HAB = ηAB − XA
i gij XB

j . (E.18)

Los ı́ndices se suben y bajan con gij y ηAB . Observemos que HA
B

es una matriz singular y por lo tanto no invertible. De hecho, se tiene

HA
B XB

i ≡ 0 , (E.19)

Esta matriz posee la propiedad adicional

HA
B HB

C = HA
C . (E.20)

Finalmente se llega a la identidad

ηAB XA
k ∇ijX

B ≡ 0 . (E.21)

Ahora se puede calcular el tensor de Riemann. El resultado es

Rijlℓ(g) = ηAB

(

∇ikXA ∇jℓX
B −∇iℓX

A ∇jkXB
)

. (E.22)

Estas son las ecuaciones de Gauss.
El tensor de Ricci está dado por

Ri
j = ηAB

(

∇2XA ∇i
jX

B −∇i
kXA ∇k

jX
B

)

, (E.23)

y los ı́ndices latinos minúsculos se suben y se bajan con g. La curvatura
escalar está dada por

R = ηAB

(

∇2XA ∇2XB −∇i
jX

A ∇j
iX

B
)

. (E.24)

La clase de la inmersión.

Las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci. Los XA
i se pueden

considerar como n vectores en EN tangentes a Vn. Sean NA
a, a =

1, · · · , N − n, N − n vectores en EN ortogonales a Vn, es decir

ηAB XA
i NB

a = 0 . (E.25)

Por lo tanto, ∇iX
A

j es un vector normal a Vn, es decir, es una combi-
nación lineal de NA

a’s, es decir
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Y A
ij = Ωa

ij NA
a . (E.26)

Superficies minimales. Una superficie minimal está descrita por
el Lagrangiano

L = g1/2 . (E.27)

Un ejemplo interesante de superficie minimal aparece en el caso de
topoloǵıa esférica. Consideremos el elemento de ĺınea en coordenadas
esféricas

ds2 = dr2 + r2
(

dθ2 + sin2 θ dϕ2
)

. (E.28)

Supongamos que r = r(θ, ϕ). Entonces

ds2 =
(

r2 + r2
θ

)

dθ2 + 2 rθ rϕ dθ dϕ +
(

r2 sin2 θ + r2
ϕ

)

dϕ2 . (E.29)

Es decir

gij =

(

r2 + r2
θ rθrϕ

rθrϕ r2 sin2 θ + r2
ϕ

)

. (E.30)

El determinante está dado por

g = r4 sin2 θ + r2 r2
θ sin2 θ + r2 r2

ϕ . (E.31)

El tensor métrico inverso está dado por

gij =
1

g

(

r2 sin2 θ + r2
ϕ −rθrϕ

−rθrϕ r2 + r2
θ

)

. (E.32)

El Lagrangiano correspondiente está dada por

L =
[

r4 sin2 θ + r2 r2
θ sin2 θ + r2 r2

ϕ

]1/2
. (E.33)
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E.03. M. Janet, Sur la possibilité du plonger un espace riemannien donné
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