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Sean K un cuerpo de caracteŕıstica diferente de 2 (e.d. 1+1 6= 0) y (V, σ) un
espacio simpléctico sobre K de dimensión finita. Denote 2n = dim(V ), n > 0.
Sea f un operador en V auto-adjunto (e.d. f ∈ HomK(V, V ), y σ(v, f(w)) =
σ(f(v), w) para todo v, w ∈ V ).

• Sea U ≤ V . Demuestre que U es un subespacio simpléctico de V si y solo
si U ∩ Uσ = {0}.

• Sea P (t) ∈ K. Demuestre que P (f) es auto-adjunto. (Sugerencia: de-
muestre primero que una combinacin lineal de operadores auto-adjuntos
es auto-adjunto y que una potencia de un operador auto-adjunto es au-
toadjunto.)

• Suponga que f es una proyección. Demuestre que U = f(V ) es un sube-
spacio simpléctico.

• Suponga que

Pf (t) =

r∏
i=1

(t− λi)mi λ1, . . . , λr ∈ K;

y, para i = 1, . . . , r defina

Vi = ker ((f − λiidV )mi) .

Demuestre que para i = 1, . . . , r, Vi ≤ V es subespacio simpléctico.

• Suponga que f es nilpotente y sea V0 ≤ V un subespacio ćıclico bajo f .
Sea v ∈ V0 tal que {v, f(v), . . . , fd−1(v)} es una base de V0.

1. Demuestre que V0 es isotrópico.

2. Sea w ∈ V tal que σ(w, fd−1(v)) 6= 0. Demuestre que para, i =
1, . . . , d, σ(f i−1(w), fd−i(v)) 6= 0.

3. Demuestre que si w ∈ V es tal que σ(w, fd−1(v)) 6= 0,

U = Sp({v, . . . , fd−1(v), fd− 1(w), . . . , w})

es un subespacio simpléctico.

4. Demuestre que si w ∈ V es tal que σ(w, fd−1(v)) 6= 0 y

U = Sp({v, . . . , fd−1(v), fd− 1(w), . . . , w})

entonces existe una base de Darboux de U ,

T = {v1, . . . , vd−1, w1, . . . , wd−1}



tal que vi = f i−1(v1) y wi = fd−1−i(wd). Demuestre además que
f(w1) = 0. (Sugerencia: A partir de la base de U obtenida en el punto
anterior, recursivamente, empiece con w tal que σ(w, fd−1(v)) = 1,
y defina w′ = w − af(w) tal que σ(w′, fd−2(v)) = 0, luego w′′ =
w′ − bf2(w′) tal que σ(w′′, fd−3(v)) = 0 y aśı sucesivamente hasta
completar d− 1 pasos y obtener el wd−1 buscado.)

• Demuestre que existe una base de Darboux T y una matriz A ∈Mn×n(K)
tal que [

f
]T
T

=

[
A 0
0 Aᵀ

]
.

• Sea F ∈M6×6(K) la matriz

F =


−1 4 0 0 −1 0
−2 −1 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0
0 8 0 −1 −2 0
−8 0 0 4 −1 0

0 0 0 0 0 1


Encuentre una matriz simpléctica S ∈M6×6(K) y una matrizA ∈M3×3(K)
tales que

S−1FS =

[
A 0
0 Aᵀ

]
.


