Algebra Lineal 2 - Taller 9

Universidad de los Andes - Departamento de Matematicas

1. Considere C* con el producto hermitico definido por
((z1,y1, 21, w1); (2, Y2, 22, w2)) = T1%2 + Y1 Y2 + 2172 + W13

Sea f el operador de C* definido por

1
flz,y, 2z, w) = E(llx— 3iy + iz + 1w, Jixz + 3y + 3z + 3w, —ix + 3y + 5z + bw, —ix + 3y + 5z + Sw).

(a) Demuestre que f es una proyeccién ortogonal sobre un subespacio V; de C*.

(b) Encuentre una base ortonormal de V; y del complemento ortogonal de V;.
2. Considere C? con el producto hermitico definido por
(1,91, 21); (T2, Y2, 22)) = 2172 + Y1 Y2 + 21 %2
Sea f el operador de C? definido por
flzyy,2) = (—x —iy —iz,ix —y+ z, iz +y — 2).

(a) Encuentre una base ortonormal formada por vectores propios de f y la representaciéon matricial de f
respecto a esta base.

(b) Escriba f como combinacion lineal de proyecciones ortogonales sobre subespacios dos a dos ortogonales.
Solucion:

1. (a) La representacion matricial de f en la base canonica es

11 =3 i i
c 1|3 333
mc_ﬁ —i 3 5 5
—i 3 55

C

2
Como ([f]c> = [f]g entonces f2 = f, luego f es una proyeccion. Sea U = im(f). La representacion
matricial en la base canénica de la proyeccion sobre el nticleo de f, Uy = ker(f) es:

1 3 —i —i
c 1| -3 9 -3 -3
¢ 12 i -3 7 —5b

i -3 -5 7

lidy — f]

Las columnas son las coordenadas en la base canénica de generadores de los subespacios sobre los cuales
se estan proyectando. Ahora, como la base canoénica es ortonormal entonces el producto hermitico entre
los generadores de U y de Uy es:

(lidv — 712)" (116

ademaés

luego [f]g es hermitica, y f* = f. Entonces
(liav - n8) e =1 =1 ofe=[r - Flo=1/ - i =0

luego estos subespacio son ortogonales entre si y asi Uy = U+ y las proyecciones son ortogonales.
Observacion Note que para este punto sobra tener las representaciones matriciales. Lo suficiente aca es
que f es una proyeccion auto-adjunta, y de ahi se sigue que (id — f)* o f = 0.



(b) Usamos Gram-Schmidt sobre los generadores de U y de Uy y obtenemos las bases ortonormales:

U = <%(4,1,1, ),%(21'\/6,0,\/6,\/6»

Ut = <é(i\/§v'g\/§7*\/§ai\/§)a%(an;ﬁafﬁ»

2. (a) La representacion matricial en la base canénica de f es

-1 —i —
c .
[fle = -1 1
i 1 -1
Los valores propios son \; =1y Ay = —2 y generadores de los espacios propios son:
V)\l = <(_Z) 17 1)>
W, = ((,0,1),(1,0)).

Una base ortonormal para cada uno de estos espacios es
1
<§(_Z\/§a \/37 \/§)>
1 1
<§(i\f2,o, V2), 6(i\/é, 2v6, —V6)).

Vi,

Vs,

(b) Por el teorema espectral, como C? =V, @ V,, entonces f = >‘1P$M + )xgp%z = p%;Al — 2pJ‘7A2.



