
Parcial II- Solución
MATE 1107

1. Tomamos C4 con el producto hermı́tico definido por

〈(x1, y1, z1, w1), (x2, y2, z2, w2)〉 = x1x2 + y1y2 + z1z2 + w1w2,

y f el operador de C4 definido por

f(x, y, z, w) =
1

4
(3x+iy+z+iw,−ix+3y+iz−w, x−iy+3z−iw,−ix−y+iz+3w).

a) La representación matricial de f en la base canónica, la cual es
ortonormal, es

A =
1

4


3 i 1 i
−i 3 i −1

1 −i 3 −i
−i −1 i 3


Ahora, A2 = A, luego f2 = f y aśı f es una proyección. Por otro
lado como A∗ = A, para todo v ∈ C4, si x es su representación en
coordenadas de la base canónica

〈v − f(v), f(v)〉 = (x−Ax)∗Ax

= x∗Ax− x∗A∗Ax

= x∗Ax− x∗AAx

= x∗Ax− x∗Ax

= 0

luego f es una proyección ortogonal.

b) Como f es una proyección sus valores propios son 1 y 0, más aún
la proyección es sobre el espacio generado por sus valores propios
asociados a 1. Entonces

V1 = {v ∈ C4 | v = f(v)} = {v ∈ C4 | 0 = (idC4 − f)(v)}

Resolvemos entonces el sistema

(I −A)x = 0,

es decir, el sistema cuya matriz extendida asociada es
1/4 −i/4 −1/4 −i/4 0
i/4 1/4 −i/4 1/4 0
−1/4 i/4 1/4 i/4 0
i/4 1/4 −i/4 1/4 0

 −→


1 −i −1 −i 0
i 1 −i 1 0
−1 i 1 i 0
i 1 −i 1 0





−→


1 −i −1 −i 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


luego

V1 = {(x, y, z, w) ∈ C4 | x− iy − z − iw = 0}
= Sp({(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0,−1), (1,−i,−1,−i)})

= Sp({ 1√
2

(1, 0, 1, 0),
1√
2

(0, 1, 0,−1),
1

2
(1,−i,−1,−i)})

Por otro lado el complemento ortogonal de V1, como f es la proyección
ortogonal de sobre V1, corresponde a

V2 = {v ∈ C4 | f(v) = 0}.

Resolvemos entonces el sistema

Ax = 0

es decir
3 i 1 i 0
−i 3 i −1 0

1 −i 3 −i 0
−i −1 i 3 0

 −→


3 i 1 i 0
3 9i −3 −3i 0
3 −3i 9 −3i 0
3 −3i −3 9i 0



−→


3 i 1 i 0
0 8i −4 −4i 0
0 −4i 8 −4i 0
0 −4i −4 8i 0

 −→


3 i 1 i 0
0 2i −1 −i 0
0 0 6 −6i 0
0 0 −6 −6i 0



−→


3 i 1 i 0
0 2i −1 −i 0
0 0 1 −i 0
0 0 0 0 0

 −→


1 0 0 i 0
0 1 0 −1 0
0 0 1 −i 0
0 0 0 0 0


Aśı

V2 = Sp{(−i, 1, i, 1)}

2. Si V es un espacio unitario de dimensión finita, f un operador de V y
T = {u1, . . . , un} una base ortonormal de V . Entonces la ij-ésima entrada

de
[
f
]T
T

es

〈f(uj), ui〉

y la de
[
f∗

]T
T

es

〈f∗(uj), ui〉 = 〈uj , f(ui) = 〈f(ui), uj〉



. Aśı f = f∗ si y solo si

〈f(uj), ui〉 = 〈f(ui), uj〉

, es decir si y solo si la ij-ésima entrada de
[
f
]T
T

es la conjugada de la

ji-ésima entrada de
[
f∗

]T
T

, es decir si y solo si
[
f
]T
T

es hermı́tica.


