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Capitulo 1

Espacios vectoriales y
transformaciones lineales

1.1. Espacios vectoriales
Sea K un cuerpo.
Definicién 1.1. Un espacio vectorial es un conjunto V' con dos operaciones

+:VxV — V KXV o — vV
(v,w) — v+w (c,v) — cu,

que llamamos respectivamente suma y multiplicacion por escalar, y un elemento
0 € V, que llamamos el origen, los cuales satisfacen las siguientes propiedades :

1. (V,4,0) es un grupo abeliano: para todo u,v,w € V
v+w=w-+uv, u+ (v+w) = (u+v)+w, v+0=0,
y existe v’ € V tal que v +v' = 0;

2. la multiplicacion por escalar es unitaria y asociativa: para todo a,b € K
yveV
lv = v, a(bv) = (ab)v;

3. la suma y la multiplicacion por escalar son distributivas: para todo a,b €
KyvweV

a(v+w) = av + aw, (a+bv=av+bv

Ejemplo 1.2. Los espacios vectoriales V que presentamos en este ejemplo son
imprescindibles.
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1. Espacio cero-dimensional: V' = {0} es el espacio vectorial mds pequeno
que posible, consta tnicamente del origen. Las operaciones corresponden
a las tnicas posibles.

2. Espacio uni-dimensional: V = K, junto con las operaciones mismas del
cuerpo.

3. Espacio n-dimensional de coordenadas: V = K™, el espacio formado por
el producto cartesiano de n > 1 copias del cuerpo K, junto con las opera-
ciones:

(@1, r0n) + (Bt ) = @1+ b1 san ), y
clat,...,an) = (cay,...,cap)

4. Espacio de funciones con valor en K: Sea S un conjunto, V = K% el
espacio de funciones S — K, junto con las operaciones:

(f+9)(s) = Fls)+9g(s), ¥
(cf)(s) = ¢(f(s)), paratodose€ S

5. Espacio de funciones con valor en K, con casi todos los valores iguales a
cero: Sea S un conjunto, V = (KS)O el espacio de funciones S — K tales
que todos los valores son cero salvo para un numero finito de elementos
de S, junto con las operaciones definidas como en K.

6. Espacio de polinomios con coeficientes en K: V = K]Jt], el espacio com-
puesto por todos los polinomios en la variable ¢ con coeficientes en K.

Proposicién 1.3 (Ley de cancelacién). Sean V' un espacio vectorial sobre K y
u,v,w € V. Siu+v=w+wv, entonces u = w.

Dem. De hecho, si v/ € V es tal que v + v’ = 0, a partir de la igualdad v + v =
w + v, sumando a v’, obtenemos la igualdad buscada. O

Corolario 1.4 (Unicidad del neutro de la suma y del opuesto). Sean V un
espacio vectorial sobre K yv € V. Siv',v" € V son tales que v+v' =0 = v+v"
entonces v' = v"". También, si 0/ € V es tal que w + 0" = w para todo w € V,
0’ =0.

Notacion 1.5. En vista de la unicidad del opuesto, al de v € V se le denota
por —uv.

Propiedad 1.6. Sea V un campo vectorial sobre K. Entonces:
1. c0=0v=0 para todoce K yv e V;
2. (—1)v = —v para todo v € V; y,

8. Sicv=0, entoncesc=0 ¢ v =0.
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Dem.

1. Tenemos c0 4+ 0 = ¢0 = ¢(0 + 0) = 0 + ¢0, luego, por Ley de cancelacién,
c0 = 0. Por otro lado, 0v +0 = Ov = (0 + 0)v = Ov + Ov, luego Ov = 0.

2. Por unicidad del opuesto basta ver que v + (—1)v = 0, lo cual se sigue de
las igualdades v+ (—1)v = v+ (=1)v = (1 + (=1)) v = Ow.

-1

3. Suponga que cv = 0y que ¢ # 0, entonces 0 = ¢~ 10 = ¢! (cv) = (¢ te)v =

1lv = .

Definicién 1.7. Sea V un espacio vectorial sobre K y U C V. Decimos que
U es un subespacio de V', lo que denotamos por U < V| si U junto con las
operaciones heredadas de V' es un espacio vectorial.

Propiedad 1.8. Sea V un espacio vectorial sobre K yU C V. EntoncesU <V
sty solo si:

1. 0 e U;
2. U es cerrado bajo suma: si v,w € U, entonces v+ w € U; vy,

3. U es cerrado bajo multiplicacién por escalar: si c € K y v € U, entonces
cvel.

Dem. Suponga primero que U < V. Luego U contiene un neutro respecto a la
suma, y, como la operacion de suma es la de V este es 0, asi 0 € U. Por otro
lado, como U es un espacio vectorial con las operaciones de V', la suma de dos
elementos en U estd en U y la multiplicacién por escalar de un elemento en U
también estd en U.

Reciprocamente, si U contiene al origen y es cerrado bajo suma, la restricciéon
de la suma a U x U da una operaciéon + : U x U — U que cumple con las
condiciones en Definicién 1.1.1. Similarmente con la restricciéon de la multipli-
cacion por escalar a K x U y las condiciones en Definiciéon 1.1.2. Finalmente, la
distributividad, condiciones en Definicién 1.1.3, se hereda de V. O

Observacion 1.9. Note que en la practica, basta con verificar las dltimas dos
condiciones para establecer que U es un subespacio, pues la condicién 3. garan-
tiza que U contiene al origen: tome ¢ = 0, siempre que U # §.

Definicién 1.10. Sean V un espacio vectorial sobre K y vy,...,v, € V. Una
combinaciéon lineal de vy,...,v, es un elemento de la forma

n
g CiV; = C1V1 + ...+ CpUp, Cly...,Cp € K.
i=1

A los valores ¢y, ..., ¢, los llamamos los coeficientes de la combinacién lineal.

Proposicién 1.11. Sea V' un espacio vectorial sobre K y S CV, S # 0, el
conjunto formado por todas las combinaciones lineales de elementos vy, ..., v, €
S es un subespacio de V.
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Dem. Defina

n
U:{Zcivd €1y cn €K, v1,...,0, € S,n> 1}
i=1

Tome v,w € U, esdecirv = 1", a;u; yw = Yo, byw; para algunos {a; }1, {b;}1", €
Ky {v}?q,{w;}, € S. Luego

vV4+w=aiv1 + ... +apv, +biwi + ...+ bw,

es una combinacion lineal de elementos de Sy asi v+w € U. Ademas, si c € K,
entonces
cv = cavil + ...+ canvn,

de donde cv € U. Asi U es cerrado bajo suma y multiplicacién por escalar, luego
es subespacio de V. O

Definicién 1.12. Sean V un espacio vectorial sobre K y § C V, S # 0, al
subespacio formado por todas las combinaciones lineales de elementos de S lo
llamamos el espacio generado por Sy lo denotamos por (S).

Observacién 1.13. Por convencién, definimos (@) = {0}, de forma que atn
cuando S = 0, (S) es un espacio vectorial.

Notacién 1.14. Las combinaciones lineales de elementos en S = {v;};cr las
denotaremos por
E CiV;

i€l
con ¢; € K donde ¢; = 0 para todo indice ¢ € I salvo para una coleccion finita.
Note que estas sumas son finitas pues los coeficientes que no son 0 son finitos.

Proposicién 1.15. Sean V un espacio vectorial sobre K, S CV y {Ux}rea
una familia de subespacios de V. Entonces:

1. la interseccion U = (ycp Ux es un subespacio de V; y,

2. (S) es el minimo subespacio vectorial en V' que contiene a S. Es decir, si
W <V estal que S CW, tenemos que (S) < W.

Dem.

1. Sean v, w € Uy a € K, luego, paratodo A € A, v,w € Uy, y asi v+w,cv €
Uy. De donde v + w,cv € U.

2. SeaW <V tal que S C W, como W es cerrado bajo suma y bajo multipli-
cacién por escalar, si vi,...,v, € S CWyeq,...,c, € K, la combinacion
lineal Z? c;v; estd en W, es decir que toda combinacion lineal de elemen-
tos de S estd en W, asi (S) C W. Pero como (S) es un espacio vectorial,
(S) <WwW. O
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1.2. Base y dimensién

Sea K un cuerpo y V un espacio vectorial sobre K.

Definicién 1.16. Un subconjunto B = {v;}ic; € V es una base de V si para
todo v € V existe una unica combinacién lineal de elementos en B

E Civ; = U, ¢ €K
iel

(¢; = 0 para todo i € I salvo para una coleccién finita de indices i € I). Es
decir, para toda combinacién lineal > ._;a;u; = v tenemos a; = ¢; para todo
iel.

i€l

Observacion 1.17. Por convencién la base de un espacio cero-dimensional es
(). Note que una condicién necesaria para que B sea una base es que (B) = V.
La otra condicién necesaria la explica el siguiente lema.

Lema 1.18. Sea B = {v;}ic; una base de V, B#0. Sic; € K, i € I son tales

que
0= Z C; U4,

iel
entonces ¢; = 0 para todo v € I.

Dem. Como B # 0, entonces V # {0}. Seanv € V, v #0y a; € K, i € I, tales

que
v = E a;V;.

il
Suponga por contradiccién que 0 = Y, _; ¢;v;, con ¢; # 0 para algin i € I. Sea
J € 1 tal que ¢; # 0. Entonces

v=v+0= E (a; + ¢i)v;,
il
y, como a; # a; + ¢;, tenemos dos combinaciones lineales distintas iguales a v,

lo cual contradice la definicién de base. Asi ¢; = 0 para todo i € I. O

Definicién 1.19. Decimos que V tiene dimension finita si tiene una base finita.
De lo contrario decimos que V tiene dimensién infinita.

Teorema 1.20. Si V' tiene dimension finita, el nimero de elementos de la base
es independiente de la base escogida.

Dem. La afirmacién para el caso cero-dimensional sigue del hecho que la tnica
base es de cero elementos. Ahora suponga por contradiccién que V' tiene dos

bases {v1,...,v,} v {w1,...,wn} con n # m. Sin perdida de generalidad, po-
demos asumir que m > n.
Sean a;; € K,i=1,...,n,j=1,...,m, tales que

n
w; = E ai;5V;, j:l,...,m.
i=1
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Asi, si v € V es tal que
m
U:E TjWj,  Ti,...,Tm € K,
J=1

tendiamos

n

m
v = E Zj E QA5V4
j=1

=1

n

m
E E QijTj | V.
Jj=1

i=1

En particular si v = 0, por el lema anterior

m

E aija:j:(), i=1,...,n,
j=1

el cual es un sistema homogeneo subdeterminado, e.d. con més variables que
ecuaciones, luego tiene soluciones no triviales. Si x1, ..., z,, es una de estas, ob-
tenemos al origen como combinacién lineal de los elementos de la base {w1, ..., W, }
con coeficientes no todos iguales a cero, lo cual contradice el lema ya menciona-
do. De donde m = n. O

Definicién 1.21. Suponga que V tiene dimensién finita. Al niimero de elemen-
tos en las bases de V' lo llamamos dimensién de V' y lo denotamos por dim(V').
Si V tiene dimensién infinita, escribimos dim(V) = oo, con n < oo para todo
entero n.

Definiciéon 1.22. Sea S C V, decimos que S es linealmente dependiente si
algiin elemento de S es combinacién lineal de los otros. Es decir, si existe v € S
Yy U1,...,0, €5\ {v} tales que

V=C1V1+ ...+ Crvun

para algunos coeficientes c¢1,...,¢, € K. Si S no es linealmente dependiente,
decimos que S es linealmente independiente.

Observacion 1.23. El lema que se usé en la demostracién del teorema refiere
a una condicidn necesaria para que un conjunto sea base: que toda combinacién
lineal de sus elementos igual a cero tiene todos sus coeficientes triviales. Esto es
de hecho equivalente a ser linealmente independiente.

Proposicion 1.24. Sea S C V. Entonces S es linealmente independiente si, y
solo si,
O=cvi+...+cpVn, cC1,...,0p €K,

con vi,...,v, €8, implica que ¢y = ... =c, =0.
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Dem. Establezcamos la contrapositiva: S es linealmente dependiente si y solo si
existen vy, ...,v, € S tales que

O0=civ1+...+¢cyvn, C1y...,0nh €K

con algin i € {1,...,n} tal que ¢; # 0. Lo cual es inmediato del hecho que esta
ultima igualdad es equivalente a

n

n= Y (eley;

J=1.j#i
siempre que ¢; sea invertible en K, es decir siempre que ¢; # 0. O

Proposicién 1.25. Sea BC V, B # (). Entonces B es una base de V si y solo
St

1. B es linealmente independiente, vy,
2. V es generado por B (e.d. (B) =V ).

Dem. Note que es suficiente demostrar que si (B) = V entonces B es una base
si y solo si B es linealmente independiente (ver Observacién 1.17). Con esto en
mente, suponga primero que B es base, luego por el Lema 1.18, B es linealmente
independiente. Reciprocamente, suponga que B es linealmente independiente.
Asuma por contradicciéon que B no es base, luego existen v € V, v # 0, y dos
combinaciones lineales distintas ambas iguales a v. La diferencia de estas dos
daria una combinacion lineal igual a 0 con coeficientes no todos nulos. Lo cual
contradice Propiedad 1.24.

Ejemplo 1.26. Por la propiedad anterior, no es dificil verificar que para cada
uno de los siguientes espacios V, el respectivo conjunto B es una base.

1. SiV=K" y parai=1,...,n, e; €V es el elemento con ceros en todas
las entradas salvo 1 en la i-ésima, entonces B = {eq,...,e,} es base.

2. Sean I un conjunto finito, V. = K y, para i € I, defina §; : I — K tal
que 0;(i) =1y, sij#1, 6;(j) =0. Entonces B = {9;}icr es base.

3. Sean [ un conjunto y V = (KI)O (ver Ejemplo 1.2.5). Entonces B =
{8 }ier es base donde §; : I — K es tal que §;(i) =1y, sij#4, d;(j) =0.

4. SiV =K[t], B={1,t,t?,...} = {t"},,>0 es base.

Definicién 1.27. En K", a la base {e1,...,e,}, donde, parai =1,...,n, ¢;
es el elemento con ceros en todas las entradas salvo 1 en la i-ésima, se le llama
base candnica.

Lema 1.28. Si S C V es linealmente independiente pero v € V es tal que
S U{v} es linealmente dependiente, entonces v € (S).
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Dem. Como S U {v} es linealmente dependiente, por Proposicién 1.24 existen
VlyevoyUp €S Y Q1,...,0,,a,+1 € K, no todos iguales a cero, tales que

0=av1 + ...+ apv, + ap41v.

Note que a,41 # 0, o de lo contrario tendriamos una combinacién lineal de
v1,...,U, € S con no todos los coeficientes iguales a cero, contradiciendo la
independiencia lineal de S. Asf

n

v = Z(—ai/anﬂ)vi € (V1y...,Up).

i=1
De donde, v € (v1,...,v,) C(S). O

Proposicién 1.29. Suponga que V tiene dimension finita no-nula y S C V
es un subconjunto finito. Suponga que Sy C S es un conjunto linealmente in-
dependiente. Entonces existe un conjunto linealmente independiente maximal
S" C S tal que Sg € S’ (es decir, si 8" C S es linealmente independiente tal
que S" C S”, entonces S = S"). Mds ain (S) = (S").

Dem. Enumere S de tal forma que S = {v1,...,0,} y So = {v1,...,0m}, m < n.
Si Sy = 0, definimos m = 0. Iterativamente, para i = 1,...,n — m, definimos
g — Sic1 sl Uy € (Siz1)
! Sic1 U{Umyi} sl Ui & (Sic1)

De forma que, por el lema anterior, la independencia lineal de S;_; implica la
de S;. Tome S = S,,_.

Por construccién, Sg € 57 C ... C Sp_pm = S8 y 5’ es linealmente indepen-
diente. Ahora, si v; € S\ S’ entonces v; € (S;j_1), en particular v; € (S’) y asi
S"U{v;} es linealmente dependiente. Luego S’ C S es maximal respecto a la pro-
piedad de contener a Sy y ser linealmente independiente. El mismo argumento
demuestra que S C (S’), y, Propiedad 1.15.2. implica que (S) < (S’). La conte-
nencia opuesta se sigue de S’ C S, y de la doble contenencia, (S) = (S’). O

Teorema 1.30 (Extensién de conjuntos linealmente independientes a base).
Suponga que V' tiene dimension finita y que By C V es finito y linealmente
independiente. Entonces existe una base By C V', tal que By C By.

Dem. Como V tiene dimensién finita, existe una base finita B C V. Sea § =
Bo U B, y By un conjunto linealmente independiente méximal como en la pro-
piedad anterior. Tenemos asi (B1) = (S) > (B) = V. Luego B; es linealmente
independiente y genera V', es decir, por Propiedad 1.25, By es una base y con-
tiene a By. O

Lema 1.31. Suponga que V tiene dimension infinita, entonces para todo entero
n > 1, existe un conjunto S CV linealmente independiente con |S| = n.
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Dem. Hacemos induccién en n. Como V' tiene dimensién infinita V' # {0},
y asi, para cualquier v € V, v # 0, S = {v} es linealmente independiente
y |S] = 1. Esto completa el caso base. Para el paso inductivo, suponga que
tenemos un conjunto {v,...,v,} C V linealmente independiente. Como V' tiene
dimensién infinita, existe v,11 € V' \ (v1,...,v,). De hecho en caso contrario,
por Propiedad 1.25, {v1,...,v,} serfa una base finita de V, contradiciendo la
hipdtesis segiin la cual V' tiene dimensién infinita. Finalmente, Lema 1.28 implica
que S = {v1,...,Un,Vnt1} es linealmente independiente. O

Teorema 1.32 (Monotonfa de la dimensién). Si U < V, entonces dimU <
dim V. Mds ain, si V tiene dimension finita y dimU = dim V', entoncesU = V.

Dem. Suponga primero que dim(U) = co. Asuma por contradiccén que V' tiene
dimension finita. Por el lema anterior existe By C U linealmente independiente,
con |By| = dim(V') 4+ 1. Por Teorema 1.30, existe una base B 2 By de V, luego
V tiene una base con mas elementos que su dimensién, contradiciendo Teorema
1.20. Luego dim(V) = oo, y asi dim(U) < dim(V).

Suponga ahora que U tiene dimensién finita. Si dim (V') = oo, entonces dim(U) <
dim(V'). Asumamos entonces que V tiene dimensién finita. Tome una base By
de U, la cual por Teorema 1.30 extendemos a una base By de V. La inclusion
By C By implica que |By| < |Bi], es decir dim(U) < dim(V).

Cuando dim(U) = dim(V) y V tiene dimensién finita, toda base Sy de U es
también una base de V. De hecho, ya vimos que una base de U se puede extender
a una base de V, pero si esta extension contiene més elementos, la dimensién de
V serfa mayor a la de U, contradiciendo la hipétesis dim(U) = dim(V'). Luego
U=(By)=V.

Observacién 1.33 (Existencias de bases y dimensién infinita). Teorema 1.30
se puede usar para demostrar que todo espacio vectorial de dimensién finita
tiene una base, partiendo de By = ). La cuestién para dimensién infinita toca
la fibra de los fundamentos de la matemética moderna y requiere admitir el
axioma de eleccion. Siendo mas precisos, usamos una versién equivalente a este:

m rn. <) un conjun rcialmen rden. n
Lema de Zorn. Sea (P, % co to parcialmente ordenado en el
que toda cadena admite una cota superior, entonces P contiene un
elemento maximal.

A partir de este axioma, suponga que V tiene dimensién infinita y tome By C
V un conjunto linealmente independiente, 6 By = . Sea P la coleccién de
conjuntos linealmente independientes que contienen a Sy, el cual ordenamos por
contenencia. Dada una cadena en P, la unién de todos sus elementos también
estd en P y es una cota superior de ella. Por Lema de Zorn, P contiene un
maximal By. Usando un argumento similar al de Lemal.28, se demuestra que
B1 es una base de V. De hecho, si existe v € V' \ (B1), B = By U {v} seria
un conjunto linealmente independiente que contiene estrictamente a By O By,
contradiciendo la maximalidad de B; en P.

De esta forma todo espacio vectorial tiene una base. Mas aun, en cualquier
espacio vectorial, todo conjunto linealmente independiente se puede extender a
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una base.

Similarmente podemos extender Proposicién 1.29 para concluir que si dentro de
S C V tomamos un subconjunto Sy C S linealmente independiente, entonces
existe un subconjunto mdximal linealmente independiente S’ C S que contiene
a Sp y tal que (S) = (5’). De hecho, tomamos, usando Lema de Zorn, un
méximal S’ en la coleccién, ordenada por inclusién, de subconjunto linealmente
indpendientes de S que contienen a Sy. El Lema 1.28 implica la igualdad (S) =
(S").

Observacién 1.34 (Vector de coordenadas). Dada una base B = {v;};er de
V, para cada v € V existe una tnica combinacién lineal

v = E C;U;.

icl
Esta unicidad nos permite identificar cada elemento en v con un unico elemento
en (K 4 )0, explicitamente con
B
{v} I — K
A

el cual llamamos vector de coordenadas de v en la base B. Para cada i € I,

denotamos 5 5
=

Esta identificacién entre elementos y vector de coordenadas va mas alld de una
mera biyeccién, también respeta la estructura de ambos espacios, lo cual permite
equiparar a V con (K'), como espacios vectoriales. Este concepto de equiparar
es parte del tema de la siguiente seccién.

1.3. Transformaciones lineales

Sea K un cuerpo y U, V, W espacios vectoriales sobre K.

Definicién 1.35. Sea f: V — W, decimos que f es una transformacion lineal
si

1. preserva sumas: f(vy +v2) = f(v1) + f(ve) para todo v1,ve € V; y,
2. preserva productos por escalar: f(cv) = c¢f(v) para todo c € K, v € V.

Cuando W = V| es usual llamar a estas transformaciones operadores. Al con-
junto de transformaciones lineales de V en W lo denotamos por Hom g (V, W).

Ejemplo 1.36. 1. La funcién 0 : V. — W definida por 0(v) = 0 para todo v
es una transformacion lineal.
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2. Suponga que V es unidimensional. Dado A € K, la funcién f : V — V
definida por f(v) = Av para todo v es una transformacion lineal. Recipro-
camente, si f : V — V es un transformacién lineal existe A € K tal que
f(v) = Av para todo v. De hecho, si vy # 0 entonces V' = (vg), luego
flvg) = Avg para algin A € K, ahora si v € V| existe ¢ € K tal que
cvg = v, entonces

f(v) = cf(vg) = chvg = Aevg = Av.

Propiedad 1.37. Si f € Homg (V, W), entonces:

2. f(—v) = —f(v) para todo v € V.
3. flayvr + ...+ cpvn) =1 f(v1) + ...+ cnf(vn) para todo ¢; € K, v; €V,
i=1,...,n.

Dem.

1. Sea v € V, entonces f(0) = f(Ov) = 0f(v) =

2. Sea v € V, entonces f(v) + f(—v) = f(v+ (—v)) = f(0) = 0, luego por
Unicidad del opuesto, f(—v) = —f(v).

3. Usaremos induccién en n, siendo el caso base, n = 2, cierto por definicién
de transformacion lineal. Ahora, si asumimos que es cierto para n,

flavr + ...+ cpvn + cng1vnt1) = flavi + ...+ cuvn) + flCnr1vnt1)

= le(vl) + ..+ Cnf(vn) + Cn+1f(vn+1)-

Luego es cierto para todo n.
O

Proposicién 1.38. El conjunto Homg (V, W) junto con el origen definido por
0, y las operaciones dadas, para f,g € Homg(V,W) y c € K, por

(f+9)v) = [fv)+g(v),
(cg)(v) = cg(v),
para todo v € V| es un espacio vectorial sobre K.

Dem. Basta notar que la suma de dos funciones lineales es lineal, y que el
producto por escalar de una funcién lineal es también lineal, pues todas la
propiedades necesarias sobre las operaciones se heredan de las de W. O

Proposicién 1.39. Sean f € Homg (V,W) y g € Homg (W, U), entonces (g o
f) € Homg (V,U).



12 Capitulo 1. Espacios vectoriales y transformaciones lineales

Dem. Sean v,v1,v3 € V' y ¢ € K, entonces, por un lado

go f(vr +v2) =g (f(v1) + f(v2)) = go f(v1) +go f(va),

y por el otro,
go flew) =g(cf(v)) =cgo f(v).
O

Proposicién 1.40. Sean {v1,...,v,} € V y {w1,...,w,} € W tales que
(v1,...,0,) =V, entonces:

1. existe a lo sumo un unico f € Homg(V,W) tal que f(v;) = w;, i =
]‘) MR n; y)
2. st {v1,...,vn} es ademds linealmente independiente, existe, y esunica,

f € Homg (V,W) tal que f(v;) =w;, i=1,...,n.
Dem.

1. Sean f,g € Homg (V, W) tales que f(v;) = w; = g(v;), parai=1,...,n.

Tomev € V = (v1,...,0,)yC1,...,¢n € K talesque v = civ1+. . .+¢pvp,
entonces
n n n n
flo)=f (Z Cﬂh‘) = Zcif(vi) = Zciwi = Zcig(vi) =g(v).
i=1 i=1 i=1 i=1
Asi f=g.
2. Las hip6tesis implican que {v1,...,v,} es base de V, luego dado v € V,
existe un tnico (c1,...,¢,) € K™ tal que v = c1v1 + ... + ¢pv,. Defina
f:V — W por

f) =crwy + ...+ chwp.

Veamos ahora que f es una transformacion lineal. Sean vi,v9 € V 'y
(a1y...yan), (b1,...,by) € K™ tales que v1 = ajv1 + ... + apUy y U2 =
bivi + ...+ b,v,. Entonces

vy +vy = (a1 +b)vi+...+ (an +bn)vy
cvy = (cap)vy + ...+ (can)vn,
luego
floy+ve) = (a1 +b)ws+...4 (an + bp)w,

= qwi+...+a,w, +biw +...+bw,
= f(u)+ fv2); v,

flev)) = (ear)wr + ...+ (can)wy,
= claywy + ...+ apwy)

= cf(n)
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O

Proposicién 1.41. Sea f € Homg (V,W). Si f es biyectiva, f~' es una trans-
formacion lineal.

Dem. Sean w,wi,wy € Wy ¢ € K. Como f es biyectiva, existen v,vi,v2 € V
Unicos tales que f(v) = w, f(v1) = w1 y f(vy) = we. En particular f(v; +v9) =
f(v1) + f(v2) = wy + we. Asi, por un lado

fHwr +w2) = f7H(f(v1 +v2)) = v1 + va,

y por el otro
F7Hwn) 4 7 wa) = 7 (f(0n)) + 71 (f(02)) = w1 + vg,

luego f~ 1 (w1 4+ wa) = f~Hwi) + [~ (wa).
Igualmente, como f(cv) cf (v ) = cw, por un lado

“Hew) = f7H(f(ev) = ev,

y por el otro
ef Hw) = cf T (f(v) = ev,

luego f~!(cw) = cf~!(w). Entonces, como f~! respeta sumas y productos por
escalar, es una transformacion lineal.

Definicién 1.42. Si f € Homg (V, W) es una biyeccién, decimos que f es un
isomorfismo, y si W = V lo llamamos automorfismo. Si existe un isomorfismo
f € Homg (V, W) decimos que V' y W son isomorfos y lo denotamos por V ~g
w.

Teorema 1.43. Suponga que V y W tienen dimension finita. Entonces V ~g
W si y solo si dim(V') = dim(W).

Dem. Asuma primero que V ~g W y tome un isomorfismo f € Homg (V, W).
Sea {v1,...,v,} una base de V, donde n = dim(V). Denote w; = f(v;), i =
1,...,n. Veamos que {wy,...,w,} es base de W y asi dim(V) = n = dim(W).
Sean cy,...,c, € K tales que 0 = ciwy + ... + cpwy,. Luego

flavi+ ...+ cpvn) =crf(n1) + ...+ enflon) =crwr + ... + cpw, =0

como f es inyectiva y f(0) = 0, cyv1 + ... + ¢pv, = 0; y, como {vy,...,v,}
es linealmente independiente, ¢; = ... = ¢, = 0. De donde {wy,...,w,} es
linealmente independiente. También para w € W, como f es sobreyectiva, tome
v € V tal que f(v) = w. Ahora, como {v1,...,v,} genera V, existen ¢y, ..., ¢, €

K tales que v = cjvy + ... + cpv,. Luego
w=f)=flaavi+...+cpvn) =c1f(v1)+...+cnflvn) = crur+ ...+ crhwy.

De donde W = (w1, ..., w,). Esto completa la prueba de la necesidad.
Para establecer la suficiencia, asuma ahora que dim(V) = dim(W) = n y sean
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{vi,...,0n} v {w1,...,w,} respectivamente bases de V' y W. Por Propiedad

1.40.2, existe f € Hom(V,W) tal que w; = f(v;), ¢ = 1,...,n. La prueba

estard completa cuando establezcamos que f es biyectiva. Tome vj,v) € V' y

A1y .y nyb1, ... by € K tales que v] = aqv1+. . .4anv, y 05 = bioi+.. . +byu,

y suponga que f(v]) = f(v5). Es decir, f(v] —v}) = f(v]) — f(v}) = 0. Como
v] —vh = (a1 — b1)vy + ... + (an — by)vn,

entonces
0= f(v; —wv3) = (a1 —by)wy + ...+ (an — bp)wp.

La independencia lineal de {wy, ..., w,} implica que a; — b; = 0, o equivalente-
mente, a; = b; parai = 1,...,n. En particular v = v}, y f es entonces inyectiva.
Para establecer la sobreyectividad de f, tome w € W y ¢1,...,¢, € K tales que
w=ciwi + ...+ chw,. Entonces, si v =civy + ...+ c v,

f)=flavi+...+cpvn) =1 f(v1)+...+enf(on) = crwr + ...+ cpw, = w.

Por lo cual, f es sobreyectiva. Al ser inyectiva y sobreyectiva, f es un isomor-
fismo. O

Definicién 1.44. Sea f € Homg (V, W). Definimos:
1. el nicleo (o el kernel) de f por
ker(f) ={v e V] f(v) = 0};
¥
2. la imagen de f por

im(f)={weW|IweV: fv)=w}

Propiedad 1.45. Sea f € Homg (V, W), entonces ker(f) <V yim(f) < W.

Dem. Note que como f(0) =0, 0 € ker(f) y 0 € im(f). Ahora si vy, vy € ker(f)
v a € K, entonces

flor4v2) = f(v1) + f(v2) =0+ 0=0, y f(av1) = af(vi) =a0 =0

es decir v1 + vy € ker(f) y avy € ker(f). De donde, por Propiedad 1.8, ker(f) <
V. Por otro lado, si wi,ws € im(f) y a € K, existen v1,v2 € V tales que

f(v1) = wq, f(ve) = wo y asi
fvr +v2) = f(v1) + f(v2) = w1 +wa, y flavi) = af(vi) = aw;
es decir wi+ws € im(f) y avy € im(f). De donde, por Propiedad 1.8, im(f) < V.

Proposicién 1.46. Sea f € Homg (V, W), entonces f es inyectiva si y solo si

ker(f) = {0}
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Dem. Suponga primero que f es inyectiva, entonces por Propiedad 1.37.1 ker(f) =
{0}. Suponga ahora que ker(f) = {0} y sean v1,v2 € V tales que f(v1) = f(ve),
luego

flur —v2) = f(v1) = f(v2) =0,

es decir v1 — vy € ker(f), de donde v1 — vy =0y asf v = vs. O

Teorema 1.47. Suponga que V tiene dimension finita y sea f € Homg (V,W).
Entonces

dim (ker(f)) + dim (im(f)) = dim(V)
Dem. Tenemos ker(f) <V, luego dim (ker(f)) < dim(V'). Denote n = dim (ker(f))
y n+m = dim(V). Tome {v1,...,v,} CV base de ker(f), la cual extendemos
a una base {v1,...,Un, Unt1,---,Untm} de V.
En caso de que n = dim (ker(f)) = 0, tomamos como base de ker(f) = (0 y
de V cualquier base (si también n + m = 0, no hay nada que demostrar, pues
bajo tales hipédtesis im(f) = {0} y se sigue el teorema). Denote w; = f(vn14),
i =1,...,m. Basta demostrar que {wy,...,w,,} es base de im(f), pues en tal
caso m = dim (im(f)), y para esto usamos Proposicién 1.25.
Veamos primero que {ws,...,w;,} es linealmente independiente. Suponga que
ai,...,a, € K son tales que

aiwi + ...+ apw, =0
luego si v = A1Vp+1 + ... + A Unym, €ntonces
fW)=a1f(vns1) + ...+ amf(Vntm) = arwr + ... + apwy, =0,
y v € ker(f). Pero como (vq,...,v,) = ker(f), existen by,...,b, € K tales que
v="bvi + ...+ byv,
es decir byvg + ... + bpvy =V =a10p41 + ... F CVUntm ¥
0= (=b)vy+ ...+ (=bp)vp + a1Vp11 + .. + A Vnim-

Finalmente, siendo {v1,...,Un, Unt1, .- -, Untm } linealmente independiente, esta
ultima igualdad implica que a3 = ... = a,, = 0. La independencia lineal de
{w1,...,wn} se sigue de Proposicién 1.24.

Establezcamos ahora que (wy,...,wp) =im(f). Si w € im(f), existe v € V tal
que f(v) = w. Tome entonces ¢1,...,¢n, Cni1,- -, Cntm € K tales que

V=10C101+ ...+ CpUn + Cnt1Vn+1 + - .- + CntmUn+m,

de forma que

w=fw) = flavi+...4cpvn) + a1 fWni1) + - + Cnimf (Vnpm)
—_— ——
€ ker(f)
= Cpn+1W1+ ...+ CnypmWm,

luego w € (w1, ..., wp). De donde im(f) < (ws,...,wy). La otra inclusién es
inmediata pues w; = f(vp41) € im(f),i=1,...,m. O
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Corolario 1.48. Suponga que V tiene dimension finita y sea f € Homg (V, W).
Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

1. dim (ker()) = {0}; 3,
2. dim (im(f)) = dim(V).
Dem. Es inmediata de la igualdad dim (ker(f)) + dim (im(f)) = dim(V).

Observacién 1.49 (Dimensién arbitraria e isomorfismo). Los dos tltimos teo-
remas tienen su generalizacién a dimension arbitraria. La caracterizacion de un
espacio lineal, salvo isomorfismo, por su dimensién, se puede reescribir como:
si By = {vj}jes y Bw = {wi}icr son respectivamente bases V' y W, enton-
ces V ~g W siy solo si existe una biyeccién ¢ : J — I. De hecho, se puede
demostrar que los mapas (ver notacién en Observacién 1.33)

V. — (K7), W — (K'),

oo [T e

son isomorfismos. Ahora, dada la biyeccién ¢ : J — I entre los indices de las
bases, también es isomorfismo la transformacién lineal definida por las imagenes
J
de la base {d;}jes de (K7),
J I
(K )0 - (K )0
(Sj — 5¢(j)'
Tenemos asi V ~ (KJ)O ~p (KI)O ~ W
Reciprocamente, veamos que si V' ~ W son isomorfos, existe una biyeccién entre
J e I. Para esto basta demostrar que dos bases de V' estan en correspondencia
biyectiva, de hecho si f € Homg (W, V) es un isomorfismo entonces la imagen
f(Bw) es una base de V, y estd en biyeccién con S; luego si existe una biyeccién
entre By y f (Bw), hay una biyeccién entre J e I.
Ya establecimos el resultado para el caso en dimensién finita. Supongamos en-
tonces que V tiene dimensién infinita y sean By = {v;}jes y By, = {vj }jrer
bases de V, y para cada j € J denote

g{fej/[wﬁ&¢o}

Es decir J]'- es la minima coleccién de indices en J’ con la propiedad v; €

(v})jrcyr. Tenemos que J} es finito. Construimos un conjunto biyectivo a J en
J

el cual podemos inyectar .J', este es

7 =117
jeJ
la unién disyunta de todos los J]‘7 j € J, que es una unién de conjuntos finitos
indexada por J. Veamos primero que Uje;J; = J'. De hecho, en caso contrario,

S1
iel\\JJ

jeJ
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y S ={vj,...,v5,} C By es tal que vy € (S), entonces
v € (k) weUp, 7, < (ke (i}

violando la independencia lineal de Bj, = {vi }rreyr. Luego como UjeJJ]’- =
J', en J' podemos inyectar J', y, as{ también, en J. Simétricamente podemos
inyectar J en J'. Luego, por el Teorema de Schroeder-Bernstein J y J' son
biyectivos.

Observacién 1.50 (Dimensién arbitraria y descomposicién del dominio). El
teorema segun el cual, cuando el dominio de una aplicacion lineal tiene dimen-
sion finita, la suma de las dimensiones del nucleo y de la imagen coinciden con
la dimensién del espacio de salida se demostré descomponiendo su base. Esta es
la base para su generalizacién. Sea f € Homg (V, W), entonces existe una base
de B de V tal que

» B = Brer(f) U By ker()» €00 Brer(r) N By ker(s) = 05
" <Bker(f)> = ker(f); Y

» [ [Bv/ker(s)] = {w € W| w= f(v) para algin v € By, ker(s) } s una base
de im(f).

De hecho, basta arrancar con una base Bye,(r) de ker(f) y extenderla a una de
V' (ver Observacion 1.33). El resto de detalles son similares a los del teorema
que generalizamos en esta observacion.

Observacién 1.51 (Dimensién arbitraria y transformaciones lineales). Pro-
posicién 1.40 describe la libertad que se tiene a la hora de definir una trans-
formacion lineal de un espacio a otro. Dentro del mismo modo en el que se
han generalizado los otros resultados demostrados sobre espacios de dimen-
sion finita, esta proposicién también se puede extender: sean T" C V, tal que
(T) =V,y F:T — W, entonces existe a los sumo una transformacién lineal
f € Homg (V, W) tal que f(v) = F(v);y, si T es ademds linealmente indepen-
diente, tal f existe. La demostracién es fundamentalmente la misma que en el
caso de base finita. Note que una versién particular de esta observacién ya se
us6 en Observacion 1.49.

1.4. Matrices

Sea K un cuerpo y U, V, W espacios vectoriales sobre K.

Definicién 1.52. Sean I y J conjuntos, una matriz I x J sobre K es una
funcién

A:IxJ — K

(i,5) a(i,j)»
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es decir un elemento de K%’ tal que para cada j € J, ag,;) = 0 para todo
1 € I salvo para un numero finito. Al conjunto de matrices I x J lo denotamos
por My j(K).

Observacién 1.53. Bajo las operaciones definidas en K%/, My, ;(K) es un
subespacio de KT*7,

Definicién 1.54. Sean f € Homg(V,W); y, By = {v;}jcs €V y Bw =
{w;}ier € W bases. Definimos las matriz de f respecto a las bases By y Bw
por

[ﬂBW;IxJ K

By
(.9 o ()] "
,7) —> [ } = [ Vi :|
J Ny apy = 0],
(ver Observacion 1.34)
BW BW
Observacion 1.55. Note que {f] de hecho es una matriz, pues [f] =
By By ,(i,5)

Bw
[f(vj)} - =0 para todo 7 € I salvo para un ntimero finito, que vienen siendo
1
los elementos que aparecen en la combinacién lineal de f(v) en términos de la
base By . En particular para cada v; € By,

Bw

Vi) = |: i| Ww; .
f(v)) ; gy i
Bw
Note que esta suma es finita. Si denotamos A = [ng y A(i,7) = agj,
\%

tenemos

f(Uj) = Za(i,j)wi

i€l
Propiedad 1.56. Sean f € Homg (V,W) yg € Homg (W, U); y, By = {vj}jes C
V, Bw ={witier, CW y By = {u;}ier C U bases. Entonces

Bu
boﬂ IxJ — K
By

R

Bu Bw
G T (LS A Wi U I L s
&.9) gof T,(i,5) Z g Bw ,(i,1) / By ,(L,5)

leL

Dem. Denotamos

A= [ sl e=fredll

By
y para cada (i,1,j) € I x L x J

A(l,j) = aqyy, BG,1) =buy, C(i,7) = cauy)-
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Asi, tenemos que demostrar que para cada (i,7) € R x T,

Clig) = Y bnaus):
leL

Pero (ver Observacién anterior)

U

r B
Clig) = _gof(vj)L

=[]

- (S )

U

leL
- Bu
= Z a(l,j)g(wl)} )
“lel ’
- Bu
= X (au,j) > b(z",lw) }
“lel irel !
- Bu
[ (S ) ]’
“i'el \IleL
= > banag
leL

O

Definicién 1.57. Sean I, L y J conjuntos; y, A € Mp«;(K), B € M.
Definimos el producto de B y A, que denotamos por BA, como la matriz I x J

BA:IxJ — K

(i,5) Z banaq.j)-
leL

De esta forma si By = {u; }ier, Bw = {wi}ier y Bv = {v;},es son respectiva-
mente bases de U, Wy V;y, f € Homg (V,W) y g € Homg (W, U),

o 1], = loll7,

Observacién 1.58. Si By = {vj}je; C V es una base, y v € V, a la funcién

By
de coordenadas {v] se le puede ver como una matriz I x {x} sobre K, donde

{*} es un conjunto unipuntual. De esta forma, si By = {w; }ics es una base de
W'y f € Homg (V, W), entonces
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En particular

=5 W [

By, (i,j
ey v, (4,7 J

Observacién 1.59. Sean By = {v;}jes CV y Bw = {w;}ie;r € W bases y
A € M;y ;(K). De acuerdo a Observacién 1.51, existe una tnica transformacién
lineal f4 € Homg (V, W) tal que para cada v € V

favy) = Z (i) Wi

iel

Definicién 1.60. Sean [ y J conjuntos y A una matriz I x J sobre K. Decimos
que A es invertible si existe una matriz B € M )(K) tal que BA = ;%7 y
AB = 61«1, donde

. 1 sij=j - 1 sii=d
AN (A
6J><J(.77.])_{ 0 Sl];é‘]/ 6I><I(/La2)_ 0 Sl%;él/
Propiedad 1.61 (Unicidad de la inversa). Sean I y J conjuntos y A € My«
una matriz invertible. Si B,C € Mjyx; son tales que BA = §;x5 = CA y
AB = 61«5 = AC entonces B = C. Mas ain, en tal caso, existe una biyeccion
entre I y J.

Dem. Denote V = (KJ)O y W = (KI)O, defina las transformaciones f4 €
Homg (V,W)y fB, fc € Homg (W, V) de forma que para todo j € J, fa(d;) =
> ie1 Oi,)0i; Y, paratodo i € I, fp(0:) = 32 e 5 by 05 y fo(di) = X2 je 5 ¢ay0;-
De esta forma fg = (fA)*1 = fo, luego b; ;) = c(;,i) para todo (j,i) € J x I.
En particular V >~ W bajo f4. La biyeccién entre I y J sigue de Observacion
1.49.

Observacién 1.62. En vista de la unicidad de la inversa, a la inversa de A la
denotamos por A1

Proposicién 1.63. Sean By = {v;}jcs CV y Bw = {w;}icr € W bases; y,
f € Homg (V,W) y A € My ;(K). Entonces

By
1. f es un isomorfismo si y solo si [f} es tnvertible; vy,
Bw

2. A es invertible si y solo si f4 es un isomorfismo.

BV BW
Dem. Si f es un isomorfismo entonces { f’l} es la inversa de [ f] . Por
Bw By

B
otro lado si B € Mj«i(K) es la inversa de [f]BW, fB € Homg (W, V) es la

\%
inversa de f. Similarmente, si A es invertible y B € My« ;(K) es la inversa de
A, fg € Homg (W, V) es la inversa de f4. Finalmente, Si f4 es un isomorfismo

B
entonces [(fA)_l } BV es la inversa de A. O
w
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Definicién 1.64. Sean B = {v;}ier v B’ = {v}}ier dos bases de V, llamamos
B/
a la matriz {idV]B matriz de cambio de coordenadas de la base B a la base B’

donde idy es el operador identidad en V:

dy:V — V
v v

Propiedad 1.65. Sean B = {v;}ic; y B = {v.}ic1 dos bases de V', entonces
B\ ! B

(j]7) "~ ]
B B’

B B B B’
Dem. Como idy = idy oidy,, entonces {idv} = [idv} [idv} vy {idv} =
R B B B’ B B
{idv}B [idVL@,' La prueba se completa al verificar que {idv}s = Orx1 =
B/
{idv} . O
Bl
Observacién 1.66. Sean B = {v;}icr v B’ = {v}}icsr dos bases de V entonces
para todo (i,7) € I x I

i ] 6 = o]

B
En particular, si V tiene dimensién finita y B = {v1,...,v,} entonces
B’ B’ B’
Liav |7 = {[oa] | [[oa] |-
Propiedad 1.67. Sea By,Bi, CV y Bw, By, C W bases y f € Homg (V,W).
Entonces 5 5 5 5
%% . w w . \%
e e A
Dem. Basta observar que f = idy of o idy . O

Observaciéon 1.68. En particular, si f es un operador lineal en V', es decir
f € Homg (V, V) y B,B CV son bases; y denotamos

A=y m= [y o=[a]]
entonces

B=C"1'AC.

Ejemplo 1.69. Suponga que char(K) # 2, de forma que —1 # 1. Sea f €
Hompg (K2, K?) el operador definido por

f(@,y) = (y,2).
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Si € ={(1,0),(0,1)} es la base canénica entonces

=9 5]

ysi B={(1,1),(1,—1)} tenemos

. C 1 1
[ldKz]B = |: 1 71 :l
luego

[f]5 = lidg2]g [£16 [idi2]5
(1)
-1 3 Vel ]
[+ 4]

1.5. Suma y producto directo
Sea K un cuerpo y V un espacio vectorial sobre K.
Definicién 1.70. Sean Vi, ...,V,, <V, definimos su suma como el conjunto

Vit 4Vu=) Vi={oi+...4v, €V |v €Vii=1,...,n}

i=1
Propiedad 1.71. Sean Vi,...,V, <V, entonces V1 +...+V, <V.

Dem. Usamos Propiedad 1.8. Primero note que Vj + ...+ V,, contiene al origen.
Tome v,v' € Vi +...+V, yc€ K. Sean v;,v, € V;, i =1,...,n tales que

V=01 + ...+ Uy, vV =0l 4+ 4.
Luego v + v = (v1 +v]) + ... + (vp + v,), v asi, como v; + v, € V;, i =
1,....,n, v+v € Vi +...+V,. Igualmente, como av; € V;, i = 1,...,n,
cvo=cuo1+...+co, €EVi+...+V,. O

Teorema 1.72. Si Vi, Vy <V tienen dimension finita, también la tienen ViNVy
y V14 Vo, Mds ain

dim(V; + V) = dim(V1) + dim(V2) — dim(V; N Va),
o equivalentemente,

dim(V7) + dim(Va) = dim(V; + Vo) + dim(V; N V)
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Dem. Como V] tiene dimensién finita, y V3 NV, < V4, entonces V; N V5 también
tiene dimensién finita (Teorema 1.32). Sean ny = dim(V;), ne = dim(Va), p =
dim(Vi NVa) y {v1,...,v,} una base de Vi N V,. Extendemos esta base a una
de V]

Bl:{Ul,...,vp,vé)+1,...,v;“},
y a una de Vs
By ={v1,. .., 0p, Uy sy Uy}
Ast B = {01, 30, Upiqs o5 U 5 Vg i1y, U, b genera Vi + Va, luego este

subespacio tiene dimensién finita. El teorema se sigue si demostramos que B
es una base, para esto basta demostrar que es linealmente independiente. Usa-

mos Proposicién 1.24. Sean ay, ..., ap, a1, Q5 1,5 Gy, tales que
p ni no
0= Zaivi + Z ajv; + Z ajvy.
i=1 i=p+1 i=p+1
Luego si

p ni na
/! n_n
v:E a;v; + E a;v; = — E a; v;
i=1

i=p+1 i=p+1
e e Vs
entonces v € V1 N V,. Sean asi by ...,b, € K tales que

v="bvi + ...+ byup,

entonces
/4 ni
!,
0=v—v= E (a; — b;)v; + E a;v;
i=1 i=p+1
y por independencia lineal de By, a4y = ... = a;, = 0. Luego
p n2
" 1
0= E a;v; + E a; v;
i=1 i=p+1
y por independencia lineal de By, a1 = ... =ap = a;,’ﬂ =...=ap, =0. O

Observacion 1.73. Note que si 4,s,n1,n2 son tales que i < ny < ngo < s

y s es menor que la dimensiéon de V', entonces existen Vi, Vo < V tales que
dim(V1) = nq, dim(Va) = ng, dim(V; NVs) =i y dim(V; + V3) = s, siempre que

ny +no =s+1i.

De hecho si S C V es una coleccién de s vectores linealmente independientes
S ={v1,...,vs}, basta tomar

V1:<”U1,...7"Unl> Vii<’U1,...,’l}i,vnl+1,...7"l}s>.

Maés atdn, si V{,Vy < V son también tales que dim(V{) = nq, dim(V3) = na,
dim(V{ NV3) =i y dim(Vy + V§) = s, entonces existe un automorfismo f €
Homg (V, V) tal que f(V1) =V y f(V2) = V3.
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Definiciéon 1.74. Sean Vi, Vo < V. Decimos que Vi y Vs estdn en posicion
general si dim(V; + V3) es tan grande y dim(V; N V3) es tan pequeno como lo
es posible.

Ejemplo 1.75. Dos subespacios bidimensional de un espacio tridimensional
estan en posicién general si su interseccion es un espacio unidimensional. Dos
subespacio cuatridimensional de un espacio sexadimensional estdn en posicion
general si su interseccidon es un espacio bidimensional. Dos subespacios tridi-
mensionales en un espacio septadimensional estdn en posicion general si su in-
terseccion es trivial.

Definicién 1.76. Sean Vi,...,V, <V, decimos que V es la suma directa de
Vi,...,Vy, lo cual denotamos por

V:Vl@...esvn:@vi
=1

si para cada v € V existe un tnico (v1,...,v,) € V1 X ... x V, tal que
v=v1+...+ v,
Propiedad 1.77. Sean Vi,...,V, <V, entonces V = EBZL:l Vi si y solo st
1. V=" Vi;y,
2. Vin 2,4 Vi = {0}, para todo i € {1,...,n}.

Dem. Suponga primero que V = @', V;, luego por definicién V = Y | V;. Por
otro lado, sea i € {1,...,n} y tome v € V; N Z#i V. Asi, existe (vi,...,v,) €
Vix...xV,tal que v =—v; = zj# vj;, luego 0 = v1 + ...+ v,. Pero por otro
lado (0,...,0) € Vi x...xV, es tal que 0 = 0+...40, luego por unicidad esta

descomposicién v; = ... =v, =0, y v = {0}.

Reciprocamente, suponga que V. =3"  Viy V;N > Vi={0} yseaveV.
Entonces existe (v1,...,v,) € Vi X ... XV, tal que v = v1 +... + vy, y veamos
que esta descomposicién es unica. De hecho, si (v],...,v),) € Vi X ... x V,, es

tal que v =v] +... 4+ v, dadoi € {1,...,n},

v; — v} :Z(Ug —v;).

o A
Luego v; — v, € V;N Z#iVj = {0}, es decir v; — v, =0y asi v; = v]. O
Proposicién 1.78. Sean Vi,...,V, < V y suponga que V tiene dimension

finita. Entonces la siguientes propiedades son equivalentes:
1.V =3 ViyVind, ., Vi = {0}, para todo i € {1,...,n}; y,

2. V=" Viy> o dim(V;) = dim(V).
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Dem. Suponga primero que V = > V; y V; N Zj# V; = {0}, para todo
i €{1,...,n}. Entonces si ny = dim(V4) y s; = dim (Z]>1 ), por Teorema
1.72, dim(V') = n1+s;1. Ahora, como (Vg N Zj>2 VJ> C (Vg N se V]) = {0},

entonces, si ng = dim(Va) y so = dim (Z , por Teorema 1.72, s1 = no+59

J>2
y dim(V') = n; + na + s2. Inductivamente, obtenemos

dim(V) = " dim(V;)
i=1

Suponga ahora que V = >  V; y " dim(V;) = dim(V). Tenemos por
Teorema 1.72

dim(V) < dim(Vy) +dim | YV,
j>1
< dim(Vy) + dim(V3) + dim | YV}

7>2

< Zn:dim(Vi) = dim(V).

De donde dim(V) = dim(V;) + dim (zm vj), luego dim (v1 N4V ) = 0.
Es decir Vi N3 ,,, V; = {0}. Reordenando los subespacios Vi, i = 1,...,n,
obtenemos V; N}, V; = {0}, para todo i € {1,...,n}. O

Definicién 1.79. Sea p € Homg (V, V) un operador lineal. Decimos que p es
una proyeccion si pop = p.

Observacién 1.80. Sip € Homg (V, V) es una proyeccién y Vo = p(V') entonces
p(vo) = vo para todo vy € Vp. De hecho si vg € Vj, existe v € V tal que p(v) = vy,
luego p(vo) = p o p(v) = p(v) = vo.

Observacién 1.81. Si V = V] @ Vs, defina

ple — Vv pg:V — V
v o— v > Vg,

donde (v1,v2) € Vi X V5 es tal que v = v1 +vy. Note que p; y pa son proyecciones
tales que p1 opy = psop; =0y p1 +p2 = idy. Igualmente, si V = 691 1 Vi, po-
demos definir n proyecciones p1, ..., pn, con p;(V) =V;, paracadai=1,...,n,
tales que Y i p; = idy, y p;op; = 0sii # j. Esto es una forma de caracterizar
sumas directas, como lo sugiere el siguiente teorema.
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Teorema 1.82. Sean p1,...,p, € Homg (V, V) proyecciones y V; = p;(V'), para
i=1,...,n. Si estas proyecciones son tales que:

1.y pi=idy, y
2. piop; =0 sii#j,
entonces V. = @, V.

Dem. Usamos Propiedad 1.77 para establecer este teorema. Sea v € V' y v; =
pi(v) € Vi, i=1,...,n. Luego

v=1idy(v) = Zpi(v) = Z%y

de donde V =" | V..

Tome ¢ € {1,...,n}, y suponga que v € V; N Zj#Vj. Como v € Z#iVj,
v = Zj# vj, con v; € Vj, j # i. Es decir, teniendo V; = p;(V), existe v} € V
tal que v; = p;(v}), para cada j # i, y ast v =3, p;j(v;). Por otro lado, como
v €V, existe v} € V tal que v = p;(v}). Entonces

v=pi(v}) = pi o pi(v]) = ps(v) =pi | D_pi(v;) | =D piops(v;) =0.

J#i J#i
AsiViN Y, Vi = {0}, O

Definicién 1.83. Sea I una coleccién de indices y {V;},.; una familia de es-
pacios vectoriales sobre K. Definimos:

1. el producto externo de {V;},.; por

HVZ:{QS:HHV;

icl el

e}
el cual es un espacio vectorial sobre K bajo las operaciones
(@+¥)(i) =) + ()  (ag)(i) = arp(z)
para todo ¢,¢ € [[,c;Viyvac K;y,
2. la suma directa externa de {V;},.; por

@v;:{¢eﬂw

iel i€l

¢(i) # 0 tnicamente para finitos indices i € T } ,

el cual es un subespacio de [];.; Vi.

Si ademds {W;},.; es otra familia de espacios vectoriales sobre K, y para cada
i € I tenemos un f; € Homg (V;, W;), definimos:
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L. el producto externo de {fi};c; por
Is:11vi — IIm
iel el iel
¢ — (H ﬁ-) (¢) i fi(9(9))
iel

el cual es una transformacién lineal; y,
2. la suma directa externa de {f;},.; por
Dr:Qv — Dw

i€l el iel

¢ — (Hﬂ) (¢) =i fi (),

iel

la cual es la transformacién lineal inducida por [],.; fi entre los subespa-
cios D Viy Biesr Wi

Observacién 1.84. Note que si {V;},; es una coleccién de espacios vectoriales
sobre K indexada por los indices i € I;y, f; € Homg (V,V;) v g; € Homg (V;, V),
para todo ¢ € I, podemos definir las transformaciones lineales

[V — Tl Vi 9:Dic,Vi — V
v f(v)2|—>f1(1)) ¢ Zzelgz(¢(z))

Note que la suma ), ; gi (¢(i)) es finita pues ¢(i) = 0 para todos los i € I
salvo un nimero finito de indices.

Observacién 1.85. Note que, si B = {v;}ie;r €V es una base, entonces

Va5, 2k @DF.
el

K' ~¢ J[K
i€l
1.6. Espacios cocientes

Sea K un cuerpo y V, W espacios vectoriales sobre K.

Definicién 1.86. Sean Vy <V y v € V. Definimos la translacion de Vi por v
como el conjunto

v+ Vo={' eV v =v+uvy, vy V}.
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Observacién 1.87. Tenemos v + Vy = v/ + Vj si y solo si v — 0" € V. De
hecho, si v + Vo = v/ + Vj, como v € v + Vy = v’ + Vj, existe vg € Vj tal que
v = v + vy, es decir v — v’ = vy € Vp; reciprocamente, si vg = v — v’ € Vj,
cualquier w € v+V} es de la forma w = v+wq para algun wy € Vp, en particular
w ="+ (vo+wp) € V' +Vy, y cualquier w’ € v/ +V} es de la forma w’ = v' +wj
para algin w(, € Vj, en particular v’ = v + (wj — vo) € v+ V4.

Definicién 1.88. Sea Vy <V, el espacio cociente V- mddulo Vj es el conjunto
de traslaciones de Vj:
V/VOZ{U+V0 | ’UEV}

Proposicién 1.89. Sean Vo <V, v,w, v, w' €V yaec K. Siv+Vo=w+V,
yv' +Vy =w' +Vy entonces (v+0")+ Vo = (w+w)+Vy yav+Vy = aw+ V.

Dem. v+ Vo=w+Voyov' +Vo=w'+Vysiysolosiv—w e Vyyv —w €V,
en tal caso (v+v') — (w+w') = (v—w)+ (v —w’) € Vp, es decir (v+v")+Vp =
(w+w)+ Vo, y av — aw = a(v — w) € Vp, es decir av + Vy = aw + V. O

Propiedad 1.90. Sea Vy < V. El espacio cociente V/Vy es un espacio vectorial
sobre K bajo las operaciones

(w+Vo)+ (@ + Vo) = (v+")+ Vo a(v+ Vo) = av + Vo,
y su origen es 0+ Vo = Vy. El mapa
v, V. o — V/W
v — v+ V)
es una transformacion lineal sobreyectiva con ker(my,) = Vo

Dem. La proposiciéon anterior garantiza que tales operaciones estan bien defi-
nidas, las propiedades de estas en Definicién 1.1 se heredan de las de V. La
misma proposicién implica la linearidad de 7y, . Por definicién de V/Vj, my, es
sobreyectiva. Por ultimo, v € ker(my,) si y solo si my, (v) = Vj, es decir si y solo
siv+ Vy =V, 0siysolosive V. O

Propiedad 1.91. Sea Vy <V y suponga que V tiene dimension finita, entonces
dim(V/Vp) = dim(V) — dim(Vj)
Dem. Se sigue inmediatamente de Teorema 1.47 y de la propiedad anterior.

Teorema 1.92. Sean f € Homg(V,W) y Vi = ker(f). Entonces existe una
dnica transformacion lineal fy, € Homg (V/Vy, W) tal que f = fy, o my,. La
transformacion fy, es inyectiva, y, si f es ademds sobreyectiva, fy, es un iso-
morfismo.

Dem. Note que f(v) = f(v') si y solo si v — v € Vj, es decir si y solo si
v+ Vo = v' + V. Defina entonces

fv:VIVo — W
v+ Vo —  f(v).
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Asi, fv, eslineal pues f lo es, y ademds es inyectiva pues f(v) = f(v') si y solo
si v+ Vy = v 4+ Vp. Por contruccién f = fy, o my,. Ahora si f es sobreyectiva,
entonces fy, es biyectiva y asi un isomorfismo. O
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Capitulo 2

Estructura de las
transformaciones lineales

Sea K un cuerpo y V, W espacios vectoriales sobre K.
Notacion 2.1. Suponga que V y W tienen dimensién finita y denote n =

dim(V), m = dim(W). Sean By = {v1,...,v,} CVyBw ={wy,...,un} CW
bases. Dada f € Homg (V, W), la matriz {1,...,m} x {1,...,n}

Bw

A= [f}gv’

que representa a f respecto a las bases By y By, se denota por un arreglo
rectangular m x n = |Bw| X |By|, con entradas en K, cuya ij-ésima entrada es
Bw

aij = [f(vj)L

De forma que
n
f(’l)j) = Zaijwi.
=1

En tal caso identificaremos a la matriz A con el arreglo

amn - Qin
am1 - Amn
Igualmente, a las matrices {1,...,n} x {*} y {1,...,m} x {x} de coordenadas

en las bases By y By las identificaremos con los arreglos n x 1 y m x 1 con
entradas en K, de tal forma que para v € V y w € W escribimos

C1 dl
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cuando v = Y

m .
=1 GV y w= 3,7, dyw;. En particular

air o G a1 > a15¢5
o -pee- T[]

BV :
am1 - Amn Cn Zj Qi Cj

A los arreglos m x n los llamaremos también matrices m x n y el espacio de
estas lo denotamos por M, «,(K).

Observacién 2.2. Sean A = (a;;)7';_, y C = (c;5); ;1 matrices nxn, entonces
n n n n n n
tI‘(AC) = Z Z a3;Cj; = Z Z CijQj; = Z Z CijQj; = tI’(CA)
i=1 j=1 j=1i=1 i=1 j=1
Ahora, si V tiene dimensién finita igual a n, y f € Homg (V,V), dadas dos
B

bases B, B’ C V, tenemos dos matrices n X n que representan a f, A = [f} 5 y
B’ B
B = {f}g . Entonces, si ademas C = [idv}s ,

B=C"1AC,

tr(B) = tr(C7rAC) =tr(ACC™1)
= tr(A)
det(B) = det(C~*AC) = det(C)* det(A) det(C)
= det(A)
Es decir la traza y el determinante de una matriz de representacién de un opera-

dor lineal, respecto a la misma base para el dominio y el rango, es independiente
de la base escogida.

Definicién 2.3. Suponga que V tiene dimensién finita, sean f € Homg (V, V)
y B C V una base. Definimos el determinante y la traza de f respectivamente

. det(f) = det (Mi) tr(f) :tr([f}Z).

2.1. Descomposicion directa

Definicién 2.4. Sean V;, V5, < V., decimos que V7 y Vs forman una descompo-
sicion directa de V siV =V, & V.

Teorema 2.5. Sea f € Homg (V,W). Entonces existe descomposiciones direc-
tas V=Vo@d Vi y W = Wy & Wy tales que ker(f) = Vo, im(f) = Wi. En
particular f induce un isomorfismo entre Vi y Wi.
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Dem. Sea By una base de V = ker(f), la cual extendemos a una base B = ByUB;
de V. Defina Vi = (By). Asi pues Vo + V3 =V y VN V; = {0}, en particular
V = Vo @ V1. Por otro lado, si v,v" € V; son tales que f(v) = f(v'), entonces
v—v" € ker(f) = Vo, luego v —v' € Vo NV; = {0}, luego v = v'. Es decir la
restriccién de f a Vi es inyectiva.

Sea B} = f(By). Como f es inyectiva en Vi, es decir f(v) = 0 con v € Vj
si y solo si v = 0, Bj es linealmente independiente. Defina W; = (B]), de
forma que B} es una base de Wy y W = f(V}). Por construccién im(f) = Wy;
pues, dado w € im(f), existe v € V tal que w = f(v), si v = vg + v con
(vo,v1) € Vo x Vi, w = f(v) = f(vo) + f(v1) = f(v1). Finalmente, extienda B} a
una base B’ = B{UB, de W. Si Wy = (B5), V = Vo @ Vi y W = W1 &W; son las
descomposiciones directas buscadas. Como f es inyectiva en Vi y f(V7) = Wh,
f induce un isomorfismo entre V7 y Wj. O

Corolario 2.6. Suponga que V y W tienen dimension finita, sea f € Homg (V, W),
y denote n = dim(V), m = dim(W) y r = dim(im(f)). Entonces existen bases
B={v}}_y CV yB ={wi}j2) CW tales que, si

B’

A= M = (ay),

B

a; =1510<i<rya;=0sii#7, 087 <1iei=j. Esdecir
I. |0
A= [
donde I, denota la matriz v X r con unos en diagonal y ceros en el resto de
entradas y 0 los origenes de My (n—r)(K), Mm—ryxr(IK) y Mm—ryx (n—r)(K).

Dem. Tome By, By, B y B como en la prueba del teorema, y denote vy, ..., v, €
Vyw,...,wy €W de forma que

By ={vi,...,v.},Bo = {vrs1, .- on}, By = {wi, ... we b, By = {wrg1, .o 0m )

B/
Las bases B = {v1,...,v,} y B’ = {wy,...,w,} son tales que [f}B tiene la

forma buscada.

2.2. Espacios invariantes y espacios propios

Definicién 2.7. Sean f € Homg (V, V) y Vo < V. Decimos que Vj es invariante
bajo f si f(Vp) C Vp. La restriccién de f a Vp la denotamos fy,, es decir fy, €
Hompg (Vo, Vo) es el operador definido por:

fVo : VO — ‘/0
vo +— f(vo)
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Definicién 2.8. Sean I un conjunto y A € M;,(K). Decimos que A es dia-
gonal si A(i,j) = 0 siempre que i # j. Sea f € Homg(V,V), decimos que f es
B

diagonalizable si [ f} 5 es diagonal para alguna base B de V.

Teorema 2.9. Sea f € Homg (V, V). Entonces [ es diagonalizable si y solo si
existe una familia {V;};cr de subespacios unidimensional de V', invariantes bajo

[y tal que V=, V;.

Dem. Note primero que si B = {v;};c; C V es una base, entonces

V=P ).

iel
Suponga primero que f es diagonalizable y sea B = {v;};c; C V base tal que

B
{f} 5 es diagonal. Para cada ¢ € I defina V; = (v;). Ahora, dados i,j € I,

[f(”j)f =2 M Z,w) {UjLB B M Z(m‘)'

lel

B
Asi, como [ f} 5 es diagonal,

flv) = Z [f(”j)]é“i - Z [f]:@,ﬂ”i - M :u,j)vj’

7

icl i€l
B

es decir que si \j = [f} Gy entonces f(v;) = Ajv; € V}, luego V; es invariante
B,(4,3

bajo f. De donde

V=
JeI
es una descomposicién de V' en espacios unidimensional invariantes bajo f.
Suponga ahora que V = P,.; Vi, donde {Vi}ic; es una familia subespacios
unidimensional de V invariantes bajo f. Para cada i € I sea v; € V;, con v; # 0,
de tal forma que V; = (v;). Luego

B= {Ui}ielv

es una base de V'; y, ademas, como cada V; es invariante bajo f y unidimensional,
f(v;) = A\jv; para algin \; € K. Asi pues

A I G

B
es decir [ f} 5 es diagonal. O
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Definicién 2.10. Sea f € Homg (V,V) y Vo <V con dim(Vy) = 1. Decimos
que Vy es un espacio propio de f si Vj es invariante bajo f. En tal caso, a los
elementos en V diferentes del origen los llamamos vectores propios de f. Dado
un vector propio v en Vp, existe A € K tal que f(v) = Av; a este A lo llamamos
valor propio (asociado a Vj o a v) de f. Igualmente en tal caso, decimos que Vy
es un espacio propio (6 v es un vector propio) asociado a A.

Observacion 2.11. Del mismo modo en que definimos arreglos m x n, donde
n y m son enteros positivos, con entradas en K, podemos definir arreglos m x n
con entradas en conjunto de polinomios con coeficientes en K en la variable .
A este conjunto lo denotaremos M., «,(K|t]). Los elementos en K[t] se pueden
multiplicar y sumar entre si en base a operaciones de multiplicaciéon y suma de
K. De esta forma podemos igualmente hablar del determinante y de la traza de
un matriz n X n con entradas en K[t], los cuales serdn igualmente polinomios
en K|[t].

Observacién 2.12. Sea n € Zsgy A € M,x,(K). Dada cualquier C' €
M (K), invertible, tenemos

det(tl, — A) = det (C*l(un - A)c) = det(tl,, — C"1AC)
donde tI,, — A, tI,, — C~YAC € M, «,(K|[t]). Esta observacién nos permite for-
mular la siguiente definicién.

Definicién 2.13. Suponga que V tiene dimensién finita y denote n = dim(V).
Dado f € Homg (V, V), definimos el polinomio carateristico de f por

Py(t) = det(t, — A) € K[{]

B
donde A = [f}zs’ y B C V es una base.

Teorema 2.14. Suponga que V tiene dimension finita. Sean f € Homg (V, V)
y A € K. Entonces, X es un valor propio de f si y solo si Pr(\) = 0.

Dem. Sea B C V una base. El escalar A € K es un valor propio de f si y solo
si existe v € V, con v # 0, tal que f(v) = Av, o, equivalentemente, tal que
(MNidy —f) (v) = 0. Es decir A € K es un valor propio de f siy solo si Aidy —f
no es inyectiva, lo que equivale a

0 = det(\idy —f) = det ()\In - MB> = Pr(N).

B
O

Definicién 2.15. Sean P(t) € K[t] y f € Homg (V, V). Definimos el operador
P(f) € Homg(V, V) por

P(f) =anf "+ an1f" ' +...+arf +apidy
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cuando P(t) = a,t" +an,_1t" 1 +...+ait+ag, donde para todo entero positivo
k

fF=fo...of.
—_—
k—veces
Observacién 2.16. 1. Sea C € M,,x,(K][t]), donde m y n son enteros po-

sitivos, cuya ij-ésima entrada denotamos c¢;;(t). Dado f € Homg (V,V)
definimos la transformacién lineal

Ci:Vx...xV — Vx..xV (2.1)
—_——— —_——
n—veces m—veces

por

Cf(’l)l,...,’l}n): chj<f)(vj);-~-7zcmj(f)(vj)
=1 =1

2. Note que si C1 € Myxn(K[t]) vy Co € Mixm(K]t]), donde I, m y n son
enteros positivos, dado f € Homg (V, V),

(Cng)f = le o Cgf
3. Dado B € M, x,(K][t]), donde n es un entero positivo, cuya ij-ésima

entrada es b;;(t), denotamos por B su matriz de cofactores, es decir la
matriz n x n con entradas en K[t] cuya ij-ésima entrada es

Bij = (71)i+j det(Bij)

donde B;; es el arreglo (n — 1) x (n — 1) que se obtiene a partir de B
eliminando la i-ésima fila y la j-ésima columna. De tal forma que

det(B) 0 - 0
N 0 det(B) -~ 0 N N
BBT = , , . , — (BBT)T = BBT
0 0 - det(B)

donde BT es la transpuesta de B, es decir la matriz n X n cuya ij-ésima
entrada es la entrada ji-ésima de B; similarlmente para BT y (BBT)T.

Teorema 2.17 (Caley-Hamilton). Suponga que V' tiene dimension finita y sea
f € Homg (V. V). Entonces Ps(f) = 0.

Dem. Sean n =dim(V) y B = {v1,...,v,} CV una base. Defina

[f}z =A= (aij)?,jzl

de forma que

Flg) =" aiju;.
1=1
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Considere la matriz B = tI, — A € M,x,(K[t]). Entonces BBT = P;(t)I,,.
Ahora

(BT)f (v1,...,0,) = (f(vl) — (zaﬂvj) yeeos flon) — (Zajnvj))

= (07 R 70) )
por un lado; pero, por el otro

(Pr(£)(01), -, Pr(f)(vn)) = (Pr()In) g (vi,-- - 0n)
= 3BT Viy...yUn
= (BB ), @)
= Bpo(BT);(v1,..-,vn)
= By(0,...,0)
= (0,...,0).
Luego B C ker (Pf(f)) y ast Ps(f) =0. O

Observacién 2.18. Note que si Py(t), P2(t) € K[t], P(t) = PL(t)Px(t) y f €
Homg (V,V), entonces P(f) = Pi(f) o Po(f) = Pa(f) o Pi(f), pues (af™) o
(bf™) = (bf™) o (af™) para todo n,m € Z>o y a,b € K.

Propiedad 2.19. Sea P(t) € K[t] y f € Homg (V, V), entonces Vi = ker (P(f))
es invariante bajo f.

Dem. Sea v € Vy, luego P(f) (f(v)) = P(f)o f(v) = foP(f)(v) = f(0) =0. Es
decir f(v) € ker (P(f)) = Vp. O

Propiedad 2.20. Sean P(t) € K[t] y f € Homg(V,V) tales que P(f) = 0.
Si Pi(t), Py(t) € KJt] son tales que P(t) = Pi(t)Pa(t) y (Pi(t), P2(t)) = 1
entonces

7

V=Viaolh

donde Vi = ker (P1(f)) y Va = ker (Pa(f)). Mds ain Vi y Va son invariantes
bajo f y existen polinomios 11 (t),Ila(t) € K[t], tales que

IL(f)=m y  Ia(f) =p2
son las proyecciones en Vi y V.
Dem. Sean Q1, Q2 € K|[t] tales que Q1(t)Pi(t) + P2(t)Q2(t) = 1, luego
Q1(f) o Pi(f) + Pa(f) 0 Q2(f) = idy
en particular, dado v € V

v o= Qi(f)oPi(f)(v) + Pa(f)oQa(f)(v)

= V2 + V1.




38 Capitulo 2. Estructura de las transformaciones lineales

Ahora

Py(f)(v2) = Pa(f)oQ1(f)oPr(f)(ve) = Qi(f)oPr(f)oPe(f)(v2) = Qi(f)oP(f)(v2) =0
y

Pi(f)(v1) = Pr(f)oQa(f)oPa(f)(v1) = Q2(f)oPr(f)oPa(f)(v1) = Q2(f)oP(f)(v1) =0

luego vo € Vo y v1 € V4. Asi V = V; 4+ V5. Ahora si asumimos que v € Vi N Vs,
Pi(f)(v) = 0= Py(f)(v), entonces v; = 0 = vq, luego v = 0.

Por la propiedad anterior V; y V2 son invariantes bajo f. Finalmente si IT; (¢) =
Qg(t)Pz(t) y Hg(t) = Ql(t)Pl (t), tenemos

Mo (t) + 111 (¢) = 1,

y
My (f) + T (f) = idv .

Ahora,

I (1) (t) = Q2(t) Pe(t)Q1(t) PL(t) = Q2(t)Q1(t) P(t)
luego

IL(f) o II2(f) =0,

y, COmo

My(t) = Tp(t) (a(t) + I (t)) = (Ta(t))* + T ()T (t)
entonces

Ma(f) = (M2(f))*.
Similarmente obtenemos
I (f) = (L (f))*.

Luego, si ITI1(f) = p1 y Ha2(f) = pa, por Teorema 1.82, p; y ps son proyecciones
sobre V; y V5 respectivamente. O

Ejemplo 2.21. Sea p € Homg (V, V) una proyeccién, es decir p? = p. Si P(t) =
t2 — t entonces P(p) = p> —p = 0y P(t) = t(t — 1) = Pi(t)P(t) donde
Pi(t)=t— 1y Py(t) =t. Note que (Pi(t),Pa(t)) =1y

—Pi(t) + Po(t) = 1.
Asi, por la demostraciéon de la propiedad anterior obtenemos que si
V1 = ker (P1(p)) = ker (p —idy)
Vo = ker (P2 (p)) = ker (p)
entonces V =V; &V, y si
II(t) = Pa(t) =t
Ia(t) =—-P(t)=1—1t

entonces p; = Ila(p) = p y p2 = I1(p) = idy —p son proyecciones respectiva-
mente sobre V; y V5 tales que p; + ps = idy.
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Ejemplo 2.22. Suponga que char(K) # 2, de forma que —1 # 1. Sea f €
Hom g (K27 K2) el operador definido por

f(z,y) = (y,2).

SiC ={(1,0),(0,1)} es la base canénica entonces

=9 5]

y Pr(t) =t>—1=(t—1)(t+1). Por el teorema del Caley-Hamilton P;(f) = 0,
entonces si P (t) =t—1y Py(t) = t+1, por la propiedad anterior, K% = V; & Vs
donde V; = ker (f —idgz) y Vo = ker (f + idg2). Como

1

_%Pl(t) + §P2(t) =1

entonces ! ]
=3 (f +idg2) vy p2= 3 (f —idge)

son las proyecciones sobre Vi y Vo, Explicitamente

1 1
pi(z,y) =s@@+y,z+y) vy pAz,y)=s@-yy—x).
2 2

Observacion 2.23. Note que bajo las condiciones de la propiedad anterior,
si denotamos por f; € Homg (V;,V;), para ¢ = 1,2 la restriccién de f a V;, es
decir f;(v;) = f(v;) € V; para todo v; € V;, tenemos que P;(f;) = 0, pues V; =
ker (P;(f)) asi que Pi(f;)(v;) = Pi(f)(v;) = 0. Asi, inductivamente, podemos
aplicar la propiedad a cualquier descomposicién de P;(t) en factores primos
relativos para obtener el siguiente resultado.

Propiedad 2.24. Sean P(t) € K[t] y f € Homg(V,V) tales que P(f) =
0. Si Py(t), Pa(t),. .., Py(t) € K[t] son tales que P(t) = Pi(t)Pa(t)... Pu(t) y
(Pi(t), Pj(t)) = 1 siempre que i # j, entonces

V=Vielhod..aV,

donde V; = ker (P;(f)), i = 1,...,n. Mds aun cada V; es invariante bajo f y
existen polinomios 11 (t),...,I1,,(¢t) € K[t], tales que

Hl(f):pl PR Hn(f):pn

son las proyecciones sobre Vi,... V.

Dem. Falta mostrar la existencia de II;(¢),...,II,,(t) € KJt]. De hecho, para
t1=1,...,n sea
Ri(t) =[] Pi(0),

J#i
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Entonces (Ry(t),...,Rn(t)) = 1. Tome Q1(t),...,Qn(t) € K[t] tales que
Qu(t)R1(t) + ... Qu(t)Ry(t) = 1.

De forma que, si II;(t) = Q;(t)Ri(t), ¢ = 1,...,n. Entonces, similarmente a la
demostracién anterior obtenemos

M (f) + ... + I, (f) = idy,

IL(f)oIl;(f) =0,sii # 4,y (IL;(f))? = IL(f). El resultado se sigue de Teorema
1.82. O

Ejemplo 2.25. Sea f € Homg(Q*, Q) el operador definido por
flz,y,zy2w)=(z—y+w,—x—2+2w,2x —y — 2z —w,2x — y)
Si C la base canénica de Q* entonces:
. 1 -1 0 1
=2 404
2 -1 0 0

y Pr(t) = Pi(t)Po(t) P5(t) donde Py (t) = (t+1), Po(t) = (t—1), Ps(t) = (t*-2).
Luego, por la propiedad anterior y el teorema de Caley-Hamilton, si para i =
1,2, 3 definimos V; = ker(P;(f)), cada uno de estos espacios es invariante bajo
f v tenemos la descomposicién:

Qr=Vieohas.

Si usamos la misma notacién de la demostracién anterior, tenemos Ri(t) =
P(t)P3(t) = (t — 1)(t* — 2), Ra(t) = PL()Ps(t) = (¢t + 1)(t* — 2), Ry = (t —
1)(t+1), y como

S0 = Ra(t) + Balt) = 1,

si

mw:%mwzgl%}lﬂ
() = S Ro(t) = =D

H3(t) = R(t) = (¢ = D)t + 1),

entonces p; = I;(f), para i = 1,2,3, definen las respectivas proyecciones sobre
V; de acuerdo a nuestra descomposicién de Q*. Las representaciones matriciales
en la base candnica de estas proyecciones son:

100 -1
c 200 -2
{pl}c*100—1
000 0
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3 92 —1 2
c | -3 2 -1 2
[m}_ 00 00
3 2 —1 2

3 -2 1 -1

c | 1 -11 o
[p?’}c_ -1 01 1
3 -2 1 -1

asi pues V1 = im(p;) = ((1,2,1,0)), Vo = im(p2) = ((1,1,0,1)) y V3 = im(p3) =
((1,1,1,1),(1,0,-1,1)). Sea B ={(1,2,1,0),(1,1,0,1),(1,1,1,1),(1,0,—-1,1)},
de forma que la representaciéon matricial de f en esta base

-110]0 O

B 0(1/0 O
[f}zs N 0(0|0 2
0j0l1 O

es una matriz diagonal por bloques, donde cada bloque describe la restricciéon
de f a cada uno de los subespacios invariantes en la descomposicién.

2.3. Operadores nilpotentes, espacios ciclicos y
forma de Jordan

Sea f € Homg (V, V) un operador.

Observacion 2.26. Note que si V tiene dimensién finita y tomamos f €
Homg (V,V), Pr(f) = 0. Ahora suponga que Py(t) se descompone en facto-
res lineales

Prt) = (t = A)™(E— D)™ . (= A)™, A Ao A, € K.

con A\; # Aj sii # j. De esta forma, si V; = ker ((f — A;idy)™), para i =
1,...,n,
V=VieVoe...oV,

y si ademds denotamos g; € Homg (V;, V;) a la restriccién de f — \;idy a Vi,
tenemos g¢;"* = 0. Este tipo de operadores, cuya potencia se anula, motivan la
siguiente definicién.

Definicién 2.27. Decimos que f es nilpotente si existe r € Z tal que f" = 0,
y al minimo entre estos lo llamamos el grado de f.

Propiedad 2.28. Suponga que f es nilpotente de grado r, y V # {0}, entonces
tenemos una cadena de contenencias estrictas

{0} < ker(f) < ker(f?) <...<ker(f")=V.

En particular si V tiene dimension finita, r < dim(V).
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Dem. Note primero que para todo i € Zsq, si v € V es tal que fi(v) = 0,
entonces fiT1(v) = 0, luego ker(f*) < ker(fiT1).

Si r = 1, no hay nada que demostrar pues f = 0 y asi la cadena corresponde a
{0} < V. Ahora suponga que 7 > 1, luego f"~! # 0 y asf existe v € V tal que
fr1(v) # 0. Note que parai=1,...,r — 1

FHT W) = ) #£0,
FAr ) =f(v)=0
asi f7~%(v) € ker(f?)\ker(f*~1) y tenemos una contenencia estricta ker(f=1) <
ker(f?).
Suponga ahora que V tiene dimensién finita y denote, para i = 1,...,7, n; =
dim(ker(f?%)). Entonces
0<ng<ng<...<n,=dim(V)

es una cadena de r + 1 enteros estrictamente creciente que arranca en 0, luego
1<ny,2<ng ..,r<n,=dim(V). O

Ejemplo 2.29. Sea f € Homg (K*, K*) definido por

f(@,y,2,w) = (y, 2,w,0).

f2(x7y7 z7w) - (Z7w7 07 0)7
2y, z,w) = (1,0,0,0),
[y, 2,w) = (0,0,0,0)

y si n; = dim(ker(f?)) entonces
TL1=]., 712:2, n3:37 n4=4.
La representacion matricial de f en la base canénica C es

0 0

OO O
O O =

0
1
0

y el polinomio caracteristico es Pf(t) = t*.

Ejemplo 2.30. Sea f € Homg (K*, K*) definido por

f(:L’,y,Z,U)) = (y’Z’O?O)'

f2(x7 y7 Z7 w) = (Z7 O’ 07 0)7
F(a,y, z,w) = (0,0,0,0)
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y si n; = dim(ker(f?)) entonces
ni=2 ng=3, n3z=4.

La representacion matricial de f en la base canénica C es

y el polinomio caracteristico es Pf(t) = t*.
Ejemplo 2.31. Sea f € Homg (K*, K*) definido por
f(z,y,z,w) = (y,0,w,0).
Asi
A (x,y,z,w) = (0,0,0,0)
y si n; = dim(ker(f?)) entonces
n =2 no=4

La representacion matricial de f en la base canénica C es

y el polinomio caracterfstico es Py(t) = t.

Ejemplo 2.32. Sea f € Homg (K*, K*) definido por

f(x’ y) z? w) = (y7 07 0’ O)'

f(z,y,z,w) = (0,0,0,0)
y si n; = dim(ker(f*)) entonces
n =3, no=4
La representacién matricial de f en la base candnica C es
0 0
7 |
0

oI oo =
[ev] Nen] Nawlian)
[ev] Nen] Naw]

y el polinomio caracteristico es Py (t) = t*.
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Definicién 2.33. Sea v € V, si existe k € Z~¢ tal que f*(v) = 0, al minimo
entre estos los llamamos el orden de v bajo f y lo denotamos por ordy(v).

Propiedad 2.34. Sea v € V, v # 0, y suponga que k = ords(v), entonces
S ={v, f(v),..., f*"1(v)} es linealmente independiente.

Dem. Suponga que ag, ay,...,ar—1 € K son tales que
agv + a1 f(v) 4 ...+ ap_1 fFH(v) = 0.

Aplicando f*~! a esta igualdad obtenemos aof*~'(v) = 0, pero f*=1(v) #
0 luego a9 = 0. Inductivamente, si hemos establecido que ag = a1 = ... =
a;_1 =0 para 0 < i< k— 1, aplicando f*~*~! a la misma igualdad, obtenemos
a;f* 1 (v) =0, luego a; = 0. Asi ag =a; = ... = ap_1 = 0. O

Observacion 2.35. Suponga que V tiene dimension finita y f es nilpotente de
grado r = dim(V). Si v € V es tal que v & ker(f"!) entonces ords(v) = r,
luego si v; = f"~*(v) parai =1,...,r, por la propiedad anterior

B={v,...,v.} ={f"tw),..., f(v),v}

es una base de V; mas ain

0 10 0
0 0 1 0

B
[f}zs: o -
000 -1
000 -~ 0

Definicién 2.36. Decimos que V es ciclico bajo f si
S= {fl(v)}i€Z>0

genera a V| es decir (S) =V, para algtin v € V' . En tal caso decimos que v es
un vector ciclico relativo a f.

Observacién 2.37. Si V tiene dimensién finita y f # 0 es nilpotente de grado
r = dim(V), la observacién anterior explica que V es ciclico bajo f.

Definicién 2.38. Suponga que V tiene dimensién finita y f # 0 es nilpotente
de grado r = dim(V'), una base de la forma

B={v,...,v.}, vi = [T (w,)
se llama una base de Jordan de V relativa a f.

Observacién 2.39. En caso de que f sea nilpotente de grado inferior, V no es
ciclico, pero se puede descomponer en subespacios invariantes bajo f y ciclicos
bajo la restriccién de f a ellos. Esto es el contenido del siguiente teorema.
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Teorema 2.40. Suponga que V tiene dimension finita y que f # 0 es nilpotente
de grado r. Sea n = dim (ker(f)). Entonces existen n subespacios invariantes
bajo f, V1,...,V, tales que

V=vie...eV,

y si fi € Homg (V;, Vi) es la restriccion de f a Vi, para i = 1,...,n, entonces
V; ciclico bajo f;.

Dem. Denotemos K; = ker(f?), de forma que Ky = {0} y K,, = V. Note que
parat=1,...,7r—1, K; < K;;1. Podemos asi descomponer paracadat = 2,...r

K, =K;,_1®Kj.
De forma que si v € K/, v # 0, entonces ord s(v) = i. Por lo tanto
F(K) < K.
Tenemos entonces

V = K,
= KT—I@K;-

= KioKy®..0K]
K Lr Lo Lk Lk Lo
Se trata entonces de escoger una base de V que sea compatible con esta des-

composicién y esta cadena de imégenes bajo f. Denote n; = dim(K;) y n} =
dim(K}), parai=2,...,7r,y ny =n = dim(K;) de forma que

I
ng =MnN; +ni—1

y
dim(V) = n,
=n,+n,_1
=n,+n._;+...+ns
=n,+n._,+...+nh+m
=n,+n._,+...+n5+n
Sea B, = {vy1,...,Vrn. } €V una base de K. Parai=1,...n/, sea

Ur—1, = f(vr,i)-
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Note que f(B,) = {vr—1,1,...,vr—1,n.} € K]_; es linealmente independiente.
De hecho si
a1Vr—1,1 +...F Qn! Ur—1,n!. = 0,

entonces
alf(vr,l) + ...+ an}f(vr,n;) =0

luego a1vr1 + ... + ans Vr . € Ky N K5 por lo tanto ayve1 + ...+ Gpr Up . =0
yap =...=ap =0.
Sea B._1 ={v;-11,..-,Vr_1,n/_, } un base de K| _; que contiene a f(B3,). Para

/

t=1,...n._q, sea

Vr—2,4 = f(Ur—l,i)~

Similarmente, note que f(B,-1) = {v;—21,..., 02/ } C K_, es linealmen-
te independiente.
Iterativamente obtenemos bases By, Ba, . . ., B, respectivamente de K1, K, ..., K|

con f(B;y1) C B; parai=1,...,r — 1. En particular
B=BiUByU...UB,
es una base de V. Defina (ver Figura 2.1)

Vi = (vj1€B|1<dim(K}))
Vo <’Uj72 eB | 2 < dlm(KJI»

Vo = (vjn € B|n<dim(Kj))

de esta forma por construccién cada V;, ¢ = 1,...,n, son invariantes bajo f y
ciclicos bajo f;. O

Ejemplo 2.41. Si f € Homg (K%, K*) estd definido como en Ejemplo 2.29

f(:r7yﬂz7w) = (y723w70)7

entonces
n=1, nh=1 nfj=1 nj=1.

Ejemplo 2.42. Si f € Homg (K%, K*) est4 definido como en Ejemplo 2.30
f(x’ y’ Z? w) = (y7 Z’ O? 0)7

entonces
n=2 njy=1 nj=1

Ejemplo 2.43. Si f € Homg (K?, K*) estd definido como en Ejemplo 2.31
f(x7 y’ Z’ w) = (y7 07 w7 0)7

entonces
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Ejemplo 2.44. Si f € Homg (K*, K*) estd definido como en Ejemplo 2.32

f(x’ y) Z? w) = (y7 07 0’ 0)7

entonces

Observacion 2.45. Bajo la hipdtesis del teorema, y usando la notacién en
él, obtenemos que para cada V;, ¢ = 1,...,n, tenemos una base de Jordan
B; relativa a f;. De esta forma la unién de ella forma una base B de V. La
representacién matricial de f en la base T es una matriz diagonal por bloques:

Ji| 0 0
o= [T
00 T,

B;
donde cada J; = [f] es una matriz dim(V;) x dim(V;) de la forma en Obser-

i

vacion 2.35.

Observacién 2.46. Como corolario de la prueba del teorema tenemos que
cuando V tiene dimensién finita y f es nilpotente, la informaciéon subministrada
por las cantidades

dim(K;) — dim(K;_1) = n}, i=2,...,r
KT,, Ur 1 Ur,2 cee Ur,n!.
Kvl"—l Up—1,1 Ur—1,2 -+ Ur—1n/ -+ Ur—1n/ |
Ké V2,1 V2,2 e V2,n/, R V2,n/,

-~
-
-
-~
-~
-—

V1,n!, B Ul,n’Q Vi,n
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S «—
S «—
O «—
—
—
_—

Vn/ Vn’

r o r—1

Vs

Figura 2.1: Edificios colapsando
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son tales que n > n} > ... > n! y determinan univocamente la transformacién
f, salvo cambio de coordenadas. De hecho dadas dos transformaciones con igual
informacién, para cada una podemos encontrar una base de V que arrojan la
misma representacion matricial. Especificamente, n indica el nimero de bloques
de Jordan y n} el nimero de bloques de Jordan de tamafio mayor o igual a 1.

Definicion 2.47. Se le llama matriz en bloque de Jordan a una matriz cuadrada
n X n de la forma

A1 0 -+ 0
o x 1 --- 0
Ian = S - SR
oo o --- 1
O 0 0 --- A

Lema 2.48. Suponga que V tiene dimension finita y que P(t) = (t—\)™ € K]Jt],
es tal que P(f) = 0. Entonces existe una base B de V' tal que la representacion
matricial de f en esta base es es una matriz diagonal por bloques:

Jilol-]0
B 0 Js|---| O
010 [J,
donde cada J;, i =1,...,n es una matriz en bloque de Jordan.

Dem. Tenemos P(f) = (f — Aidy)™ = 0. Luego el operador g = f — Nidy es
nilpotente. Por Teorema 2.40,

V=VioeWhao...oV,

donde para cada V;, i = 1,..., n, hay una base de la forma B; = {v14,...,Vm,; i}
con dim(V;) =m; y

Umi—1,i = 9(Umii) = f(Umgi) = Ao
Vmi—2i = GWmi—14) = [(Um;—1) = A1
vy = g(vay) = f(va;) — Ava,
0 = glvig) = f(vi,i)— Avig.
Asi,
fWmii) = Vmi—14+ Ao,
f(Um;—1,i) = VUmy—2+ AUm,—1,
flva) = v+ Avg,

fvis) = Avigs.
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En particular, cada V; es invariante bajo f, luego, si f; € Homg (V;, V;) denota
la restriccién de f a V;, [fl} qu = J; es una matriz en bloque de Jordan. De esto,

i

B
si B = ByU...UB,, la representaciéon matricial [ f} 5 tiene la forma buscada. [

Teorema 2.49 (Teorema de Jordan). Suponga que V tiene dimensidn finita y
que

Prt) = (t=M)™ (= X)™ . (t=A)™, A Aas..o Ay € K.

Entonces existe una base B de V' tal que la representacion matricial de f en
esta base es es una matriz diagonal por bloques de Jordan.

Dem. Sin perdida de generalidad podemos asumir que A; # A; si i # j. Asi
((E=X)™ (E=A)™) =1

si i # j. Por el teorema de Caley-Hamilton P;(f) = 0, luego por Propiedad
2.24,
V=Vie...oV,

donde cada V; = ker ((f — \;idy)™), ¢ = 1,...,r, es invariante bajo f. En

particular, si f; € Homg (V;, V;) es larestricciéon de f a Vi, i =1,...,r, Pi(fi;) =

0, donde P;(t) = (t — A;)™i. Por lo tanto, el lema implica que existe una base
B;

B; de V; para la cual [ fi}B es una matriz diagonal por bloques de Jordan.

B
Finalmente si B = By U...UB,, la representaciéon matricial [ f} 5 tiene la forma

afirmada.

Definicién 2.50. Generalizamos la definicién anterior de base de Jordan. Si V'
tiene dimensién finita, decimos que una base de V' es una base de Jordan relativa
a f si la representacion matricial de este operador en aquella base es diagonal
en bloques de Jordan.

Lema 2.51. Sea f € Homg (V, V). Si A1,..., Ay € K son valores propios, todos
distintos, de f, y, parai=1,...,n, v; € V es un vector propio de \;, entonces
{v1,...,v,} es linealmente independiente.

Dem. Por induccién en n, siendo el caso base n = 1 inmediato, pues {v1} es
linealmente independiente si v; # 0, la cual se cumple pues vy es vector propio.
Para el paso inductivo, si aq,...,a, son tales que aivi + ... + a,v, = 0,por
contradiccién podemos asumir que cada a; # 0, o de lo contrario, por hipotesis
de inducciodn, si algun a; es 0 el resto también lo son. Entonces

0=(f—Apidy)(a1v1+...+apv,) = a1 (A1 —Ap)v1+. .. Fan—1(An—1—An)Vn—1;

y asi, por hipétesis de induccién, para i = 1,...,n — 1, a;(A; — A\,) = 0. Pero
a; 20y Ni— A, #0,sii€{1,...,n— 1}, lo cual es una contradiccién. O



50 Capitulo 2. Estructura de las transformaciones lineales

Lema 2.52. Suponga que f € Homg(V,V) es diagonalizable, entonces:

1. Si Vy # {0} es invariante bajo f, su restriccion a Vy, fo € Homg (V, Vo),
también es diagonalizable.

2. Si g € Homg(V,V) es diagonalizable y f o g = go f, entonces existe
una familia {V;}icr de espacios propios simultdneamente de f y g tal que
V =@, Vi- En particular si v es un vector propio simultdneamente de
f vy g, v es un vector propio de af + bg para todo a,b € K.

Dem.

1. Dado un valor propio A € K de f, definimos E) <V como el subespacio
generado por los vectores propios de f asociados a A, es decir E = ker(f —
Aidy), y F\ = Vo N Ey. Note que, como f es diagonalizable, por el lema

anterior,
v=@r
i€l

donde {\;}icr es la coleccién de valores propios de f. Seav € Vo, v £ 0,y
V=v1+ ...+,

una descomposicién en vectores propios asociados respectivamente a valo-
res propios Ay, ..., A, € K. Por induccién en n veamos que vy, ...,v, € Vg
siendo el caso base n = 1 inmediato pues en tal caso vg = v;. Para el paso
inductivo, como Vj es invariante bajo f

(f — A\n idv)(’l}) = ()\1 — )\n)vl + ...+ ()\n—l — )\n)vn_l

también pertenece a Vj. Luego por hipétesis inductiva , (A=A, )v1, ..., (Ap—1—
An)Un—1 € Vo, asi pues vy, ..., 01 EVoy v, =v—v1 —... —vUy_1 € V.
De donde
‘/0 = @ka
ie

donde J es la coleccién de i € I tales que F), # {0}. Entonces f; es
diagonalizable tomando bases de cada F),, i € J.

2. Usando la notacién de la demostracién de la primera afirmacién del lema,
siveEy,i1€l,

fg(w)) =g (f(v)) = Aig(v),

luego E)y,; es invariante bajo g. Por la primera parte del lema, la restriccién
de g a E\,;, g; € Homg (E)\,, Ey,) es diagonalizable. Luego g es diagona-
lizable tomando bases de cada E},, ¢ € I. Los espacios propios generados
por cada uno de estos elementos de estas bases forman una coleccién de
espacios propios simultdneos cuya suma es una suma directa igual a V. [
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Teorema 2.53 (Descomposicién de Jordan-Chevalley). Suponga que V' tiene
dimension finita y que

Pf(t) = (t — )\1>m1 (t — )\2)m2 - (t — )\T)mr, A, Ao, A € KL
donde \; # X\j si i # j. Entonces existen operadores fn, fp € Homg(V,V),

tales que
1. fp es diagonalizable y fn es nilpotente;
2. fop+In=1Iy
3. fpofn=fnofp.

Mds aun, esta descomposicion es unica respecto a estas tres propiedades. Ademds
existen polinomios Pp(t), Py (t) € K|t] tales que fxv = Pn(f) v fp = Pp(f).

Dem. Defina P;(t) = (t — \;)™i, @ = 1,...,n. Por Propiedad 2.24, existen
I (¢),...,11,(t) € K[t] tales que IL;(f) = p;, 4 = 1,...,n, son las proyecciones
sobre V; = ker ((f — \; idy)™?) respecto a la descomposicién
V=Vie...eV,.
Defina Pp(t) = ML (6)+. . .4+ X\ I0.(8), v fo = Pp(f). De esta forma, si v; € V;,
fo(vi) = Mip1(vi) + ...+ Anpn(vi) = Ajvi,

y asi fp es diagonalizable por Teorema 2.9. Defina Py (t) =t — Pp(t) vy fv =
Pn(f)=f — fp. De esta forma, fp+ fyv = f,ysiv; €V;

fn(i) = f(vi) = fo(vi) = f(vi) = Ai(vi) = (f — Aiidv) (vi),

luego la restriccion de fy a V; es nilpotente de grado < m;. De donde fy es
nilpotente de grado < max{myj,..., m,}. Finalmente,

foofn="Pp(f)oPn(f)=Pn(f)oPp(f)=fnofp.

Si fp, fy € Homg(V,V) conmutan y son respectivamente diagonalizable y
nilpotente tales que f = f}, + fj, entonces

fofp=Up+fIp=foofp+invofo="Ifpofo+fpofv=1Fpof,

es decir f y f, conmutan. Por lo cual, Pp(f) = fp y fj también lo hacen.

Entonces fp y fp son diagonalizables y conmutan. Ahora, si v es un vector
propio comun, entonces v es un vector propio de fp — fp. Pero fp — f, = fy —
fn, y, como fj v fn igualmente conmutan, fj — fn es igualmente nilpotente.
Ast fp — f}, es diagonalizable y, a su vez, nilpotente, el valor propio asociado a v
es 0. Por el lema anterior existe una base de V' de vectores propios simultaneos
de fpy fp, luego todos los valores propios de fp — fp, son 0. Es decir fp— ), =

O0=fy—In;v fp=fpy fxn=In. O

2.4. Polinomio minimal y transformaciones semi-
simples



52

Capitulo 2. Estructura de las transformaciones lineales




Capitulo 3

Espacio dual

Sea K un cuerpo y V, W espacios vectoriales sobre K.

Notacioén 3.1. Dada una coleccion de indices I, definimos para cada i,j € I el
simbolo delta de Kronecker:

5 = 1 sii=j
Y10 sii#g
3.1. Funcionales lineales

Definicién 3.2. El espacio dual de V es el espacio vectorial V* = Homg (V, K),
es decir la coleccion de transformaciones lineales

AV — K.

A los elementos A € V* los llamamos funcionales lineales.
Proposicién 3.3. Si V tiene dimension finita dim(V) = dim(V*).

Dem. Sea {vy,...,v,} una base de V, donde n = dim(V). Por Proposicién
1.40.2, A € V* estd univocamente por los valores A(v1), ..., A(v,). Defina A\,..., A, €
V* por

Ai(v;) = bij.
Veamos que {\1,...,\,} es una base de V* probando que es linealmente inde-
pendiente y que genera a V*; y asi obtenemos dim(V*) = n. Para la indepen-
dencia lineal, tome a1, ..., a, € K tales que

i=1

De forma que, para j =1,...,n,

n n 7
0= <Z al/\l> (Uj) = Zai)\i(vj) = Zai&j = aj.
i=1 =1 i=1
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Para ver que V* = (\1,..., A,), dado A € V*, defina a; = A(v;) y sea

n
i=1

De forma que, para j =1,...,n,
n J
m(v;) = (Z az‘/\z) (v)) = Y aidij = a; = Av;),
i=1 i=1
luego p = . O
Definicién 3.4. Suponga que V tiene dimensién finita y sea B = {vy,...,v,}

una base de V, donde n = dim(V'). A la base B* = {A1,..., A\, } de V* donde
Ai(vj) = 6ij-
la llamamos base dual de B.

Observacién 3.5. Si V tiene dimensién finita, B = {v1,...,v,} es una base
de Vy B* ={)\,...,\,} es la base dual, entonces para todo v € V

v= i Ai(v)v;.
i=1

De hecho si aq,...,a, € K son tales que ayv1 + ...+ apv, = v,

)‘i(v) =\ Zaj’Uj = Zajéij = a;.
Jj=1 j=1

Es decir, A\; arroja la coordenada en v;.

Observacién 3.6. Si V tiene dimensién infinita y {v;};cr es una base de V,
igualmente podemos definir la coleccién {\; }ier C V* por

Ai(vj) = bij-
e igualmente tenemos que para todo v € V
v = Z Ai(v)v;.
iel

Note que A\;(v) = 0 para todo ¢ € T salvo para una subcoleccién finita de indices.
La diferencia con el caso en dimensién infinita es que {\;}ic; no es una base
de V*, pues en tal caso el funcional lineal A definido por A(v;) = 1, para todo
i € I, no es una combinacién lineal de {\;};cr.

Definicién 3.7. Sean S CV y L C V*, definimos:
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1. el anulador de S por

SO={NeV* | \v)=0,Yv e S}
2. el cero de L por

Lo={veV|Av)=0,¥Y\ € L}.

Propiedad 3.8. Sean S CV y L C V*. Tenemos:
1. 89<V* y Ly <V;
2. 151,595 CV yLi, Ly CV* son tales que
S1C S,y Y Ly C Ly,

entonces
59 < 8Y y (L2)y < (L1)g;

3. (8%0 = Sp(S);
4. 51V, Vo <V y V", Vif < V™, entonces

Vi+W)’=V2nVe, y (Vi +Vs)o = (V) N (Vs)ys

5. s1'V tiene dimension finita,

dim ((S)) 4 dim(S°) = dim(V), y dim(Lg) + dim ((L)) = dim(V*).

Dem.
1. Si A, Ao € 8% y ¢ € K, entonces para todo v € S
(A1 4+ A2)(v) = A1(v) + A2(v) =0, y (eA1)(v) = cAi(v) =0,

es decir A\ + A2 € S% v ¢\ € S°. Luego Sy es un subespacio de V*.
Similarmente Lg es un subespacio de V.

2. Sea A € 59, luego, siv € S1, como v € Sy, entonces A(v) = 0; en particular
A € SY. Similarmente, sea v € (Lg)o, luego, si A € Ly, como A € Lo,
entonces A(v) = 0; en particular v € (L;)°.

3. Sea v € (S), entonces existen v1,...,v, € Sy ai,...,an € K tales que
V=a1V1 + ...+ apUm

asi, si A € SO A(v) = a1 A(v1) + ... + amA(vm) = 0. Luego (S) < (SO)O.
Tome ahora un subconjunto S’ C S linealmente independiente tal que



56 Capitulo 3. Espacio dual

(S") = (9), el cual extendemos a una base B = {v;};c; de V. Defina, para
cadai € I, \;, € V* por

Ai(vj) = bi;
para todo j € I. De esta forma \; € SY si y solo si v; € S’. Sea J C I

la subcoleccién de indices definida por j € J si v; € S’. Entonces L =
{Aitiens € S0y (SO)O < Lg. Ahora si v € V, como

v= Z)\i(v)vi + Z Ai(v)v;

icJ iel\J

entonces v € Lg si y solo si v € (S7), es decir Ly = (S’). Luego (SO)O <
(5") = (5).

4. Suponga que A € (Vi + V2)?, luego, si v € V;, con i = 1 6 i = 2, entonces
v e Vi +Vay Av) = 0, en particular A € V2 N VY. Reciprocamente,
SAe VPNV yveVi+ Vo, conv=uv +uvg, v1 €V yuvg € Vo,
A(w) = AMv1) + A(v2) = 0, en particular A € (V; + V3)Y.

Similarmente, suponga que v € (Vi* 4+ V5),, luego, si A € V;*, coni =16
i =2, entonces A € Vi* + V5 y A(v) = 0, en particular v € (V}"), N (V5),.
Reciprocamente, si v € (Vi*), N (V5"), v A € V" + V55, con X = A\p + Ao,
A EVIY Ag € Vo, A(v) = A (v)+A2(v) = 0, en particular v € (Vi* + V5),.

5. Tome un subconjunto {vy,...,vx} = S C S linealmente independiente
tal que (S”) = (S), el cual extendemos a una base B = {vy...,v,} de V.
Sea B* = {A1..., A\, } la base dual a B. Defina f € Homg (V, V) por

Por construccién, im(f) = (S") = (S) y ker(f) = (Ak+1,-.-, An)o. Pero
(Aet1 -+ An) =S89 luego dim ((S)) + dim(S°) = n.

Similarmente, tome un subconjunto {A1,..., Ay} = L’ C L linealmen-
te independiente tal que (L) = (L), el cual extendemos a una base
B* = {A\,..., Ay} de V. Sea {v1,...,v,} una base de V. Defina f €
Hompg (V, V) por

Por construccién, ker(f) = Ly = Lo y im(f) = (v1,. .., vk). Luego dim im(f) =
dim ((L)) y dim(Lo) + dim ((L)) = n. O

Proposicién 3.9. Sea Vi <V entonces (V/V1)* = V.

Dem. Tome 7y, : V. — V/Vi con 7y, (v) = v + Vi; y, defina la transformacién
lineal f : (V/V1)" — V* por f(A) = Ao my,. Veamos que f es un isomorfismo.
Primero es inyectiva pues si A o my, = 0, entonces, para todo v + V; € V/Vi,
Av+ V1) = Aomy, (v) = 0. Es decir A = 0. Por otro lado f es sobreyectiva,
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pues dado p € V2, si v —v' € V4 entonces p(v) — pu(v') = p(v —v') = 0, luego
la funcién A : V/V; — K tal que A(v+ V) = p(v) es un funcional lineal tal que
fQ) = p. O
Teorema 3.10. Eziste una transformacion lineal candnica inyectiva
V. — (VY
v A A(v).
51V tiene dimensidn finita, ® es un isomorfismo.

Dem. Por definicién @ es lineal, pues
U1 + 02(A) = A(v1 +v2) = A(v1) + A(va) = (&1 + B) (A).

Ahora sea {v;}ier una base de V., y {Ai}ier € V* la coleccidn tal que A;(v;) =
dij. Como para todo v € V, v =3, A\i(v)v;, si ¥ = 0 entonces \;(v) = 0 para
todo 4 y asi v = 0. Luego ® es inyectiva.

Si V tiene dimensién finita, dim(V) = dim(V*) = dim ((V*)"), entonces @ es
un isomorfismo. O

3.2. Transformacion dual

Definicién 3.11. Sea f € Hompg (V, W). Definimos la transformacién dual,
f* € Homg (W*,V*), por

frA)=2Aof
para todo A € W*.
f
1% w
. \
o)
N
K

Figura 3.1: Transformacién dual

Observacion 3.12. La linearidad del mapa f* se sigue de las siguientes igual-
dades, validas para todo f € Homg (V,W), A\j, A2 € W* c € K:

(M+A)of = Mof4+Xof
(chi)of = c¢(Mof)

Propiedad 3.13. Sean U un espacio vectorial sobre K y f € Homg (V,W) y
g € Homg (W, U), entonces

(gof) =f"og"
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Dem. Para A € U*, tenemos

(gof)"A=Ac(gof)=(Aog)of=g"(ANof=fog"(})

Propiedad 3.14. Sea f € Homg (V, W), entonces

1. Si f es sobreyectiva, f* es inyectiva; v,

2. Si [ es inyectiva, f* es sobreyectiva.
Dem.

1. Sea A € W* tal que f*(\) = 0, entonces, dado w € W, como f es sobre-
yectiva, existe v € V tal que w = f(v), asi

Aw) =A(f(v) = f*(N)(v) =0
luego A =0y f* es inyectiva.

2. Sea Wy, Wy < W tales que W =W, @ Wo y Wy = f(V). Tome p €V, y
defina A\ : W — K por
A(w) = p(v1)
donde w = wy +wq, wy € Wi ywy € Way f(v1) = w;y. Como f es inyecti-
va, v1 es Unico, y la funcién \ estd bien definida. Como la descomposicién
de w = wy + ws es lineal y p y f son lineales, entonces \ lineal, es decir
A € W*. Por contruccién p = f*\ pues

Fr ) (1) = A(f (v1)) = Awr) = p(v1),
luego f* es sobreyectiva. O

Propiedad 3.15. Sean V1,Vo < V tales que V. =V @& Vo; y, m 1V = V3
y mo : V. — Vi respectivamente las proyecciones sobre Vi y Vo dadas por la
descomposicion V =V, & Vy. Entonces

Vi=mi(V) @y (Va)
Dem. Dado A € V*, defina Ay € V" y Ay € V5 por
)\1(1}1) = )\(’Ul) )\2(’[}2) = A(UQ).
De tal forma que si v =v; + vy € V con v; = m1(v) y vo = m2(v), entonces
A(v) Av1) + A(ve)
= A1 (m(v)) + A2 (m2(v))
= (71 (A1) + 73 (A2)) (v)

luego V* = i (Vi) + 75 (V). Ahora, si A € 75 (Vi) Nwy(Vz), existen Ay € Vi y
Ao € V5 tales que A = w5 (A1) = w5 (\2), de esta forma, para todov = v1+vy € V
con vy = 71 (v) y v = ma(v)

A(w) = Av1) + AMv2) = A2 (m2(v1)) + A1 (m1(v2)) = A2(0) + A1 (0) = 0.
Luego 71 (V1) N5 (Va) = {0}. O
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Teorema 3.16. El mapa
o HomK(V, W) — HOIHK(W*, V*)
fo—

es una transformacion lineal inyectiva. Si W tiene dimension finita entonces es
un isomorfismo.

Dem. Sean f,g € Homg (V, W),y c € K. Dado A € W* tenemos:

(f+9)(A) = Ao(f+g)
Aof+Aog
TN +g"(\)
(f"+g)0N)
(cf)*(A) = Aelef)

= c(Aof)

= cf"(N).
Es decir (f+¢)* = f*+g"y (cf)* = cf*, y asi e*es lineal.

Ahora suponga que f* = 0, es decir f*(\) = 0 para todo A € W*. Tomamos
una base {w;};c;r de W y definimos {)\; };er € W* por

6i(vj) = 0y
Asi, como en Observacién 3.6, tenemos para todo v € V'
F@) =YX (f@)wi =Y [N @wi =Y 0w; = 0.
il icl icl

Es decir f =0y asi o es inyectiva.

Si ademds asumimos que W tiene dimensién finita, entonces {\; }icr es la base
de W*, dual de {w; }ier. En particular ¢ € Hom™ (W*, V*) estd univocamente
determinado por la imdgen {¢(\;)}ier € V*. Defina f € Homg (V, W) por la

suma finita
F) =" [6(0) ()] w,
jer

de forma tal que para todoi € I, v eV,

FQ)) = X(f(v)

= A (Z [6(A5) (V)] wj)

JeI
= ) [p(A) (@) Ai(w;)
jel

= ) _[6(0)(©)] 65 = d(X)(v).

i€l
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Es decir f*(\;) = ¢(\;), para todo i € I. Luego f* = ¢, de donde o* es también
sobreyectiva, asi es un isomorfismo. O

Observacién 3.17. Suponga que W tiene dimensién finita, sea By = {w1, ..., wm}
una base de Wy A € W* = Homg (W, K). Si tomamos la base {1} de K, en-
tonces la representacién matricial de A respecto a las base By y {1} es

N{l} - {)\(wl)~~>\(wm)]

Bw

Ahora, si By es una base de V' y f € Homg (V, W), tenemos
g, =[edly = [,

By By S Bw'
Por otro lado, podemos tomar las coordenadas de A en la base Bjy, = {\1,..., An}
de W* dual de By :
5 A(wy)
DRI
)\(wm)

Si ademas asumimos que V' tiene también dimension finita y tomamos la base
B3, de V* dual de T', entonces

. By, L8V 118w
ol =l B
BW
Bw B,
La pregunta inmediata es: ;Cudl es la relacion entre [f} y [f*} ?
By By
Definicién 3.18. Sean I,J conjuntos y A € My ;(K), definimos la matriz
traspuesta de A por AT € My, (K) tal que

AT(j,1) = A(i, )
para todo (j,4) € J x I. Es decir el valor en (j,7) de AT es el valor en (i, ) de
A. Similarmente si m,n € Zsg, y A € My, xn(K), definimos su traspuesta por
AT € Myxm(K) tal que

AT(j,1) = A(i, )
Sea A € Mix1(K), 0 A€ M,x,(K), decimos que A es simétrica si AT = A.

Teorema 3.19. Suponga que V' y W tienen dimension finita, n = dim(V') > 0
ym =dim(W) > 0, y f € Homg(V,W). Sean By = {w1,...,wn} y By =
{v1,...,v,} respectivamente bases de W y V; y, sean By, = {M,...,Am} ¥
By = {p1,- .., un} respectivamente las bases de W* y V* duales de S y T. Sea
A € My, xn(K) la representacion matricial de f respecto a las bases By y Bw,
entonces AT € My,wm(K) es la representacién matricial de f* respecto a las

bases By, y Byy,. Es decir,
» T
e = (U120
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B
Dem. Si a;; € K es la ij-ésima entrada de A = [f} BW, entonces
\%4
aij = A (f(v;)) = f*(Xi)(v;);
Y

Fr0) =D 1 ) ()] s
=1

*

B
luego la ji-esima entrada de {f*}gr es f*(\i)(vj) = aij. O
w
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Capitulo 4

Espacios euclideos

Sea V' un espacio vectorial sobre R.

4.1. Producto interno
Definicién 4.1. Un producto interno en V es una funcién

(0,0): V' xV — R

(v1,v2) — (v1;v9)

tal que:

1. es bilineal: para todo v,v1,v3 € VyceR

(v1 + va;v) (v1;v) + (vg;v)
(cvr;v9) = c(v1;v9)

(v;v1 + vg) (v;v1) + (v;v2)
(vijeva) = c{vijve);

2. es simétrica: para todo vi,ve € V
(v2;v1) = (v1;v2);
3. es definitivamente positiva para todo v € V, v # 0,
(v;v) > 0.

Un espacio euclideo es un espacio vectorial sobre R provisto de un producto
interno.

Observacién 4.2. Se sigue que (v;v) =0 si y solo si v = 0.
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Ejemplo 4.3. 1. Sobre V =R",
<(J}1, e axn)v (y17 e 7yn)> = szyz
i=1

2. Sobre V = M, «n(R),
(A; By = tr(BTA).

3. Sea [a,b] € R un intervalo cerrado. Sobre V = C%[a,b], el conjunto de
funciones continuas [a,b] — R,

b
9) = | Falgta)da.
Definicién 4.4. Dado un espacio euclideo V', definimos la norma de v € V' por
[oll = v/{v; v).
Propiedad 4.5. Sea V un espacio euclideo, entonces:
1. |lev]| = |e||lv||, para todo c € R yv € V;

2. Desigualdad de Cauchy-Schwarz: |(vy;va)| < ||vi||||v2]], para todo vi,vs €
V', mds ain se tiene |(v1;v2)| = ||v1]|||v2]| dnicamente cuando {vi,v2} es
linealmente dependiente; v,

3. Desigualdad triangular: ||vy +vsl| < ||v1||+ vz, para todo vi,vs € V, mds
atn se tiene ||v1 + va|| = |Jv1]| + [Jv2] st y solo si avy = bvy con a,b > 0.

Dem.

1. Dadosce RyveV
llev]l = /{ev; cv) = /e (v;0) = [e[y/(v;0) = |e]|[o]].

2. Sivy =00 v =0 tenemos 0 = [(vy,v2)| = ||v1]|]|v2||- En el caso general,
para todo a,b € R,

0 < ||avy — bus)? {avy — bug, avy — bug)

= a*(v1,v1) — ab{vy, v1) — ablvy, va) + b* (v, vo)
= a*||vrl]* = 2ab(vy, va) + b*[|va|*.
Si suponemos ahora que vy # 0, es decir ||v2]|> > 0, y a # 0, dividiendo

por a?, obtenemos asf una expresién cuadrdtica en b/a, pdsitiva o nula
para todo valor, luego su discriminante satisface

4(v1,v2)* = 4ffvr[P[lva]* < 0

Lo cual implica la desigualdad deseada. Igualmente, esta expresion cuadrati-
ca se anula, es decir av; — bvy = 0 para algin a,b € R, si y solo si su
discrimante es cero, es decir si y solo si (vy, v2)? = |Jvg||?||v2]|?.
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3. Tomando a =1y b= —1 en la expresién arriba, obtenemos
[or + 2|2 = [Jor]|* + 2(vi5 v2) + [Jo21*;
y la desigualdad de Cauchy-Schwarz implica
lor + v2]* < Jloal® + 2floalllvz]| + lv2ll* = (Joa]l + [[o2]])

que es equivalente a la desigualdad afirmada. Se obtiene una igualdad en
la desigualdad triangular si y solo si (vy,vs) = ||v1||||v2]], lo cual equivale
a av; — bvy = 0 donde a = ||va|| v b = ||v1]|. O

Observacién 4.6. En vista de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, es usual
definir el dngulo entre v y vy por 8 = arccos ({(vy;ve)/||v1||||v2]]), siempre que
v1 # 0y va # 0. La direccidn, o el signo, del dngulo no se puede definir intrinse-
camente a partir del producto interno, hace falta definir una orientaciéon. Con
esta definicién del angulo entre dos elementos distintos del origen en un espacio
euclideo, se empata con la definicién cldsica, segun la cual

(v1;v2) = |Ju1]|||ve|| cos@.

cuando vy # 0 y vy # 0. El caso particular de mayor interés es naturalmente
cuando existe una relacion de ortogonalidad entre vy y vs.

Definicién 4.7. Sea V un espacio euclideo y S C V. Decimos que S es ortogonal
si (v1;v2) = 0 para todo vy,ve € T tales que v1 # v2. Si ademas ||v]| = 1 para
todo v € S, decimos que S es ortonormal.

Observacién 4.8. Note que S = {v; };¢s es ortonormal si y solo si
<’Ui; ’Uj> = (5”
para todo i,j € I.

Propiedad 4.9. Sea V un espacio euclideo. Si S C V es ortogonal, y 0 & S,
entonces S es linealmente independiente.

Dem. Suponga que vy,...,v, € Sy ay,...,a, €5 son tales que
aivy + ...+ apv, = 0.
Entonces, parai=1,...,n,
0= (0;v;) = (@1v1 + - + A3 v;) = a1 {v1;0;) + ... A anlvp; v) = ag|vi)?,
pero v; # 0 pues 0 € S, luego ||v;]|2 # 0, y asf a; = 0. O

Teorema 4.10 (Ortogonalizacién de Gram-Schmidt). Sea V' un espacio euclideo.
Suponga que V tiene dimension finita, entonces V tiene una base ortonor-
mal. Mas ain, si {vi,...,v,} es una base de V, existe una base ortonormal
{ut,...,un} deV tal que para k=1,...,n

(1, vk) = (Ug, ... ug).
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Dem. Sea {v1, ..., v,} una base de V, definimos recursivamente {v}, ..., v}, } por
ro_
(%1 = U
k /
v - _ <Uk+1v Ui> v
k+1  — k+1 E ||U{||2 i
i=1 i

Veamos que {v],..., v} es ortogonal. Para esto, basta establecer por induccién

que, si 1 < k < n, entonces <U;€+1;U;'> = 0 para 1 < j < k. Para el caso base,
k=1=jy

va; V)
Oheh) = {umsol) - o)
1
(v2,v1) — (25 01)
0.

Para el paso inductivo, asumimos que (vj;v;) = 0 = (v};v;), siempre que 1 <
1 < j <k, detal forma quesil<j<k,

k
<vk+1' Ul‘>
(Vhy13)) = <”k+1;”§>“ZE:“jy‘qui*<”§;“§>
i=1 Y
<'Uk+1' U">
(Vk+1; U}> - W(%ﬁ U§>
J

(V415 05) — (Urg1305)
= 0

Ademas recursivamente vemos que

(v) = ()

(i, oo o) = (Ve V)
pues Vi1 — Upyq € (V1,...,0) = (v1,...,v). Note que, como {vy,...,v,} es
linealmente independiente, entonces viy1 & (v1,...,v5) = (v],...,v}), luego
Vi & (v1,...,vy) v ast, parai = 1,...,n, v; # 0. De donde, como {v},...,v;}

es ortogonal y no contiene al origen, es un conjunto linealmente independiente

con el mismo nimero de elementos que la dimensién de V', entonces es una base
de V.

Finalmente, para obtener la base ortonormal basta tomar, para:=1,...,n,
r
U; = 7/7)1;.
ol
Tenemos para k=1,...,n
/ !
(U1, o) = (U, ey 0g) = (U1, oy UR).
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Propiedad 4.11. Sea V un espacio euclideo. Suponga que V' tiene dimension
finita y {u1,...,un} es una base ortonormal de V', entonces para todo v € V

n

v = Z(v;ui)ui.

=1

En particular, st v1,v9 € V son tales que

n n
U1 = g TiUs Vg = E YiUq,
i=1 i=1

entonces

'U17 02 E TiYi-
Dem. Como {uq,...,u,} es base, existen ay,...,a, € K tal que v = Z?:l a;u;.
De esta forma, para j =1,...,n,

n
(v5u,) g a;(ug; uj) = E a;d;; = a;
i=1

(ver Observacién 4.8). Finalmente,

n n n
’1)1,1)2 E xzuug y]u] :§ § lyj ij § ZiYi-
— i=1 j=1 —

O

Observacién 4.12. Si B = {uy,...,u,} es una base ortonormal de V| la pro-
piedad anterior implica que para todo vy,vy € V tenemos

(v1;v2) = (['UQ:IB)T [01]8

Definicién 4.13. Sean V un espacio euclideo y S C V', el conjunto ortogonal
a S estd definido por

L ={ve V]| (v;u) =0, para todo u € S}
Propiedad 4.14. Sean V un espacio euclideo y S C V., entonces S+ < V.

Dem. Como {(0,v) = 0 para todo v € V, 0 € S*. Tome ahora vy,ve,v € S+ y
a € R, entonces para todo u € S

(v +vg5u) = (vr;u) + (vo;u) =0
(av;u) = a(v;u) =0

luego v1 +v2 € STy av € S*; asi, St es un subespacio de V. O
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Teorema 4.15. Sea V un espacio euclideo. Suponga que V tiene dimension
finita y sea U <V, entonces

V=UesU"
Dem. Sean n = dim(V), m = dim(U) y {v1,...,v,} una base de V tal que
{v1,...,0m} es una base de U. Sea {uj,...,u,} la base obtenida mediante
ortogonalizacién a partir de {vi,...,v,}. En particular U = (uy,...,um) y
(Ui, -+ up) <UL, Tome v € UL, tenemos
n n
v= Z<Uauz>uz = Z (V3 us)us,
i=1 i=m+1

luego v € (Upmi1, - - -, Upy). Entonces UL = (upmi1,...,u,) yV=UUL. O

Definicién 4.16. Sea V un espacio euclideo de dimensién finita y U < V.
Llamamos a UL el complemento ortogonal de U. A la proyeccién

pé:V—>V

sobre U, definida por la descomposicién V = U @ U+ la llamamos proyeccion
ortogonal sobre U.

Propiedad 4.17. Sea V un espacio euclideo de dimension finita, dim(V) = n,
Yy (V1,...,0m) = U < V. SiB es una base ortonormal de V y {v1,...,vm} es
linealmente independiente entonces

[pﬂz — A(ATA)1AT

B
donde A € My, xm(R) es la matriz cuya j-ésima columna es [vj} ,i=1,...,n.

Dem. Para todo v € V tenemos pg;(v) € U luego existe un tnico ¢, € M, x1(R)
tal que

[piw)]" = 4,
Si P= [pﬂ;]li yT = {v]B entonces
PT = Ag,.

Ahora como v — pi(v) € UL entonces (v — pi(v);v;) = 0 para j = 1,...,n
luego (ver Observacién 4.12)

(MB)T (T — Az,) =0

0=A"(z — Ac,)
= ATz — AT Ag,
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Veamos que ATA € M,,xm(R) es invertible. De hecho, si {u,...,u,;,} es una
base ortonormal de U y ¢;; € R, 4,5 = 1,...,m, son tales que

Uj = C1jV1 + ...+ CnjUm, J=1,...,m
y C = (¢;;) entonces C' € M, xm(R) es invertible y la j-ésima columna de AC
es [ujrg. Asi
I, = (AC)TAC = CTATAC
y ATA = (CCT)7! luego ATA es invertible. Tenemos entonces
G, = (ATA) ' Az
Ae, = A(ATA) ' Az
PT = A(ATA) Az

y se sigue P = A(ATA)~L1AT. O

Propiedad 4.18. Sea V un espacio euclideo. Suponga que V tiene dimension
finita y sea U < V. Tenemos para todo vi,vs € V

<pﬁ(vl);vz> = <U1;szJ(U2)>~

Si{ur, ..., um} es una base ortonormal de U entonces para todo v € V
m
p(v) = Z(U;uﬁui.
i=1

Dem. Sea v}, vy € U tales que

v =pp(on) +v) vz = pi(ve) + vh.
Entonces
Py ()sv2) = (py(v1);pi (v2)) + (P (v1):05) = (P (v1); Py (v2))
(isp(v2)) = (P (v1)ipg (v2)) + (V195 (v2)) = P5 (01); P (v2)).-
Finalmente, si completamos la base ortonormal {ug,...,u,} de U a una base
ortonormal {uy,...,u,} de V,
m n
v = Z(U;ui>ui + Z (v ughu; -
i=1 i=m+1
ev eUut

O

Observacion 4.19. Los operadores sobre un espacio euclideo que, como la pro-
yeccion ortogonal, pasan de un lado al otro del producto interno tienen varias
propiedades, la mas importante de ellas es que son diagonalizables, el cual es el
contenido del Teorema Espectral. Antes de establecer este resultado, necesita-
mos elaborar la teoria de los operadores adjuntos.
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4.2. Operador adjunto
Sea V un espacio euclideo y f € Homg(V, V) un operador.

Definicién 4.20. Sea g € Homg(V, V), decimos que g es un operador adjunto
de f si para todo vi,v9 € V

(g(v1);v2) = (v1; f(v2)).
Decimos que f es auto-adjunto si f es un operador adjunto de f.

Observacion 4.21. Note que si g es adjunto de f, entonces f es adjunto de g.
De hecho

(f(v1);v2) = (vas fv1)) = (g(v2);v1) = (v1; 9(v2))

Proposicion 4.22. Suponga que V tiene dimension finita, entonces existe un
unico operador g € Hompg(V, V') adjunto de f. Mds aun, si B = {u1,...,u,} es
una base ortonormal de V', entonces

Dem. Defina el operador g € Homg (V, V') por la imagen de la base B:

n

g(u) =Y (ug; f(ui))us.

=1

De esta forma
<9(Uj)§ui> = <Uj;f(uz')>

y por bilinearidad del producto interno, g es adjunto de f. Por otro lado si,
h € Homg(V, V) es adjunto de f, por Propiedad 4.11,

n

hlu) = > (hlug); wi)u;
=1

= Z<uj§f(ui)>ui

=1
= gluy),

luego h = g.
Ahora, para ver que la representacion matricial de g respecto a B es la traspuesta
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de la de f basta observar que

[Fas = |
=

O
Notacién 4.23. Si V tiene dimensién finita, a la adjunta de f la denotaremos
por f*.
Observacién 4.24. En particular (f*)* = f. Note que la notacién de la adjunta
es la misma que la notacién para transformacién dual. Mientras que la adjunta

sigue siendo un operador de V, el dual de un operador es un operador en V*.
Confundir las dos notaciones tiene su fundamento en la siguiente propiedad.

Propiedad 4.25. El mapa
1 Vo— v
v 1, = {e;v) 1 v = (V5 0)
es una transformacion lineal inyectiva, la cual es un isomorfismo si V tiene
dimension finita.

Dem. Por la linearidad en el segundo factor del producto interno, 2 es una
transformacién lineal. Suponga ahora que i, = 0, en particular 0 = 1,(v) =
(v,0) = |lv]|?, luego v = 0 y asf 2 es inyectiva. Finalmente como dim(V) =
dim(V*) cuando V tiene dimensién finita, entonces ¢ en este caso también es
sobreyectiva, y es un isomorfismo.

Proposicién 4.26. Suponga que V tiene dimension finita y sea
V. — (VY
v A A(v).
el isomorfismo candnico. Entonces para todo v € V
(V) = o(v).

Dem. Para todo v/ € V

SOE) = 000)

Il
~
—~
<

~
~—
—
<
~~

I
—~
<
<
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O

Observacion 4.27. Note que si V tiene dimensién finita, para todo v’ € V,

Fa)@) = 1 (f()

luego f*(2,) = 25+(y), s decir
frov=uof",

lo cual justifica la confusién entre las dos notaciones de dual y adjunto (en la
dltima igualdad, f* a la izquierda es el dual de f, mientras que a la derecha es
el adjunto); pues, a través del isomorfismo 2, ambos conceptos coinciden.

Observacién 4.28. Suponga que V tiene dimensién finita y sean B = {v1,..., 0}
una base de V 'y B* = {\1,...,\,} la base de V* dual de B. Tomamos la ima-
gen de B mediante el isomorfismo canénico V' +— (V*)*] la cual es la base
B = {01,...,0;} de (V*)* dual de B*. La proposicién anterior implica que si
tomamos las representaciones matriciales en M, x.m (R)

A B* B LA A8 B 5
=l ve=l@), =g Fl= s
entonces B = A, pero por otro lado B = AT, luego AT = A. Es decir, la

representacién matricial de 2 respecto a una base y su dual es simétrica.

Observacion 4.29. Note que si V tiene dimensién finita, f*o f es auto-adjunta,
de hecho para todo vy,ve € V

(f7 o f(v1);v2) = (f(v1); f(v2)) = (v1; [* 0 f(v2))

Proposicion 4.30. Si V tiene dimension finita, las siguientes dos propiedades
son equivalentes:

1. f es auto-adjunta; vy,

2. la representacion matricial de f respecto a toda base ortonormal es simétri-
ca.

Dem. Proposicion 4.22 implica que si f es auto-adjunta, su representacion ma-
tricial respecto a una base ortogonal es simétrica. Para obtener el converso,

B
tomamos una base ortonormal de V', B = {uq,...,u,} y asumimos que [f} es
B

simétrica, es decir para todo i,5 € {1,...,n}

) = [7] =[5 =,

5 UlBGa
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luego
(f(ug)sui) = (f(wi)suz) = (ugs f(us))

lo cual, por bilinearidad del producto interno, implica que f es auto-adjunta. [

Observacion 4.31. Nos disponemos ahora a estudiar la descomposiciéon de
Jordan-Chevalley de los operadores auto-adjuntos. El ingrediente fundamental
serd establecer que las partes diagonalizable y nilpotente son en este caso tam-
bién auto-adjuntos.

Lema 4.32. Suponga que [ es auto-adjunto, entonces
1. Para todo P(t) € R[t], P(f) es auto-adjunto;
2. si f es nilpotente, f =0; y,

3. si vi,v2 € V son vectores propios asociados a valores propios distintos,
entonces (v1,ve) = 0.

Dem.

1. Note primero que para todo vy, vs € V, recursivamente establecemos que
para k € Zx>o,

<fi(vl);v2> = <U1;fi(1}2)>-

Ahora, si P(t) = >, _, axt® entonces para todo vi,vs € V

(P(Nw1)iva) = O anf*(v1);v2)

k=0
= > a(fF(vr);v)

k=0
= Z ar(v1; fk(v2)>

k=0
= (vi; ) arfF(v2))

k=0

= (v1; P(f)(v2)).

2. Sea r € Z~q €l grado de nilpotencia de f. Asuma por contradiccién que
r > 1, luego r > 2, y existe v € V tal que f"~1(v) # 0; pero en tal caso

17 @I = M) 7 ) = (700 £ ) = (0 72 () = 0

luego f"~1(v) = 0, lo cual contradice la eleccién de v. Luego r = 1 y asf

f=o.
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3. Sean A1, A2 € R, A\j — \g # 0, tales que f(v1) = M\v1 y f(v2) = Aova. Asi
A1{v1;v9) = (A1 v2) = (f(v1);v2) = (v1; f(v2)) = (V15 Ad2v2) = Aa(v1;v2),
luego

(A — A2){v1;v2) =0,
pero como A\; — Ag # 0, (vi;v2) = 0. =

Teorema 4.33 (Teorema Espectral). Suponga que V tiene dimensidn finita, f
es auto-adjunta y que

Pf(t) = (t — Al)ml(t — )\2)m2 - (t — )\T)mr, A1, Aoy, A ERL

B
entonces eziste una base ortonormal B = {u1,...,un} de V tal que [f}B es

diagonal.

Dem. Por Teorema 2.53 existen Pp(t), Py (t) € R[t], tales que si fp = Pp(f) v
fn = Pn(f) entonces f = fp + fn es la descomposicién de Jordan-Chevalley,
es decir fp es diagonalizable y fx nilpontente y estas conmutan. Ahora, por el
lema, fy es auto-adjunta y asi, como es nilpotente, fy = 0. Luego f = fp es
diagonalizable. Para ¢ = 1,...,r, denote V; el espacio generado por los vectores
propios de f asociados a A;, es decir

Vi = {v e V| f(v) = A},
de forma que, como f es diagonalizable,

Por el lema también sabemos que siv; € V; y v; € Vj, i # 7, tenemos (v;;v5) = 0,
luego si By, ..., B, son respectivamente bases ortonormales de Vi,..., V.,

B=BU...UB,

es una base ortonormal de V formada por vectores propios de f, en particular,

[f} i es diagonal. O

Observacion 4.34. Mis adelante, cuando estudiemos la version compleja del
teorema espectral, veremos que el polinomio caracteristico de un operador auto-
adjunto sobre un espacio euclideo de dimensioén finita siempre se puede factorizar
en factores lineales en R[t], lo cual a su vez implicard que estos operadores son
siempre diagonalizables mediante una base ortonormal. Estudiemos ahora con
mas detalle este tipo bases.
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4.3. Operadores ortogonales

Sea V un espacio euclideo y f € Homg(V, V) un operador.

Definicién 4.35. Decimos que f es un operador ortogonal si para todo v, vs €
v

(f(v1); f(v2)) = (v1;v2).

Observacion 4.36. Tenemos

[[v1 4 vel?

(v1 + vg;v1 + v2)
(viyv1) + (vasv1) + (V15 v2) + (v2;v2)
= Jorl? + 2(v1; v2) + [Jvalf?,

de forma que el producto interno se puede expresar en términos de la norma:

o1 +val|* = (lve]l* + [Jv2]l?
<'U1;'U2> = (2 )'

De esto podemos concluir que f es ortogonal si y solo f preserva la norma, es
decir || f(v)]] = ||v|| para todo v € V.

Proposicion 4.37. Si V tiene dimension finita, las siguiente propiedades son
equivalentes

1. f es ortogonal;

2. f preserva la norma;

3. [rof=idv;y,

4. la imagen por f de una base ortonormal es una base ortonormal.

Dem. La observacion muestra la equivalencia entre las dos primeras propiedades.
Veamos ahora la equivalencia entre la primera y la tercera. Suponga primero
que f es ortogonal y sea B = {uy,...,u,} una base ortonormal de V. Para todo
veV

frof(v) (f" o f(v);ui)u;

M-

o
Il
s

(f(); f(ui))u;

I

©
I
—

<U;Uz‘>uz‘

[
NE

—

S

Suponga ahora que f* o f =idy, entonces para todo vy,ve € V

(f(v1); f(v2)) = (" o f(v1);v2) = (v1;v2).
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Finalmente establecemos la equivalencia entre la primera propiedad y la cuarta.
Si f es ortogonal y B = {us,...u,} entonces

(f(ui); fug)) = (uisug) = 6iy

para todo i,j € {1,...,n}, asi f(B) es una base ortonormal (ver Observacién
4.8). Reciprocamente, asuma que f envia una base ortonormal B = {uq,...,u,},
a la base ortonormal f(B) = {f(u1),..., f(un)}. Luego, para todo vy,vy € V,
Sl X1, Tn,Y1,---,Yn € R son tales que

n n
U1 = E TiU; V2 = E Yili,
i=1 i=1

entonces N "
f) = mif(w)  va=Y yif(u)
i=1 i=1

y, por Propiedad 4.11,
(f(v1); fv2)) = szyz = (v1; va).
i=1

O

Observacion 4.38. Note que implicitamente la tercera propiedad esta diciendo
que los operadores ortogonales sobre espacios euclideos de dimensién finita son
invertibles, pues su inversa es su adjunta; y la cuarta que esta inversa es también
ortogonal, pues también envia una base ortogonal en una base ortogonal.

Definicién 4.39. Decimos que A € M, (R) es una matriz ortogonal si
ATA =1,
donde I,, denota la matriz con unos en la diagonal y ceros en el resto de entradas.

Proposicién 4.40. SiV tiene dimension finita y B = {u1,...,u,} es una base
B

ortonormal de V', f es ortogonal si y solo si {f}s es ortogonal.

Dem. La proposicién se sigue del hecho que si A = [f} Z, entonces AT = [f*]:)
Yy
ava= (1] [ =[],
BL"1B
Entonces ATA =1, siysolosi f*o f=idy. O

Teorema 4.41. SiV tiene dimension finita igual a n, la coleccion de operadores
ortogonales de V' estd en correspondencia biyectiva con la coleccion de n-tuplas
(V1,...,0,) EV X ... XV tales que {v1,...,v,} es una base ortonormal de V.
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Dem. Sea B = {u1,...u,} una base ortonormal de V. Dado un operador orto-
gonal g € Homg(V, V), le asociamos la n-tupla

(g(u1)5 cee ag(un)) :

Dada la n-tupla (vi,...,v,) € V x ... x V tal que {v1,...,v,} es una base
ortonormal de V, le asociamos el operador definido sobre la base B por

Ul — V1,y...,Up > Up.

Las equivalencias en Proposicién 4.37 implican que (g(uq),...,9(uy)) es una
n-tupla cuyas componentes forman una base ortonormal de V' y que el operador
tal que uy — v1,...,u, — v, es ortogonal. Las dos asociaciones son una la
inversa de la otra. O

Observacion 4.42. Note que la correspondencia descrita en la prueba del teo-
rema depende de la escogencia de la base B = {uy,...u,} y del ordenamiento
de los elementos que la conforman. Vale la pena subrayar el hecho que los ope-
radores ortogonales se pueden componer entre si y obtener un tercer operador
ortogonal, y también invertir y obtener otro operador ortogonal. Conjuntos con
estas propiedades se les llama grupos. Una vez se fija una base, junto con un
ordenamiento de sus elementos, la correspondencia del teorema respeta la es-
tructura de grupo.

Formalmente, si G denota la collecién de operadores ortogonales de V, X la de
n-tuplas cuyas componentes forman bases ortogonales y

Sr: G — X
g — (9(ur),...,g(un))

es la correspondencia biyectiva definida por T' (junto con un ordenamiento),
entonces

CI)T(idv> = (ul,...un)
Pr(goh) = g(@r(h))

para todo g, h € G, donde definimos g(vy,...,v,) = (g(v1),...,9(v,)) para todo
(v1,...,v,) € X. Més general

P: X xGF — XxX

(z,9) — (z,92)

es una biyeccién, en la cual, si fijamos el primer factor en © = (uq,...u,),
obtenemos en el segundo la biyeccion ¢r.
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Capitulo 5

Espacios unitarios

Sea V un espacio vectorial sobre C.

Notacién 5.1. Dado un escalar ¢ € C, denotamos por ¢ a su conjugado el cual
esta definido por
c=a—"bi, sic=a+bi, a,b eR,

por |¢| = Va2 4 b? = \/c¢ a su norma, por Re(c) = a = (c +¢)/2 su parte real
y por Im(c) = b = (¢ — ¢)/2i su parte imaginaria.

Observacion 5.2. Bastantes elementos elaborados en este capitulo se estable-
cen por argumentos similares a los expuestos durante el desarrollo de la teoria
de espacios euclideos. En tales casos, dejaremos la verificacién de los detalles al
lector.

5.1. Producto hermitico

Definicién 5.3. Un producto hermitico en V es una funcién

(e,0) : VXV — C
(v1,v2) = (v1;v2)

tal que:

1. es sesquilineal: para todo v,vi,v2 € VyceC

(v +v9;0) = (v1;0) + (ve;v)
(cvi;va) = clvi;ve)
(vivr +wv2) = (vsv1) + (vivg)

2. es hermitica: para todo vi,v3 € V

<'U2;U1> = <U1;U2>;
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3. es definitivamente positiva para todo v € V| v # 0,
(v;v) > 0.
Un espacio unitario es un espacio vectorial sobre C provisto de un producto
hermitico.

Observacién 5.4. Se sigue que (v;v) = 0 si y solo si v = 0 y que para todo
v,v1,v2 EVyceC

<U1; C?)2> = 6<U1; 1)2>

Ejemplo 5.5. 1. Sobre V = C",

(215 zn); (W, .o ywy)) = szﬁ

2. Sobre V = M, «,(C),
(A; B) >= tr(B* A).

donde B* = B' es la matriz cuyas entradas son las conjugadas de las
entradas de las matriz traspuesta de B.

3. Sea [a,b] C R un intervalo cerrado. Sobre V = CZ[a,b], el conjunto de
funciones continuas [a,b] — C,

b
(fi9) = [ f@ig@ids.
a
Definicién 5.6. Dado un espacio hermitico V', definimos la norma de v € V
por ||v]| = v/{v;v).
Propiedad 5.7. Sea V un espacio unitario, entonces:
1. |lev]| = |e||lv|l, para todo c € C yv € V;
2. Desigualdad de Cauchy-Schwarz: |(vy;va)| < ||vi||||v2]], para todo vi,ve €
V, mds ain se tiene (vi,vs) = ||v1||||v2]] dnicamente cuando {vi,va} es

linealmente dependiente; 1y,

3. Desigualdad triangular: [|v1 +wvz|| < ||v1||+ vz, para todo vi,ve € V, mds
atn se tiene ||v1 + va|| < ||v1|| + ||v2]] si y solo si avy = buy con a,b > 0.

Dem.

1. Dadosce Cyv eV

llevll = V/{evs ev) = Vee(vsv) = |elv/ (v;0) = |el|[v].
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2. Siv; =00 vy =0, se tiene 0 = (v1;v2) = ||v1]|]|vz] ¥ se sigue la desigual-
dad. En general, para todo a,b € C,

0 < |lavy — buol?

{avy — bug, avy — bug)
= aa(vy;v1) — ba(vy;vy) — aB(vl; vo) + b5<1)2; vg)

= Jallor]|2 — (@b{or; vz) + ab(osva) ) + bz |
En particular si a = |[va]|? y b = (v1;v2), obtenemos

0 < ozl *loall® = oall*[(vr, v2) %,

lo cual, si suponemos que vy # 0 (e.d. |vz2|? # 0), implica la desigualdad
deseada. Ahora bien, remontando las igualdades, |(vy,v2)| = ||v1]]|v2]|
equivale a |Jav; — bva||? = 0, donde a = |[v2||? y b = (v1;v2).

3. Tomando a =1y b= —1, obtenemos

lor + o2l = foull? + ((oriva) + (oriva) ) + o]

[v1]* + 2 Re ((v1;02)) + [[v2]*
o1l + 2/ {vr; v2)] + [foz®

IN

La desigualdad de Cauchy-Schwarz implica
lor + v2]* < Jloal? + 2floalllvz]| + lv2ll* = (Joa]l + [[o2]])

que es equivalente a la desigualdad afirmada. La igualdad se obtiene si y
solo si Re ((v1,v2)) = (v1,v2) = ||v1]|||vz]], lo cual equivale a avy —bvy =0
donde a = ||va]] y b = ||v1|| pues

llavy — bva|* = |al?[lv1]|* — 2 Re (ab(vr; va)) + [b[|va .
O

Definicién 5.8. Sea V un espacio unitarioy S C V. Decimos que S es ortogonal
si (v1,v2) = 0 para todo vy,ve € T tales que v1 # v2. Si ademads ||v]| = 1 para
todo v € S, decimos que S es ortonormal.

Observacién 5.9. Note que S = {v;};cs es ortonormal si y solo si
<Ui; ’Uj> = (S”
para todo 7,5 € I.

Propiedad 5.10. Sea V un espacio unitario. Si S CV es ortogonal, y 0 & S,
entonces S es linealmente independiente.

Dem. El argumento es similar al de la demostraciéon de Propiedad 4.9. O
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Teorema 5.11 (Ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt). Sea V' un espacio uni-
tario. Suponga que V tiene dimension finita, entonces V tiene una base orto-
normal. Mds ain, si {v1,...,v,} es una base de V, existe una base ortonormal
{ui,...,upn} de'V tal que para k =1,...,n

(U1, .., 0k) = (U1, ..., Uk).
Dem. El argumento es similar al de la demostraciéon de Teorema 4.10. O

Propiedad 5.12. Sea V un espacio unitario. Suponga que V tiene dimension

finita y {us,...,un} es una base ortonormal de V', entonces para todo v € V
n
v = Z(v; U YUy
i=1

En particular, st v1,v9 € V son tales que

n

n
U1 = E ZiUs V2 = E Wi Us,
i=1

i=1
entonces
Ula U2 E ZiW;.
Dem. Como {u,...,u,} es base, existen ay,...,a, € K tal que v =1 | a;u;.
De esta forma, para j =1,...,n,

n
(vyuj) g a; (Ui, u;) = g aidi; = a;
i=1

(ver Observacién 5.9). Finalmente,
(v1;v2) E zzuz,g w;u;) E g 2iW; ”—E 2,W;.
=1 j5=1
O

Definicién 5.13. Sean V un espacio unitario y S C V', el conjunto ortogonal
a S estd definido por

L ={veV| (v,u) =0, para todo u € S}
Propiedad 5.14. Sean V un espacio unitario y S C V, entonces S+ < V.
Dem. El argumento es similar al de la demostracién de Propiedad 4.14. O

Teorema 5.15. Sea V' un espacio unitario. Suponga que V tiene dimension
finita y sea U <V, entonces

V=UapU*
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Dem. El argumento es similar al de la demostraciéon de Teorema 4.15. O

Definicién 5.16. Sea V un espacio unitario. Suponga que V tiene dimensién
finita y sea U < V. Llamamos a U~ el complemento ortogonal de U. A la
proyeccién

pﬁ V—V
sobre U, definida por la descomposicién V = U @ U+ la llamamos proyeccion
ortogonal sobre U.

Propiedad 5.17. Sea V un espacio unitario. Suponga que V tiene dimension
finita y sea U < V. Tenemos para todo vi,ve € V

(pﬁ(vl);vﬁ = <U1§p$(v2)>

Si{ur, ..., um} es una base ortonormal de U entonces para todo v € V
m
p(v) = Z(U;uﬁui.
i=1
Dem. El argumento es similar al de la demostracciéon de Propiedad 4.18. O

5.2. Operador adjunto

Sea V' un espacio unitario y f € Homg¢(V, V') un operador.

Definicién 5.18. Sea g € Hom¢(V, V), decimos que g es un operador adjunto
de f si para todo vi,v9 € V

(g(v1);v2) = (v1; f(v2)).
Decimos que f es auto-adjunto si f es un operador adjunto de f.

Observacion 5.19. Note que si g es adjunto de f, entonces f es adjunto de g.
De hecho

(f(01);02) = (a3 f(v1)) = (g(v2);01) = (V15 g(v2))

Definicién 5.20. Sean I,J conjuntos y A € M ;(C), definimos la matriz
adjunta de A por A* € M, ;(C) tal que

A*(j,1) = Ali, g

~—

para todo (j,i) € J x I. Es decir el valor en (j,7) de A* es el conjugado del
valor en (4, 7) de A. Similarmente si m,n € Zsg, y A € M,,%x»(C), definimos su
adjunta por A* € M,,«.,(C) tal que

A*(j,1) = A(i, )

Sea A € Mrx1(K), 0 A€ M,xn(K), decimos que A es hermitica si A* = A.
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Proposicién 5.21. Suponga que V tiene dimension finita, entonces existe un
dnico operador g € Home(V, V) adjunto de f. Mds ain, si B = {uy,...,un} es
una base ortonormal de V', entonces

Dem. Defina el operador g € Hom¢(V, V) por la imagen de la base B:

n

o) = 3 (uss Flu)us

De esta forma

y por Propiedad 5.12

I

«
Il
—

(g(vi);ve) = (g(v1);ui)(va; ug)

|
IM§

(v1; Uj> <9(Uj)§ uq) (V25 ug)

S
&
Il

|
IM§

(15 ug) (ugs f (ui)) (vas ui)

1

-
&
Il

[
NE

(V13 us) (uys fv2))

<.
Il
-

(v1;u5) (f (v2); uj)
; f(v2))

Por otro lado si, h € Hom¢(V, V') es adjunto de f, por Propiedad 5.12,

Il
<.
i M:
I,

I
—~
<

S

h(u;) = Z(h(uj);uz‘m

luego h = g.
Ahora, para ver que la representacién matricial de g respecto a B es la adjunta
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de la de f basta observar que

oo = |
=

O
Notacion 5.22. Si V tiene dimension finita, a la adjunta de f la denotaremos
por f*.
Propiedad 5.23. El mapa
h:V — V¥
v o hy = (o) v = (V;v)
es semilineal, es decir para todo vi,ve,v €V yc e C
h(vy +v2) = h(v1) + h(va)
h(cv) = ¢h(v),
e inyectivo. Si ademds V tiene dimension finita, h es biyectivo.
Dem. Para todo v' € V, dados vy, v0,v €V yceC
h(vi +v2)(v") = (V501 + v2)
= (Viv1) + (V5v2)
= (1) () + h(v2) (V)
= (h(v1) + h(v2)) (v), ¥
h(cv)(v') = (¥';cv)

= ¢(v';v)

= ()
Suponga ahora que vi,v9 € V son tales h(vy) = h(vg), es decir h(vy — vg) = 0,
en particular 0 = h(vy — v2)(vy — v2) = (V1 — V2501 — V) = ||v1 — a2, luego
v; — vy = 0y asiv; = vg, es decir ¢ es inyectiva. Finalmente suponga que V
tiene dimensién finita y sea B = {uy,...,u,} una base de V, entonces h(T) =

{h(u1),...,h(u,)} es la base de V* dual de V', pues
h(us)(ui) = (uis wj) = b

En particular dado A € V*, si ay,...,a, € C son tales que A = Y | a;h(u;)
entonces h(Y ., a;u;) = A, luego h es también sobreyectiva y asf biyectiva. O
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Observaciéon 5.24. Note que si V tiene dimensién finita, para todo v’ € V,

[ ()W) = hy (f(v))
(f(v");v
(Vs f*(v))
= hp) (V)

luego f*(hy) = hy«(y), es decir
ffoh=hof*

donde, en esta igualdad, f* a la izquierda es el dual de f, mientras que a la
derecha es el adjunto. A través de la biyeccién semilineal h, ambos conceptos
coinciden.

Observacion 5.25. Note que si V tiene dimensién finita, f*o f es auto-adjunta,
de hecho para todo vi,v, € V

(f7 o f(v1);v2) = (f(v1); f(v2)) = (v1; [* 0 f(v2))

Proposicion 5.26. Si V tiene dimension finita, las siguientes dos propiedades
son equivalentes:

1. f es auto-adjunta; v,

2. la representacion matricial de f respecto a una base ortonormal es hermiti-
ca.

Dem. Proposicién 5.21 implica que si f es auto-adjunta, su representacion ma-
tricial respecto a una base ortogonal es hermitica. Para obtener el converso,
B
tomamos una base ortonormal de V', B = {uq,...,u,} y asumimos que [f} es
B
hermitica, es decir para todo i,j € {1,...,n}

(f(ui);ug) = (uy; fug)),

B B
BGig) /] BGi) ’

(f ()i w) = [ ]

. n n
luego si vy =Y, ziu; y v2 = Zj:l wjiy

(f(v1);v2) = Z 2W0j (f (uq); uj)

ij=1

= Z 2wy (ug; fug))

ij=1

= (v1; f(v2))
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Observacion 5.27. La descomposicién de Jordan-Chevalley de los operadores
auto-adjuntos sobre un espacio unitario empata con la descomposiciéon sobre
espacios euclideos pues tienen la particularidad de tener todos sus valores pro-
pios reales. Esto nos permitird relajar las hipdtesis del teorema espectral ya
demostrado.

Lema 5.28. Suponga que [ es auto-adjunto, entonces

1.
2.
3.

4.

Dem.

Para todo P(t) € R[t], P(f) es auto-adjunto;
si f es nilpotente, f =0;
los valores propios de f son reales; y,

st v1,v2 € V' son vectores propios asociados a valores propios distintos,
entonces (v1;va) = 0.

Note primero que para todo vi,vs € V, recursivamente establecemos que
para k € Zx, A ‘

(f*(v1);v2) = (v1; f* (v2))-
Ahora, si P(t) = >}, apz®, para k =1,...,n a, = ag, y entonces para
todo vy,v9 €V

(P(Hv1)iva) = O arfF(vr);va)
k=0

= > a(fF(vr);va)
k=0

= Zak<vl;fk(v2)>
k=0

= (o; Y@ fF(v2))
k=0
= (v1; P(f)(v2))-

. Sea r € Z~ €l grado de nilpotencia de f. Asuma por contradiccién que

r > 1, luego r > 2, y existe v € V tal que f"~!(v) # 0; pero en tal caso
L/ )12 = (= ) £ ) = (7 (0); £772(0) = (0; f7 2 (v)) = 0

luego f"~1(v) = 0, lo cual contradice la eleccién de v. Luego r = 1 y asf

f=o.

. Sean A€ Cyv eV, v#0, tales que f(v) = Av. Asi

Mosv) = (Avy) = (f(v);0) = (v; f(v)) = (v W) = Mv;v),
de donde (A — \)|[v||2 = 0, pero v # 0, entonces, A = A, es decir A € R.
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4. Sean A1, A2 € R, A\ — Ao # 0, tales que f(v1) = AMv1 y f(v2) = Aava. Asi
A(viivg) = (Mror;v2) = (f(v1);v2) = (v1; f(v2)) = (V15 Ad2v2) = Ao (v1;02),

luego
(M — A2)(v1;v2) =0,
pero como A\; — Ag =# 0, (v1;v2) = 0. =

Teorema 5.29 (Teorema Espectral). Suponga que V' tiene dimension finita y
[ es auto-adjunta entonces existe una base ortonormal B = {uy,...,u,} de V

tal que {f}B es diagonal.
B
Dem. Como C es algebraicamente cerrado,
Pf(t) = (t — Al)ml(t — /\2)m2 - (t — /\r)mr, /\1,)\2, - ,)\7« e C.

Como A1, Ag, ..., A, son valores propios, por el lema son valores reales y P(t) €
R[t]. En particular, como t — A1, t — Ag,...,t — A\, € R[¢], por la demostracién
de Teorema 2.53 existen Pp(t), Py (t) € R[t], tales que si fp = Pp(f) v fnv =
Py (f) entonces f = fp + fn es la descomposicién de Jordan-Chevalley, es
decir fp es diagonalizable y fy nilpontente y estas conmutan. Ahora, por el
lema, fy es auto-adjunta y asi, como es nilpotente, fiy = 0. Luego f = fp es
diagonalizable. Para ¢ = 1,...,r, denote V; el espacio generado por los vectores
propios de f asociados a A;, es decir

Vi={ve V] f(v) = A},
de forma que, como f es diagonalizable,
V=Vie...eV,.

Por el lema también sabemos que siv; € V; y v; € Vj, i # 7, tenemos (v, v;) = 0,
luego si By, ..., B, son respectivamente bases ortonormales de V7,..., V.,

B=BU...UB,
es una base ortonormal de V formada por vectores propios de f, en particular,

[f} Z es diagonal. O

Corolario 5.30. Sea V un espacio euclideo de dimension finita y f € Homg(V, V)

un operador auto-adjunto, entonces una base ortonormal B = {uy,...,u,} de
B

V tal que {f}g es diagonal.

Dem. Sea B una base ortonormal de V' 'y A € M,,«,(R) la representacién de f

respecto a la base B donde n = dim(V). Entonces A es una matriz simétrica
con entradas reales. Sea

fa:C" — C"

n n
(zl,...,zn) — E A1}y vy E Ank 2k
k=1 k=1
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donde la kl-ésima entrada de es A(k,l) = ag;. De forma que la representacién
matricial de f4 respecto a la base candnica de C™ es A, la cual es hermitica pues
es simétrica con entradas reales, luego f4 es auto-adjunta respecto al producto
hermitico

(213 20) (Wi, wp)) = D 24T
k=1
Asi
Pf(t) = PfA(t) = (t — )\1>m1(t — )\2)m2 - (t — )\T)mT, )\1,)\2, .. -7)\r € R.

y la conclusion se sigue ahora de Teorema 4.33. O

5.3. Operadores unitarios

Sea V un espacio unitario y f € Homc(V, V') un operador.

Definicién 5.31. Decimos que f es un operador unitario si para todo v,vy € V

(f(v1); f(v2)) = (v1;v2).

Observacion 5.32. Tenemos

llvr + 02||2 = (v +w2sv1 + )
= (v;v1) + (v2;v1) + (v1;02) + (V2;V2)
= (vi3v1) + (vi5v2) + (v1;v2) + (v2;v2)
= Jloall® +2Re ((v1;02)) + [lv2l*, ¥
|l +iva||*> = (v1 +ive; vy + ivg)

{
= (v1;01) + i{va; v1) — i (v1;v2) + (v2; v2)
(vr01) = i ({013 v2) = (01502] ) + (05 v2)
= ol +21m ((vr509)) + [Joal %,

de forma que el producto interno se puede expresar en términos de la norma:

(00 va) = [lor + va|* — (2H01||2+||’U2||2)+||'U1+z'1)2||2*(2||v1||2+||v2||2)i.

De esto podemos concluir que f es unitario si y solo f preserva la norma, es
decir || f(v)]] = ||v|| para todo v € V.

Proposicién 5.33. Si V tiene dimension finita, las siguiente propiedades son
equivalentes

1. f es unitario;

2. f preserva la norma;
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3. f* Of:idV; Y,
4. la imagen por f de una base ortonormal es una base ortonormal.
Dem. El argumento es similar al de la demostraciéon de Proposicion 4.37 O

Observacion 5.34. Como en el caso de los operadores ortogonales sobre espa-
cios euclideos, los operadores unitarios son invertibles y envian bases ortogonales
en bases ortogonales.

Definicién 5.35. Decimos que A € M,,x,(C) es una matriz unitaria si
A*A=1,
donde I,, denota la matriz con unos en la diagonal y ceros en el resto de entradas.

Proposicién 5.36. Si V tiene dimension finita y B = {us,...,u,} es una base

ortonormal de V', [ es unitario si y solo si {f} es unitaria.
B

B B
Dem. La proposicién se sigue del hecho que si A = [f} g entonces A* = [f*]B
y

s [P [
Entonces A*A = 1I,, siy solo si f*o f =idy. O

Teorema 5.37. SiV tiene dimension finita igual a n, la coleccion de operadores
unitarios de V estd en correspondencia biyectiva con la coleccion de n-tuplas
(v1,...,0) €V X ... XV tales que {v1,...,v,} es una base ortonormal de V.

Dem. El argumento es similar al de la demostracién de Teorema 4.41. O

5.4. Estructura compleja
Sea V un espacio vectorial sobre R.

Propiedad 5.38. Suponga que f € Homg(V, V) es un operador simple, enton-
ces: o bien,

1. f =cidy, para algin ¢ € R y en tal caso dim(V) = 1; o bien,

2. f = aidy +bj, donde j € Homg(V,V) es tal que j> = —idy, a,b € R, y
en tal caso dim(V) = R2.

Dem. Como f es simple, su polinomio minimal es irreducible, en particular este
es de la forma t — ¢, con ¢ € R, 6 (t — a)? + b?, con a,b € R. En el primer caso
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f —cidy =0, es decir f = cidy; en el segundo, (f — aidy)? + b*idy = 0, y si

j = +(f —aidy), tenemos f = aidy +bj con

7 = (ju-aian)e (G -aan)
1

= bfg(f—aidv)2
= b%(—bQidV):—idv.

Como f es simple, en el primer caso, dado v € V, v # 0, (v) es invariante bajo
fyvasi V = (v); en el segundo, dado v € V, v # 0, {v,j(v)} es linealmente
independiente pues si

av + Bj(v) = 0,

a, B € R, entonces operando por 7,
—Bv+aj(v) = 0;
combinando las dos relaciones obtenemos
0=a(av+pj(v) = B(=Pv+aj(v) = (a® + v

pero v # 0, luego o + 3% = 0, de donde o = 3 = 0; ahora (v, j(v)) es invariante
bajo f, asi V = (v, j(v)). O

Observacion 5.39. Considere C como espacio vectorial sobre R, con la base
B = {1,i} (en particular C ~g R?). Dado a + bi € C, con a,b € R, la funcién:

Ma+bi * CcC — C
z — (a+bi)z

es un operador en Homg(C,C), de hecho para todo z,21,20 € Cy c € R
(a+bi) (21 + 22) = (a+ bi)z1 + (a + bi)ze, (@ + bi)cz = c(a + bi)z.

Tenemos entonces que si f = mq44p, entonces

HB o —1]
J B | 1 0 |
Observacion 5.40. La observacién anterior se puede generalizar a C™ el cual
visto como espacio vectorial sobre R tiene dimensién 2n. Tome la base

B:{e1,...,en,f1,...7fn}
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donde {ey, ..., e,} es la base canénica de C", visto como espacio vectorial sobre
C,y, f1 =ies ..., fn =ie,. Tome j € Homg(C™, C") definida por

j:cv — C"

(z1,--y2n) +—> i(z1,...,2n0).

=2

g™ | L, o0

donde 0 denota el origen de M, x,(R) v I, € M,,x,(R) es la matriz con unos
en la diagonal y ceros en el resto de entradas.

Entonces j2 = —iden v

Definicién 5.41. Una estructura compleja en V es un operador j € Homg (V, V)
tal que j2 = —idy.

Propiedad 5.42. Suponga que V tiene dimension finita. Si V admite una
estructura compleja j, entonces la dimension de V' es par. En tal caso V' es un
espacio vectorial sobre C mediante el producto por escalar definido por

(a+ bi)v = (aidy +bj) (v)

para todo a,b € R y v € V. Mds aun, existe una base de la forma T =
{v1,.. s Un, j(v1), ..., j(vy)} donde 2n = dim(V). En particular

HB o -1,
Heg= |1, o0
Dem. Si m es la dimensién de V entonces
0 < (det(5))* = det (j2) = det(—idy) = (-1)™

luego m es par, es decir m = 2n para algin n € Z>(. Para verificar que bajo
la multiplicaciéon por escalar definida V es un espacio vectorial bajo C basta
verificar que esta es unitaria, asociativa y que es distributiva. Lo cual se sigue
de las siguientes igualdades

1lv
(a + bi) ((c+ di)v)

idy(v) =w

(aidy +bj) o (cidy +dj) (v)
(acidy +adj + bej + bdj?) (v)
((ac — bd) idy +(ad + be)j) (v)
((a+bi)(c+di))v

(aidy +b7) (v + w)

(aidy +bj) (v) + (aidy +bj) (w)
(a

(

(

(

(a

| (R | |
—~

(a+bi)(v+w)

+ bi)v + (a + bi)w

(a+c)idy +(b+d)j)v

aidy +bj + cidy +dj) v

aidy +bj) (v) + (cidy +dj) (v)
+ bi)v+ (¢ + di)v

((a+bi)+ (c+di))v =
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validas para todo a,b,c,d € Ry v,w e V.
Sea {v1,...,v, } una base de V como espacio vectorial sobre C, donde n’ es
su dimensiéon. Entonces V' es generado como espacio vectorial sobre R, por

{v1,.. sV, j(v1),...,5(vn)} pues

n/ 77/
>z = arvr + beji(v),
k=1 k=1

donde para k = 1,...,n/, 2z = ag + bt con ag, b, € R. Mds este conjunto
de generadores es hnealmente independiente pues si a1,y At bi,...,bp €R

son tales que Zk 1 akvi + brj(vg) = 0, entonces Zk L 2evk = 0, con 2z, =
ay + bii; luego todo 2z = 0 y asi todo ay = by = 0. Tenemos 2n’ = 2n y
B={vi,...,0n,5(v1),...,J(vn)} es una base de V' como espacio vectorial sobre
R. O

Propiedad 5.43. Sean j una estructura compleja en V y f € Homg(V,V).
Entonces, tomando V' como un espacio vectorial sobre C mediante el producto
por escalar definido por (a + bi)v = (aidy +bj) (v), para todo a,b € R y v €
V', tenemos f € Homc(V,V) si y solo si foj = jof, o, equivalentemente,

—jofoj=1.
Dem. Suponga que f € Homg(V, V), entonces para todo v € V

foilw) = f(iv) =if(v)=jo flv).
Reciprocamente, si foj = jo f, paratodoa,be Ry v eV,

f(a+bi)v) = fol(aidy +bj)(v)
= (af+bfoj)(v)
(af +bjof)(v)
= (aidy +bj) o f(v)
(a+bi)f(v)

luego f € Home(V,V). Finalmente componemos ambos lados de la igualdad
foj=gofpor —j=j"! para obtener —jo foj=f. O
Teorema 5.44. Suponga que V tiene dimension finita igual a 2n y sea j €

Homg (C™,C™) el operador que corresponde a multiplicacion por i. Entonces
cada estructura complejas en 'V es de la forma

jr=fojof!

para algin isomorfismos f € Homg(C", V). Mds aiin j; = jg si y solo si g~* o

f € Hom¢(C™,C™).
Dem. Dado un isomorfismo f € Homg(C™, V), el operador

jf=fojof ! €Homp(V,V)
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es una estructura compleja (ver Figura 5.1), pues

ji = fojoftofojof!
— fojos!
= fo—idgrnof!
= —fos!
= —idy.

Reciprocamente, dada una estructura compleja jy en V', usando la notacién en

cm f 1%
J | Jf

f v

cn \%4

Figura 5.1: Estructura compleja

Observacién 5.40, Propiedad 5.42 implica que

f:cr — v
e F Vg
fe — gv(vr)
donde {v1,...,vn,Jv(v1),...,jv(v,)} es una base de V, es un isomorfismo de

espacios vectoriales sobre R tal que jf = jy. Finalmente, suponga que f,g €
Homp(C™, V) son isomorfismos tales que j; = jg, es decir

fojoft=gojog™t.

Entonces, como (g~ o f)oj = jo (g ! o f), por Propiedad 5.43 tenemos que
g~ o f € Home(C™,C"). O

Propiedad 5.45. Suponga que V es un espacio euclideo con producto interno
denotado por (e, e) y j es una estructura compleja en V. Entonces, tomando V
como un espacio vectorial sobre C mediante el producto por escalar definido por
(a + bi)v = (aidy +bj) (v), para todo a,b e R yv €V,

(0;0); : VxV — C
(v1,v2) = (v1;302) + (V15 j(v2))i

es un producto de hermitico sobre V' si y solo si j es ortogonal.
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Dem. Suponga primero que j es ortogonal. Entonces j* = j~! = —j. Note que
(o, @) es sesquilineal y ademds hermitica pues

(v2;v1) + (v2; 3 (v1))i
(va;v1) — (§(v2); v1)i
(v13v2) — (v13j(v2))i
(v1502) 5

V1502)5-

(v2;01);

Ahora, dado v € V,

(v;7(v)) = =(j(v);v) = —(v; j(v))

luego (v;j(v)) = 0. Si ademds v # 0,

(v;v); = (v;v) + (v;4(v))i = (v;v) >0

luego (e;e) ¢ es definitivamente positiva y asi es un producto hermitico.
Reciprocamente suponga que (e; e); es producto hermitico, entonces para todo
vi,v2 €V

(J(v1):j(v2)) = Re((j(v1);i(v2));)
((G(v1):5(v2)); + (G(v2): 4 (v1));) /2
((dv1;iv2); + (vasivi);) /2
(<Ulav2> (va5v1)5) /2

Re ((v1;v2);)

= (v1;02)

luego j es ortogonal. O

Observacién 5.46. Note que la norma definida por (e;e) y por (e;e); coinci-
den.

Propiedad 5.47. Suponga que V es un espacio euclideo con producto in-
terno denotado por (e;e), j es una estructura compleja ortogonal en V y f €
Homg(V, V). Entonces, tomando V' como un espacio unitario mediante el pro-
ducto por escalar definido por (a + bi)v = (aidy +bj) (v), para todo a,b € R y
v €V, y el producto hermitico

(0;0); = (o;0) + (o3 (9))i,
tenemos f es unitario si y solo si foj=jo f y f es ortonormal.

Dem. Suponga primero que f es unitaria, entonces f € Home(V, V) y asi foj =
jo f; ademés para todo v € V

13 @)1 = ((v);3(v)) = (G(©);5(v); = (vsv); = (v;0) = [Jo]|?
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luego f es ortonormal. Reciprocamente, si foj = jo fy f es ortogonal, para
todo vi,v9 €V,

(f(v1); f(v2)); (f(v1); flv2)) + (f(v1);j o f(v2))i
(f(v1); f(v2)) + (f(v1); foj(ve))i
(v1;v2) + (v1; j(v2))i
(

U1§v2>jv

es decir, f es unitaria. O

Observacion 5.48. Bajo las hipdtesis de la propiedad, suponga ademés que V
tiene dimensién finita. Si f es unitaria, entonces

j=[frojof
pues, como f es ortogonal, f* = f~!y, como f € Hom¢(V,V), foj=jof,
asi f*ojof = f"lofoj=j Reciprocamente, suponga que j = f*ojo f,
entonces para todo vi,vy € V
(f(v1),jo f(v2)) = (v, f"0jo f(v2))
(v1,j(v2))

luego f preserva la parte imaginaria del producto hermitico (e;e),. Si ademas
f es ortogonal, f preserva la parte real y como en tal caso f* = f~1,

foj=foffojof=jof,

luego f € Hom¢(V, V) y f es unitaria. Por otro lado si f conmuta con j, enton-
cesj= ffojof=f"ofojyasiidy = f*o f, es decir f es ortogonal y a su
vez f es entonces unitaria.

El hecho que j = f* o jo f sea equivalente a que f preserve la parte imaginaria
del producto hermitico, (e; j(e)), es la motivacién para el contenido del préximo
capitulo donde entraremos a estudiar este tipo de estructuras que se llaman
espacios simplécticos, las cuales generalizan estd interseccion entre espacios or-
togonales, espacios unitarios y estructuras complejas.



Capitulo 6
Espacios simplécticos

Sea K un cuerpo y V un espacio vectorial sobre K.

6.1. Forma simpléctica
Definicién 6.1. Una forma simpléctica en V' es una funcién

c:VxV — K
(v1,v2) — o(v1,v9)

tal que:

1. es bilineal: para todo v,v1,v2 € VyceC

= o(v1,v) + o(ve,v)

co(vy,v2)

o(v,v1) + o(v,v9)

Q
—~
Q
<
S
<
[V
S— N N N
I

= co(vy,v2);
2. es alternante: para todov € V
o(v,v) =0;

3. es no-degenerada Siv € V es tal que o(v,w) = 0 para todo w € V entonces
v =0.

Un espacio simpléctico es un espacio vectorial provisto de una forma simpléctica.

Observacion 6.2. Para todo vy,ve € V,

o(ve,v1) = —o(v1, v2).
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De hecho, la condicién alternante implica que

0 = o(v1+v2,v1+v2)
o(vy,v1) + o(vy,va) + o(va,v1) + o(va, v2)

= o(v1,v2) + (v, v1)

Ejemplo 6.3. 1. Sobre V = K?" = K" x K"
o (@p),@.P) =>_pidi — Pigi
i1

dondeqz (ql?"’an)’ﬁ: (pl?"'?pn)?q/: (qi7"'7q;1)yﬁ/: (p€l7"'7p;l)'

2. Sobre V x V*
o ((v,A), (w, p)) = ANw) — p(v)

donde v,w e Vy A\, u e V*.

3. Suponga que K = R y V es un espacio euclideo con una estructura com-
pleja ortogonal j. Sobre V

o(vi,v2) = (v, j(v2))

Observacion 6.4. Una forma simpléctica o, al ser bilineal, induce una trans-
formacién lineal

s:V — V*
v o S, =0(v,e):wr— o(v,w).

El hecho que o sea no-degenerada implica que s es inyectiva; y es un isomorfismo
si V tiene dimensién finita. Pues, la condicién de que o sea no degenerada quiere
decir que s, = 0 si y solo si v = 0.

Con este mapa, tenemos

s(v)(w) = sy(w) = o(v,w)

En particular s es una transformacion lineal V' — V* y su dual s* es una
transformacién lineal (V*)* — V*.

Proposicion 6.5. Sea V un espacio simpléctico de dimension finita y

vV — (VY
v o— U A= A(v).

el isomorfismo canonico. Entonces para todo v € V

s*(0) = —s(v)
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Dem. Para todo w € V

s (0)(w) = v(s(w))

O

Propiedad 6.6. Si V es un espacio simpléctico y tiene dimension finita, en-
tonces su dimension es par.

Dem. Sea T = {v1,...,0n} una base de V.y T* = {A1,..., A\ } la base de
V* dual de T. Tomamos la imagen de 7" mediante el isomorfismo canénico
V = (V*)7, la cual es la base T = {01,...,0n} de (V*)" dual de T*. La
proposicién anterior implica que si tomamos las representaciones matriciales en
My (K)

A=) v [owl] = IR =B

T T T T
entonces B = — A, pero por otro lado B = AT, luego AT = —A. De donde
det(A) = det(AT) = det(—A) = (—1)" det(A).

Ahora como ¢ : V' — V* es inyectiva, det(A) # 0y asi 1 = (—1)™, en particular
m = 2n para algiin n € Zx>q. O

Definicién 6.7. Sean V un espacio simpléctico y S C V, el conjunto o-
ortogonal a S esta definido por

S7 ={veV]olw,v) =0, para todo w € S}
Observacién 6.8. Note que S7 = (s(5))o. De hecho

S7 = {veV]o(w,v) =0, para todo w € S}
= {veV]|s(w)(v) =0, para todo w € S}
= {ve V]| A(v) =0, para todo X € s(5)}
= (s(5))o

Esto implica la siguiente propiedad.

Propiedad 6.9. Sean V' un espacio simpléctico y S C V', entonces S < V. Si
S" C S entonces S7 < §'7. Si'V tiene dimensidn finita y U <V entonces

dim(U) + dim(U?) = dim(V)
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6.2. Subespacios isotropicos y bases de Darboux

Sea V' un espacio simpléctico sobre K.
Definicién 6.10. Sea U < V, entonces decimos que

1. U es un subespacio simpléctico si la restriccion de o a U x U es una forma
simpléctica;

2. U es un subespacio isotropico si U < U7;
3. U es un subespacio lagrangiano si U = U7,

Observacion 6.11. Suponga que V tiene dimension finita. Si U < V es un
subespacio lagrangiano y dim(V) = 2n entonces dim(U) = n, de hecho como
U=0U°,

2n = dim(V) = dim(U) + dim(U°) = 2dim(U).

Ejemplo 6.12. 1. En el espacio simpléctico de Ejemplo 6.3.1, V = K" x K™,
denote, para ¢ = 1,...,n, ¢; el elemento cuya i-ésima entrada es 1 y el
resto ceros, y f; el elemento cuya n + i-ésima entrada es 1 y el resto ceros.
Note que para todo i,j € {1,...,n},

olei, fj) = —6ij o(eie;) = ol(fi, fj) = 0.
Entonces para cualquier subconjunto de indices J C I = {1,...,n},
Vi =5p({ej, fitjes)
es un subespacio simpléctico,
E;=Sp({ej}jer), v Fr=Sp({fj}jer)
son isotrépicos, y si J = I, E; y Fy son subespacios lagrangianos.

2. En el espacio simpléctico de Ejemplo 6.3.2, V' x V*, sea {v; };c; una base
de V' 'y {\i}icrr una base de V* donde I C I' y A;(vj) = d;; para todo
i,7 € I. Note que para todo i,j € I

o ((v3,0),(0,45)) = =bi; o ((v:,0),(v5,0)) =0
y para todo 4,5 € I'
a ((0, £1), (0, f3)) = 0.
Entonces para cualquier subconjunto de indices J C I,
(V' x V)5 =5p ({(v;,0), (0, X)) }jes)
es un subespacio simpléctico,

E;=Sp({(v;;0)}jes) vy Fr=Sp({(0,X)}jer)

son isotrépicos, y si J = I, E; y Fy son subespacios lagrangianos.
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Proposicién 6.13. Sea U <V, entonces

1. U es un subespacio simpléctico si y solo si la restriccion de s a U es
inyectiva. En particular, U es un subesapcio simpléctico si y solo si U N
U’ ={0}.

2. U es un subespacio isotropico si y solo si o(u,u') =0 para todo u,u’ € U
(es decir s(U) =0).

3. U es un subespacio lagrangiano si y solo si U es un subespacio isotropico
mazimal.

Dem.

1. Si U es subespacio simpléctico, entonces la restriccién de o a U x U
es no-degenerada, en particular dado v € U, u # 0, existe w € U tal
que o(u,w) # 0. As{ pues la imagen en U*, s(u), es diferente de 0 pues
s(u)(w) # 0. Es decir el nicleo de s restringido a U es {0}, luego es inyec-
tiva. Reciprocamente, si la restriccion s a U es inyectiva, la restricciéon de o
a U x U es bilineal, alternante y no-degenerada, luego U es un subespacio
simplectico. Para establecer la segunda afirmacién basta con observar que
u e UNU? siy solo si s(u)(w) = 0 para todo w € U, es decir si y solo si
u pertenece al ntucleo de la restriccion de s a U.

2. Suponga que U es isotrépico, luego para todo u,u’ € U, como U < U°?,
w € U% y o(u,u’) = 0. Reciprocamente, si o(u,u’) = 0 para todo u,u’ €
U, entonces U < U°.

3. Suponga que U es un subespacio lagrangiano, entonces U es isotrdpico.
Suponga que existe U’ < V isotrdpico tal que U < U’. Sea v’ € U’,
entonces o(u,u’) = 0 para todo u € U, en particular v’ € U? = U. Luego
U’ = U. Reciprocamente, si U es isotropico méaximal, dado v’ € U?,

o(ur +au',uz +bu') = o(ur, uz) + bo(ur, u') +ao (W', uz) + o(u',u') =0,
luego U + Sp({u'}) es isotrépico y asf w' € U. Luego U = U°. O

Propiedad 6.14. Suponga que V tiene dimension finita y sea Uy < V un
subespacio isotropico. Entonces existe un subespacio lagrangiano U < V que
contiene a Uy.

Dem. Tenemos Uy < Ug. Si Uy = Ug, entonces U = Uy es un subespacio
lagrangiano, de lo contrario existe u € UJ \ Up. Entonces, u # 0 y para todo
uy + au,ug +bu € U' = Uy + Sp({u}), up,us €U y a,b € K,

o(u1 + au,ug + bu) = o(uy, uz) + bo(uy,u) + ao(u, uz) + o(u,u) =0,

luego U’ es isotrépico y
U <U <U7 <U§.
Reemplazamos Uy por U’ y continuamos recursivamente. Por monotonia de la

dimensién, como V tiene dimensién finita, eventualmente obtenemos U = U’
subespacio lagrangiano. O



102 Capitulo 6. Espacios simplécticos

Observacién 6.15 (Extensién de subespacios isotrépicos a lagrangianos en
dimensién infinita). El mismo resultado de la proposicién anterior, se puede
generalizar a espacios simplécticos de dimensién infinita usando Lema de Zorn.
De hecho, dado Uy < V subespacio isotrépico, consideramos la coleccién P de
subespacios isotrépicos que contienen a Uy, ordenados por contenencia. Como
Uy € P, P # (). También, la unién de elementos en una cadena de P estd en P
y es una cota superior de la cadena. Entonces U méaximal en P por la proposién
anterior es lagrangiano y contiene a Uj.

Proposicion 6.16. Suponga que V tiene dimension finita y sea Vi <V un
subespacio lagrangiano. Entonces dado U <V, isotrdpico, tal que UNV; = {0},
exite Vo <V lagrangiano, tal que U < Va y Vi NVa = {0}, en particular

Dem. Suponga que dim(V) = 2n. Si U = U7, entonces Vo = U es lagrangiano,
de lo contrario dim(U) = k < n y dim(U?) = 2n—k > n, y, como dim(V;) = n,

dim(U 4+ V;) = dim(U) + dim(V;) —dim(UNVy) =k +n

Suponga por contradiccién que U? C U + Vi, entonces tomando los espacios
o-ortogonales,

Urnvi=0°nVvy =U+V)? CU°) =U
de donde U N'Vy; CUNV; = {0}. Entonces
dim(U? + V1) = dim(U?) 4+ dim(Vy) > n+n = 2n = dim(V)

lo cual es una contradiccién. Asf pues, existe u € U%\ (U +V1). Entonces, u ¢ V3
y para todo uy + au,us +bu € U = U + Sp({u}), u1,us € U y a,b € K,

o(ur + au,ug 4 bu) = o (ur, uz) + bo(uy, u) + ao(u, uz) + o(u,u) = 0,
luego U’ es isotrépico, U' NVp = {0} y
U<U <U7 <U".

Reemplazamos Uy por U’ y continuamos recursivamente. Por monotonia de la
dimensién, como V tiene dimensidn finita, eventualmente obtenemos Vo = U’
lagrangiano con V2 N'V; = {0}. Ahora como dim(V;) = dim(Vz) = n entonces
dim(Vi+ Vo) =2ny V=V, & V. O

Propiedad 6.17. Suponga que V tiene dimension finita y sean Vi,Vo < V
lagrangianos tales que
V=haol,

entonces st my 1V = V) yme : V. — V5 son respectivamente las proyecciones
sobre V1 y Vo dadas por la descomposicion V =V @ Vs,

m(W) =s(V2) vy m(V5) =s(W)
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Dem. (Ver Figura 6.1) Como 71 y 79 son sobreyectivas, 7] y 73 son inyectivas.
Luego dado A € 7*(V}), existe un dnico Ay € Vi* tal que 7#*(A\1) = A. En
particular, para todo ve € V3, como 71 (v2) = 0,

A(v2) = 7% (A1) (v2) = A1 (w1 (v2)) = 0.

Ahora, como V tiene dimension finita ¢ : V' — V* es un isomorfismo, luego
existe un Unico v € V tal que o(v) = A, pero o(v,v2) = A(vy) = 0 para todo
ve € Vi, entonces v € V¥ = V. Asi 77 (Vi) C S(V). Reciprocamente, dado
vy € Vo, defina Ay € V{* por

A1 v1 = s(v2)(vr) = o(va, v1)
el mapa

Voo — m(V))
v — s(v) =A=77(\1)

es inyectivo, y como V;* y o(V3) tienen la misma dimensién, es un isomorfismo.
O

Definicién 6.18. Suponga que V tiene dimensién finita y sea T = {v1, ..., vy, w1, . ..

una base de V. Decimos que T es una base de Darboux si para todo i,j €

{1,...,n}

O'(’l}i7Uj) = 0 = a(wi7wj)
o(wi,vj) = d;.
Observacién 6.19. Note que si T = {v1,...,v,,w1,...,w,} es una base de

Darboux entonces Vi = Sp({v1,...,vn}) y Vo = Sp({w1, ..., wn}) son lagran-
gianos. Més atin si Ty = {v1,...,0,}, To = {wy,...,w,} vy T3 = {\1,..., \n}
vy Ty ={p1,..., 1n} son las bases de Vi* y V¥, respectivamente, duales de T3 y
T,. Entonces para i =1,...,n,

s(w;) = 71 (\i) s(—vi) = 75 (pi)-

W1 7T§(V2*)
™
VioV, = Vv > Ve = m3(Vs) @ wp (V)
o
Vs ° (Vi)

Figura 6.1: Descomposicion lagrangiana

;W }
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Teorema 6.20. Suponga que V tiene dimension finita, entonces V. admite un
base de Darboux.

Dem. Como V tiene dimension finita, existen Vi, Vo < V subespacios lagran-
gianos, tales que V.=V & V5. Sea T} = {v1,...,v,} una base de V; y T} =
{A\1,..., An} labase de Vi* dual de Ty. Como s(Va) = 75(Vy*), donde 7y : V — 1
es la proyeccién en el primer sumando de la descomposicion V' = Vi @& Vs, en-
tonces existe To = {wq,...,w,} base de V5 tal que para i =1,...,n,

s(wi) =71 ().
Entonces como Vi y V5 son subespacios lagrangianos, en particular isotrépicos,
o(vi,v5) =0 = o(w;, wy)
para todo 4,j € {1,...,n}; ademds
o(wi, v;) = s(wi)(v;) = 7 (Ni)(v) = Ai (m1(v))) = Xi(v;) = 64

O

Propiedad 6.21. Suponga que V tiene dimension finita y sea T = {vy,...,vp, w1, ...

una base de Darboux. Entonces para todo v € V

n

v = Zo(wi,v)vi — o (vi, vV)w;.

=1

En particular, si vi,vo € V son tales que

n n
/ /
v = E qivi + piw; Vg = E q;Vi + P Wi
i=1 i=1

entonces N
o(v1,v2) = > pid} — Piai
i=1
Dem. Sean aq,...,a,,b1,...,b, € K tales que
n
v = Z a;v; + biwi,
i=1
de forma que para j =1,...,n,
n
o(vj,v) = Zaia(vj,vi) + bio(vj,w;) = —b,
i=1
y

n

o(ws,v) =Y aio(wy, v;) + bio(w;, w;) = a;.
=1

, W }
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Finalmente
n
o(vi,v2) = U(Z 4ivi + piwi, Zq;Uj + pjw;)
i=1 j=1
= Z 4iq;0 (vi, v5) + pigio(wi, v;) + qpjo(vi, w;) + pipjo(w;, w;)
ij=1
n
= Z (pidj — qip})ds
ij=1
n
= > pid; — i
i=1
O]
Observacién 6.22. Note que si T = {vy,...,Un, W1,..., Wy}, €s una base de

Darboux, para todo J C {1,...,n},
Vi =5p ({vj,w;}jes)
es también un subespacio simpléctico.
Teorema 6.23 (Ortogonalizacién de Gram-Schmidt). Suponga que dim(V) =

2n y sean U <V subespacios simpléctico con dim(U) = 2m, m < n. Entonces
existe una base de Darboux T = {v1,...,vp,w1,...,w,} de V, tal que

U= Sp ({Uj, UJ_j}j:I,...,nL)

Dem. Sea T' = {v1,...,Um, w1, ..., Wy} una base de Darboux de U. Si m =n
hemos terminado. De lo contrario, m +1 < n y tome v, ,; € V' \ U. Defina

m
!/ /
U4l = Upy g — (Z o(wi, vy, 1)V a(vi,vmﬂ)wi)
i=1
de forma tal que para j =1,...,m,
m
!/
005, 0ms1) = 0V, V1) = | D (Wi, vy 1)o(v,0:) = 0(vi, V)1 )0 (v, w;)
=1

m
= (v, U 41) = D 0 (vi, V1)
i=1

= U(Ujavin-&-l) - U(Ujavin-&-l)
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Y

O—(wjavarl) =

g
3
t
-
3

— [ D owi, vipa)o(wy, vi) = o (i, 1) (w;, wi))

=1

Ahora, existe w;, , ; € V tal que o(w], 1, Vm+1) # 0. Sea

1
i "
w = — W
m+1 1" m+1
U(wm+17 Um+1)

de forma que o(w;, ,,Vm+1) = 1. Defina

m

Wip 1 = Wy g — (Z o (Wi, wy,41)vi — O'(Ui’w;n+1)wi> ;

i=1
ast 0(Wm41,Um+1) = 1y al igual que con vy,41, para j = 1,...,m,
o(Wm1,v5) = 0= o (W1, w;).

En particular {vy,va, ..., Vi1, Wi, ..., Wy} es base de Darboux de U’ = U +
Sp ({vm+1, Wm+1). Reemplazamos U por U’ y continuamos recursivamente. [

Propiedad 6.24. Suponga que V tiene dimension finita y sea U <V subespacio
simplectico. Entonces U <V es un subespacto simpléctico tal que

V=UeaU°.

Dem. Sea v € U. Como U es un espacio simpléctico, si v # 0, existe w € U tal
que o(w,v) # 0, luego v & U?. Luego

Unu? ={0}

Ahora como dim(U) + dim(U?) = dim(V'), entonces V = U & U?. Finalmente,
sea T = {v1,...,0n,w1,...,w,} una base de Darboux de V, tal que

U = Sp ({vj, wj}j=1...m)
donde 2n = dim(V) y 2m = dim(U), m < n. Entonces si
UI = Sp ({'Uj,wj}j:m+1,‘..,n) )

dim(U") = dim(U°) y U’ C U7, luego U’ = U? es un subespacio simpléctico de
V. O
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Definicién 6.25. Suponga que V tiene dimensioén finita y sea U < V un subes-
pacio simpléctico de V. Llamamos a U? el complemento simpléctico de U. A la
proyeccién

pi V. —V

sobre U, definida por la descomposicién V = U @ U? la llamamos proyeccion
sitmpléctica sobre U.

Propiedad 6.26. Suponga que V tiene dimension finita. Sean Vi,Vo < V
subespacios lagrangianos tales que

V=Viel

yseanpy :V =V yps: V = V las respectivas proyecciones sobre Vi y Vs
definidas por esta descomposicion. Entonces para todo v,w € V,

o (p1(v),w) = o (v, p2(w)) .
Por otro lado, sea U <V subespacio simpléctico, entonces para todo v,w € V,
o (pg(v),w) = o (v, pg(w)).

Dem. Sean vi,w; € V1 y va,wy € V5 tales que

v =11 +wy w = wy + wa,
entonces
opi(v),w) = o(vi,wr)+o(vi,w2) = o(vy,wz)
o(v,pa(w)) = o(vi,w2) + o(ve,w2) = o(v1,wz).

Considere ahora v',w’ € U? tales que

Entonces
o (pg(v), w o (7 (v),p(w)) + o (pf(v),w') = o (pF (v), T (w))
v,pg(w) = o @H),ph(w)) + o (', pf(w) = o ®F(v),pf(w)).

6.3. Operadores adjuntos

Sea V' un espacio simpléctico y f € Homg(V, V) un operador.

Definicién 6.27. Sea g € Homg(V, V), decimos que g es un operador adjunto
de f si para todo v,w € V

o (f(v),w) = o (v, g(w)).

Decimos que f es auto-adjunto si f es un operador adjunto de f.



108 Capitulo 6. Espacios simplécticos

Observacion 6.28. Note que si g es adjunto de f, entonces f es adjunto de g.
De hecho

a (9(v),w) = =0 (w,g(v)) = —o (f(w),v) = o (v, f(w)).

Definicién 6.29. Sean € Z~gy A € Ma,xan(K), definimos la matriz adjunta
simpléctica de A por A%9™% € My, o, (K) tal que

A = J AT

con J € Moy, xon(K) tal que

donde 0 denota el origen de M,,«,(K) y I, € M,,xn(K) es la matriz con unos
en la diagonal y ceros en el resto de entradas. Es decir si Ay1, A1, Aoy, Agg €

M5 (K) son tales que
A— [ Ay Agp ]

Asy Agp
entonces
A — |: A;% _/11_-{2 :| .
-A)  Af

Decimos que A es auto-adjunta simpléctica si A° = A. Es decir si Ay; = Al,,
Arp = *AIQ y Ao = *AIQ-

Proposicion 6.30. Suponga que V tiene dimension finita, entonces existe un
dnico operador g € Homg (V, V) adjunto de f. Mds ain, siT = {v1,...,Vn,W1,...,Wn}
es una base de Darboux de V, entonces

o), - (1)

Dem. Defina el operador g € Homg (V, V') por la imagen de la base T
g(v;) = Zg(f(wi),vj)vi —o(f(vi),vj)wi,

g(w;) = Za(f(wi),wj)vi—a(f(vi),wj)wi-

De esta forma

a (vi, g(v;)) o (f(vi),v;)
o (vi,g(wy)) = o (f(vi),wy)
o (wi,g(v;)) = o (f(wi),v;)
o (wi,g(wy)) = o (f(wi),wy)
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y por Propiedad 6.21

n

o(v,g(w) = Y o(vi,g(w)) o (wi,v) =0 (vi,0)o (wi,g(w))
(wj, w) o (

:(0

~0 (v3,0) (0 (wj,w) 0 (wi, g(v7)) = 0 (v, ) & (wi, g(wy)) )

—_

0 (1, 9(0;)) = o (v, w) 0 (v3, g(wy) o (wi,v)

n

,j=1

— (o (wisv) o (v, F(0)) = 0 (v3,0) 0 (05, f(w) ) (), w)
= Yo w)o (wy, f(v)) — o (v F(0) 7 (g w)

1

= o (f(v),w)

Por otro lado si, h € Homg(V, V) es adjunto de f, por Propiedad 5.12,

M-

@
Il
—

h(vj) = o (wi, h(vj)) vi — o (vi, h(vy)) w;

I

<
Il
-

o (f(ws),v) vi — o (f(vi),v;) w;

Il
=}
—

<
<S5
N

=
E
\

<
Il
—

o (wi, h(w;)) vi — o (vi, h(w;)) w;

o (f(w;),w;)v; — o (f(vi), w;) w;

I

I
Q =
— H\
&
S~—

luego h = g.
Ahora, para ver que la representacién matricial de g respecto a T es la adjunta
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simpléctica de la de f basta observar que para¢,j =1,...,n

T

4,
g T,(4,5)

[g} T,(n+i,n+j)

T,(i,n+j5)

[g(vj
o (w;

o (f(

-0 (yj, f(wz))

[£(w

T
LB
T,(n+j,n+1)

[g(wj)}

19(v5))

w;), vj)

I,

i)]:ﬂ

T

n+1

—0 (vi, g(wy))

-0 (f(vl)7 wj)

o (w;

) .f(v’t))

O

Notacién 6.31. Si V tiene dimensién finita, a la adjunta de f la denotaremos

por f*.
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Observacion 6.32. Note que si V tiene dimensién finita, para todo v,w € V,

[ (s(v)(w))

luego

f*os:sof*

donde a la izquierda en la igualdad tenemos el dual y a la derecha el adjunto.

Observacién 6.33. Si V tiene dimensién finita f*o f es auto-adjunta, de hecha

para todo v,w € V

o(v, [ o f(w)) = a(f(v), f(w)) = o(f* o f(v),w).

Proposicién 6.34. SiV tiene dimension finita, las siguientes propiedades son

equivalentes:

1. f es auto-adjunta; y,

2. la representacion matricial de [ respecto a una base de Darbouz es auto-

adjunta sympléctica.

Dem. Proposién 6.30 implica que si f es auto-adjunta, su representacién matri-
cial respecto a una base de Darboux es auto-adjunta sympléctica. Para estable-
cer el converso, tomamos una base de Darboux T = {v1,...,v,, w1, ..., W, } asu-
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T
mimos que [f] es auto-adjunta simpléctica, es decir para todo i,j € {1,...,n}
T

r a7
o (w, f(v)) = s
_T’ 7

L 17, (nj,n+4)
= —o(vj, f(wy))
- AT
—o (vi, f(wy)) = _f_T(n+i n+j)
-T7 )
L” 17,(4,4)
= o (wy, f(v))
- T
—o (v, f(vj)) = L 17, (nt4,5)
aT ’
= -]

T,(n+3j,i)

o (wi flw) =[]

en particular

o (v, f(v))
o (v, f(w;)
o (wi, f(v;)

o (wg, f(wy)) = o(f(w),wy).

Asi, por la demostracién de Proposicién 6.30, estds igualdades implican que el
adjunto de f es él mismo. O

) = o(f(
) = o(f(v
) o (f(

Ejemplo 6.35. Suponga que V =U xU* y

a ((v,2), (w, ) = AMw) — p(v).

Sea ahora g € Homg (U,U) y tome
f(’U,)\) - (g(v)vg*(A))

de forma que

o (0, A), f(w, 1)) = Ag(w)) = g" (1) (v)

|
<
—
>
N
—~
g
~

|
=
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luego f es auto-adjunto.

Observacion 6.36. El operador del ejemplo anterior es de hecho la forma maés
general de operador auto-adjunto sobre un espacio simpléctico. Es decir, dado
un operador auto-adjunto, existe una descomposicion del espacio en subespa-
cios invariantes compatibles con el operador tales que este toma la forma como
el operador f en Ejemplo 6.35. El resto de este capitulo tiene como objetivo
establecer ese resultado para el caso en el que el polinomio caracteristico del
operador se factoriza en factores lineales en K.

Lema 6.37. Suponga que V tiene dimension finita y que f es auto-adjunto,
entonces:

1. si f es una proyeccion, es decir f* = f, entonces f(V) es un subespacio
simpléctico;

2. para todo P(t) € K[t], P(f) es auto-adjunto.
Dem.
1. Como f es una proyeccién V = f(V) @ ker(f), y parav € V
v=f(v)+ (- f(v))

con f(v) € f(V)yv— f(v) € ker(f). Para probar el lema basta con
establecer que ker(f) = f(V)7, pues en tal caso, como f(V)Nker(f) = {0}
tendriamos f(V) N f(V)? = {0}, y la conclusién se sigue de Proposicién
6.13.1. Ahora, dado v € ker(f), para todo w € V,

o(f(w),v) = o(w, f(v)) =0

luegov € f(V)?,yasiker(f) C f(V)?. Perodim(ker(f)) = V—dim(f(V))
dim(f(V)7), entonces ker(f) = f(V)°.

2. Si P(t) = Z?:o a;t', para todo v,w € V tenemos

d
o(v, P(Hw) = D aio(v, f'(w))
=0

d
— Zaia(fi(v),w)

= o(P(f)(v),w).
O

Proposicion 6.38. Suponga que V tiene dimension finita, que f es auto-
adjunto y que

Pf(t) = (t—)\l)ml(t— )\2)m2 ...(t— )\,«)mr, AL, A2, A €KL

con A\, # Aj si i # j. Entonces para i = 1,...,r, Vi = ker(P;(f)™) es un
subespacio simpléctico invariante bajo f, y

V=Vie..oV,.
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Dem. La descomposicién V =V, @& ... & V,. como suma directa de subespacios
invariantes bajo f es consecuencia directa de Propiedad 2.24, y al considerar
también la afirmacién 2. del lema anterior obtenemos que la proyeccién sobre
cada uno de estos subespacios es auto-adjunta. La primera afirmacion del mismo

lema implica que cada uno de estos V;, i = 1,...,r, es un subespacio simpléctico.
O



Capitulo 7

Algebra Multilineal

Sea K un cuerpo y V, W espacios vectoriales sobre K.

Notacion 7.1. Dado k € Z~( denotamos

VE=Vx...xV

k—veces

y para k = 0 usamos la convencién V° = K.

7.1. Tensores

Definicién 7.2. Sea k € Z>oy T : V# — K una funcién. Decimos que T es
multilineal si para ¢ = 1...k tenemos

T(v1,...,civi + vy o) = T (1, .oy V4o 0) + T (V1,0 V) OR)

para todo vy, ..., 0,0}, ..., vy € Vy¢,c € K.SiT es multilineal decimos que
T es un k-tensor. Al conjunto de k-tensores lo denotamos por T%(V).

Observacién 7.3. Para todo k € Z>( el conjunto T*(V) es un espacio vectorial
sobre K bajo las operaciones:

S+T: vk — K
(vi,...,0) +— Svi,...,08) +T(v1,...,0k)
cT vk — K
(v1,...,0) +— cT(v1,...,0k)

para todo S, T € T*(V) y c€ K.
Observacién 7.4. T°(V) ~ K y TY (V) = V*.

Ejemplo 7.5. Sea n € Z~y.
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1. La funcién
(o;0) : K" x K" — K
((ml, ey Tn), (Y1, ,yn)) — Yo Ty
define un 2-tensor.
2. Sea a;; € K, 1,7 =1,...,n. La funcién
T: K" x K™ — K
((xl, ey n), (Y1, 7yn)> = Do TiligY;
define un 2-tensor.

3. La funcién

det : (K") — K
(fl, ... ,fn) > det(zi) = Y ,eq, 880(0)To(1)1 - - To(n)n
donde T; = (x1,...,2pn;) para j =1,...,n define un n-tensor.

Definicién 7.6. Sean k,l € Z>q. Dados S € T*(V) y T € T' (V') definimos su
producto tensorial S® T € T*H(V) por

S@T(v1,- -, Uk, V15 -5 Vigt) = S(1, o, 06) T Ukt -+ Vit
para todo vy, ..., vk € V.

Observacion 7.7. El producto tensorial no es conmutativo pues no siempre es
cierto que S® T y S ® T coincidan.

Propiedad 7.8. El producto tensorial es bilineal y asociativo. Es decir, dados
k,l,m € Zso y S,S" € TH(V), T,T' € TY(V), U € T™(V), c € K tenemos:

1. (S+S8Y@T=80T+5 T,
2. 80 (T+T)=5ST+SoT,
3. (S)Y@T=c(SRT)=5® (),
4. (SeTYeU=S®(TaU).
Dem. La demostracién es una verificacién directa. O

Notacién 7.9. Por la Proposicién 7.8 4. denotamos ST U = (S@T) U
y asi podemos definir producto tensorial de méas de dos tensores.
Teorema 7.10. Suponga que dimg (V) =n < co. Sea {v1,...,v,} una base de
V oy {\,...,\n} la base dual. Para todo k € Zq, la coleccion de k-tensores
Duoon)
015t =1

es una base de T*(V). En particular

dimK(Tk) =nF.
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Dem. Veamos primero que
k
T (V) = <)‘11 Q@ >‘ik>?1,...,ik:1'
Note que para todo iy ..., %k, j1,--.,Jk € {1,...,n}

1 sity=71,.-.,0k = Jk
)‘i1®"’®)‘ik(vj1v"'vvjk)5i1j1"'§ikjk{ 0 sino
Asi,siwl,...,wkGVywj:Z?zlaijvi,aijGK,jzl,...,kentonceS

n
)\Zl®®)\lk(w1,,wk): Z aj11~~~ajkk)\l-1®~~~®)\ik(vjl,...,vjk)

Jiy--dk=1
n

= Y a1 aiwbi, o Gig,
J1see =1

= gy Qigk

Ahora, dado T € T*(V)

T(wy,...,w) = Z i1 kT (Vg oy 05,)
i1yt =1
Z T(’Uiu-“avik))\h ®-~-®)\ik(w1,...,wk)

i1, =1

luego

T= Y Ty, 0 )\ @@ X,

014yt =1

yTEV) = (N, @@\, )P

1] eyt =1"
Establezcamos ahora la independencia lineal. Suponga que

0= Z Ci1~~~ik)‘i1®"'®)\ik-

i1yeeip=1

Si evaluamos en (vj,, ..., v;,) obtenemos

n
0= E CiyigNin @ - @ Ny (Vg5 -, 05,)
i1,k =1
= 1,

Ejemplo 7.11. Sea n € Zsq, {e;}_, la base canénica de K™y {f1,..., fn} la
base dual.
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(o;0) : K" x K™ — K
(RN O B St
entonces (e;0) =>"" | f; ® f;.
2. Seaa;; € K,i,7=1,...,n.Si
T: K™ x K" — K
((371,---,xn),(yu-u,yn)) = Y Ty

entonces T = szzl ai; fi @ f;.

3. Si .,
det: (k") — K
(flv s 7fn) — desn Sgn(o)xo(l)l < Lo(n)n
donde T; = (x1j,...,2n;) para j = 1,...,n entonces

det = Z Sgn(a)fa(l) - fo’(n)'
ocES),

Definicién 7.12. Sea f € Homg (V,W). Dado k € Z>( definimos

frTrw) — THW)
T +— fT:(v1,...,00) = T(f(v1),..., fvg)).

Proposicién 7.13. Sea f € Homg (V,W) y k,l € Z>o. Para todo S € T*(W)
yT € TYW) tenemos
FSeT) = f*S e fT.

Dem. La demostracion es una verificacién inmediata. O

7.2. Tensores alternantes
Definicién 7.14. Sea k € Z>q y w € T*(V), decimos que w es alternante si
W1,y Uiy Uy, 0,) =0, U1, €V

siempre que v; = v; para algin par 4,j € {1,...,k}, i # j. Denotamos por
AF(V) al subespacio de T*(V) de k-tensores alternantes.

Propiedad 7.15. Sea k € Z>q y w € T*(V) un k-tensor alternante, entonces
W15y Uiy ey Uy ey V) = —wW(V1, o, Vs oo, Uy e, V)

para todo vy,...,vx €V ytodo 1 <i<j<k.
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Dem.
0=w(vi,..., 0 +0vj,...,0 +Vj,...,0%)
=W(V1, .oy Vise ooy Viy ooy O) F WU, oo, iy oo, Uy, UR)
+w(r, . V5, VU)WV, U Uy, V)
=w(V1,. . Vi oo, Uy, V) FW(UL, ., Uy, iy, V)

Observacién 7.16. Sea k € Z>o y w € A¥(V), para toda permutacién o € Sy
tenemos

w(%u), e 7'Ua(k)) = —sgn(o)w(vi,. .., vg).

Esta ultima igualdad es la que justifica el nombre de alternante.
Observacién 7.17. A°(V) =T°(V)~ K y AY(V) =TYV) = V*.
Ejemplo 7.18. Sean € Z~g.

1. La funcién determinante

n
det : <K) K
(Tl, . ,En) — ZUGS” Sg(0) Lo (1)1 - - - Lo(n)n

donde T; = (x1j,...,Tn;) para j = 1,...,n define un n-tensor alternante.
2.8a ke {l,....n} y1 <i; <...< i <n. La funcién determinante

menor

k
detil.“ik : (Kn) — K
(51, . ,Ek) — desk sgn(a)xiﬁ(l)l B T
donde T; = (x1j,...,%n;) para j = 1,...,n define un k-tensor alternante.

Observacién 7.19. Sea k,l € Z>o y w € A¥(V), n € AL V), el k + I-tensor
w ® 1 no es necesariamente alternante. Para obtener un tensor alternante hace
falta proyectar sobre el subespacio A¥ (V) < TFH(V).

Definicién 7.20. Sea k € Z>( tal que si char(K) > 0 entonces k < char(K).

Definimos Alt € Homg (T*(V), T*(V)) por
1
AW(T) (v, 0k) = 45 > sgn(0)T(Va(1)s - - s Vo(r))
€Sk

Ejemplo 7.21. Sea n € Zsq, {e;}_, la base canénica de K™ y {f1,..., fn} la
base dual.
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1. Para char(K) > 0 suponga que n < char(K).SiT = f1®---® f,, tenemos

que para todo Z; = (1;,...,%n;) € K", j=1,...,n,
_ _ 1
Alt(T)(‘rlv . 71’.?1) = E Z Sgl’l(O’)fl X fn(vfr(l)7 s 7Ua'(n))
’ O'ESn

1
= E Z Sgn(a)xla(l) * Lo (n)
g€Sy,

1
= a Z Sgn(a)xa*1(1)1 T To—1(n)n
o€eSy

1 _
- E Z Sgn(a 1)x0_1(1)1 To-1l(n)n
O'ESn

1
= E Z Sgn(a)xa(l)l *To(n)n
" 0€S,

1
= Edet (El,...,fn)

asf Alt(f1 @ -+ ® fn) = = det.

2. Sea ke {l,...,n} y1<i; <...<i, <mn.Para char(K) > 0 suponga
que k < char(K). SiT = f;, ® --- ® f;,, tenemos que para todo T; =
(xlj,...,xnj)GK",j:l,...,k,

_ _ 1
AW(T)(Zy,...,Tx) = %l Z sgn(o) fi, ® - @ fi, (Vo(1)s -+ Vo(k))
’ oESk

1
- k! Z Sgn(a)xilo(l) C Tiyo (k)
g€Sk

1
TR Z SE(0)Ti, 1 )17 iy b
o€Sk

1
e p— 71 . ... .
=5 E sgn(o )x%_lml Ti 1k
o€Sk

1
T Z Sgn(a)xid(l)l o Tig gk
" oESy

1
= y det i1.in (El, . ,fk)

ast Alt(f;, ® ---® fi,) = % dety, i, -

Proposicién 7.22. Para todo k € Z>( el operador Alt es una proyeccion sobre
AF(V). Es decir:

1. para todo T € TH(V), Alt(T) € A¥(V),
2. para todo w € A¥(V), Alt(w) = w,
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3. Alto Alt = Alt.

Dem.

1. Dados 1 < i < j < k, defina 7 € Sy la transposicién que intercambia 4
y j (y deja al resto de elementos en {1,...,k} fijos). Sea A el subgrupo
de S} formado por las permutaciones con signo 1, de forma que si TA; =
{10 € Sk|| 0 € A} entonces S, = Ax UTAj es una particién de Si. Nota
que sgn(7o) = —sgn(o) para todo o € Si. Sean v1,...,v; € V tales que
v; = v;, entonces para todo o € Sk tenemos

(Vo(1)s- -+ Vo(k) = (Wro(1)s- - - s Vro(h))
y asi
AL (T) (01, .., vp)
= % Z sgn (o) (Vo1) - - - Vo (k)

" o€Sy

1
B (Z sgn(0)T (Vg(1), - s Vo)) + Z Sgn(U)T(vU(l)v'";va(k))>

o€Ag ocETA
1
=1 (Z sgn(0)T (Va(1)s - - - 5 Vor(k)) + Z sgn(70)T (Vro(1)s - - .,vm(k))>
" \o€Ay €A
1
= (Z sgn(0) T (vo(1), -+ Vo (k) — Z SgH(U)T(Um(1),~--,vm(k))>
’ o€Ay oEAL
=0

luego Alt(T) € AF(V).

2. Sea w € Ak(V), entonces para todo vy, ...,vr € V tenemos que

1
Alt(w)(v1,...,vk) = o Z sgn(0)w (Vo (1), -+ + 5 Vo (k)

’ ocESK
1
- k! Z Sgn(a) Sgn(o’)w(vl’ o 7'Uk)
’ €Sy
1
= w(vy, ..., Vk)
" o€Sk

1
= k—k! w(vgy ..., vE)

luego Alt(w) = w.

3. Se sigue inmediatamente de 1. y 2.
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O

Definicién 7.23. Sea k,I € Z>( tal que si char(K) > 0 entonces k + 1 <
char(K). Sea w € AV y n € AY(V), definimos el producto exterior w An €
ARV por
(kD)
WA= Alt(w @ n).
Lema 7.24. Sea k,l,m € Z>¢ tal que si char(K) > 0 entonces k+1+m <
char(K). Sea S € TH(V), T e TY (V) y U € T™(V) tenemos que

1. si Alt(S) = 0 entonces Alt(S®@T) =0=Alt(T ® S),
2. ALABK(S@T)RU) =Al(S®@ T U) = Alt(S @ Al(T @ U))

Dem.

1. Tome S} como el subgrupo de Sky; formado por la permutaciones que
dejan fijosa k+1,...,k+1ysean o1,...,05 € Spri, N = (k+1)!/(k]),
representantes de los coconjuntos Syo = {70 € Si4i| T € Sk}, 0 € Skti,
de forma que

Skt = U105}
es una particién de Siy;. Entonces para todo vy,..., vk €V

Alt(S ® T)(Ul, e ’vk+l)

1
= (k n l)' Z SgD(U)S & T(’Ug(l), R ’Uo(k+l))
" o€Skt
1 N
= m Z Z SgD(TUi)S X T(Urai(l)a . ’UTUi(k+l))
Ti=1T€eSy
1 N
— m ZSgl’l(O’i) Z SgD(T)S(Uq—m;(l)a e VUTUi(k))T(’UTUi(kJ,-l), PN ,'UTJi(k_H)),
Ti=1 TESK

Parai=1,..., Nyj=1,...,k+l, denote wj(-i) = Vg, (j), asi, como Alt = 0
entonces

Alt(S & T)(’Ul, R ,’Uk_H)

N

1 (i) (i) (i) (i)

= CEm ngn(ai) Z sgn(T)S(wT(l), . ,wT(k))T(wT(kH), . ,wT(kH))
Ci=1 TESK

N
1 f i i §
= — sen(o;) sgn(T)S(wi )1 ,...,wi )k )T(w,(w)rl, . ,w,(cll)
(1) (k)
i=1

|
(k + l> TESK
R : : : :
= ] ngn(oi) ( Z sgn(T)S(wiz()l), e 7LL)S(),C))) T(w,i:)_l, . ,w,(fll)
Ci=1 TESK
By (@) DV (40 @
= stgn(ai)Alt(S)(wl s VT (w0, wiy)
Ti=1

=0
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Similarmente, si tomamos Sy como el subgrupo de Si,; formado por la
permutaciones que dejan fijos a 1,...,[, obtenemos Alt(T' ® S) = 0.

2. AL (AB(S®@T)—-S®T)=Alt(S®T) — Alt(S ®T) = 0, luego por 1.

0=ALt ((AK(S®T)-S®T)U)
=Al (A(SRT)QU) - Alt(S®T o U)

y asi Alt (Alt(S®@T)®@U) = Alt(S ® T ® U). Similarmente obtenemos
ABSR AT @ U)) =A(S T ®U).

O

Propiedad 7.25. FEl producto exterior es bilineal, asociativo y anticonmutativo.
Es decir, dados k,l,m € Z>¢ tal que si char(K) > 0 entonces k+14+m < char(K)

yw,w €AV, n,n' € A(V), § € A™(V), c € K tenemos:

1. (wWH+W)An=wAn+uw An,

2. wA(n+n)=wAn+wAr,

3. (eaw) An=clwAn)=wA(cn),

4. wAn=(-DFnAw,

5 WAMAG=wA (nAg) = ELE Al (w @y e 0).

Dem. Las propiedades 1., 2. y 3. se siguen inmediatamente de la bilinearidad de
® y de la linearidad de Alt.

4. Sea T € Sy, definida por

(i) = itk sil<i<l
TW=Y -1 sil+1<i<l+k

Como sgn(7) = (—1)* y sgn(o7) = (—1)*' sgn(c) para toda o € Sy
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entonces para todo vy, ..., vk € V

wA 77(1)17 s avk+l)

kE+1)!
= ( il l') Alt(w@n)(vl,...,ka)

1
TR > sgn(0)w @ N(Vs(1)s - Va(k)s Vot -+ > Vo (k)

UeSk+l

= m Z SgIl(O')OJ(UO.(l), e u”a(k))n(vv(k—kl)v ceey UU(k—H))

’ oESK41

= W Z Sgn(o)w(vor(l+1)7 v avar(l+k))n(vor(l)7 v aUJT(l))

UESk+l

=0 Z (=) sgn(o7)n(Var(1)s - - -+ Vor )@ Vor(i41)s - - - » Vor(14k))
'. UeSiH»l
1
= (—1)klm Z Sgn(aT)n<UUT(1)7 s 7Uar(l))w(va‘r(l+1)a v ava‘r(l+k:))
U oTESK41
(_1)kl 1

7[' Z Sgn(‘”)’l 0 w(UUT(1)7 <o Uor(k)s Vor(k+1)s - -+ UoT(}c+l))

|
kt 0TESK41
(k+1)!
kL
(=D Aw(vr, ..., vee).

= (=)™ Alt(n @ w)(v1, ..+, V1)

ast wAn = (=1)knAw.

5. Por Lema 7.24

(WA AE = Alt ((wAn)®0)

(k+D!'m

.y e+ 1)!
_ ((k‘tr l; ;”n' Alt <(k'+l') Alt(w@n)®0>

_ (k+1+m)!

(k+14m)!
!
!

Similarmente obtenemos w A (n A 6) = (k-tldm)! Altlw®n®0).

kIl m!

O

Observacién 7.26. Suponga que char(K) # 2 y que A es un 1-tensor, entonces
por Propiedad 7.25 4.
AANA=0.

De hecho AAX = —A A X luego 2A A XA =0y como 2 # 0 tenemos A A A = 0.
Ademaés si A1, A2 son 1-tensores entonces por definicién

AMAXA =2 QA — A ® Aq,
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y en general para Aq,..., A\, € TH(V), k € Z>¢ tal que si char(K) > 0 entonces
k < char(K),

MALLAXN = Z Sgn(o))\g(l) Q- )\g(k).
g€Sk

Proposicién 7.27. Sea f € Homg (V,W) y k,l € Z>o. Para todo w € AF(W)
yn € AY(W) tenemos

frlwAn) = fwA f.
Dem. La demostracién es una verificacién inmediata. O

Notacién 7.28. Por Propiedad 7.25 5. denotamos (wAn) A8 =wAnAQy asi
podemos definir producto exterior de mas de dos tensores alternantes.

Corolario 7.29. Sean ki,...,k, € Z>q tal que si char(K) > 0 entonces k1 +
oot ke <char(K) yw; € Ak (V), i=1,...,r, entonces

Ep 4 ...+ k)
wl/\"'/\wr:<1+—+)A1t(wl®"'®wr)-
eyl k!

Dem. Se sigue de inmediatamente de Propiedad 7.25 5. por induccién en r. [

Ejemplo 7.30. Sea n € Zsq, {e;}_, la base canénica de K™ y {f1,..., fn} la
base dual.

1. Para char(K) > 0 suponga que n < char(K). Como Alt(f1 ® - - ® fp,) =
% det entonces

fiA A fr=det.

2. 8ea ke {l,....,.n}y1l<i <...<i, <mn. Para char(K) > 0 suponga
que k < char(K). Como Alt(f;, ® --- ® fi,) = % det;, ., entonces

fi1/\"'/\fik:,det .

1.7k

Teorema 7.31. Suponga que char(K) # 2 ydimg (V) =n < co. Sea {v1,...,v5}
una base de V. y {A1,..., \n} la base dual. Sea k € Z~q tal que si char(K) >0
entonces k < char(K). La coleccion de k-tensores

{)\il/\--~/\)\ik}

1<i1<..<ip<n

es una base de A*(V'). En particular

dimg (A*(V)) = (Z)
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n

Dem. Sea k € Z>o y w € A¥(V), como w € T*(V) y { X, ® - @ A, }

es un base de T%(V) entonces

i1,.nin=1

w= Z Cjroge iy @ - @ Agy,
Jiyejrk=1
con ¢, .. 5, € K. Asi
w = Alt(w)

= Z Cji..gk Alt()‘h Q- ® )\Jk)
Jiyeenje=1

= Z Cjroegu KNG A A A,
Jiseenje=1

Ahora, dados j1,...,jk € {1,...,n} por Propiedad 7.25 4. y Observacién 7.26,
si dos de los subindices j; coinciden entonces Aj; A--- A Xj, = 0, luego podemos
asumir que son todos distintos; en tal caso Aj, A--- A Xj, = sgn(oy,,. g )iy A

-+ A ), donde 43 < ... <14 son los mismos subindices ji, ..., ji ordenados en
forma creciente y o, ... j, € Sk es la permutacién que reorganiza los ji,..., jk.
Luego

w = E ail,wik)\il /\"'/\)‘ik

1<ii<...<ip<n

con @iy i = K'Y s, Cipyeion s ¥ aSE AR(V) = iy A Adig)i<in <. <ig<n-
Para establecer la independencia lineal, note que si 1 <i; < ... <ip <ny
1<j1 <...<jr <nentonces (ver Ejemplo 7.30 2.)

1 osiip=ji,....0 = ji
)\il/\"'/\)‘ik(vjl""’vjk){ 0 sino

luego si 0 = Zl§i1<...<ik§n @iy o igNip Ao AN, entonces

0= Z iy .oyif, Ay /\"'/\Aik(vjlv"'vvjk)

1<i1<...<ix<n

= Qjy,egi

7.3. (l,k)-Tensores

En esta seccién asumiremos que V tienen dimension finita.
Definicién 7.32. Sean I,k € Z>¢. Un (I, k)-tensor es una funcién multilineal:
TG (VY X VEF =V %o . xV XV x---xV — K.
l—veces k—veces

Al espacio de (I, k)-tensores lo denotamos T:F) (V) 6 TY (V).
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Notacién 7.33. Como V tiene dimensién finita, por Teorema 3.10 tenemos
V ~ (V*)* canénicamente, en particular todo v € V lo identificaremos con el
(1,0)-tensor

<)
K
l
=

y T1,0)(V) ~ V canénicamente.

Definicién 7.34. Sean ly,ly, k1, ky € Zso, S € TUF)(V) y T € TU2:k2) (V)
definimos su producto tensorial S ® T € T(!1+zkitk2) (V) por

S®T()\1,...,)\ll+1271)1,...7’l)k1+k2)
:S()\l,~--7>\ll,'l11,---,rUkl)T(All+1,~--,>\l1+l2;vk1+1,~--7Uk1+k2)
para todo Ai,..., A4, €V, U1, U4k, €V

Propiedad 7.35. El producto tensorial es bilineal y asociativo. Es decir, da-
dos 11,1213, k1, ke, ks € Zso y S,8 € TWHF)(V), T,T" € TEk)(V), U €
TUs:k2)(V), ¢ € K tenemos:

1. (S+58)T=ST+5 T,
2. ST +T)=8ST+SoT,
3. (S)@T=c(SQT)=5® (),
4. (ST)U=Sx(T'aU).
Dem. La demostracién es una verificacién directa. O

Notacién 7.36. Por la Proposicién 7.35 4. denotamos SQ@T QU = (S®T)®U
y asi podemos definir producto tensorial de méas de dos tensores.

Teorema 7.37. Suponga que dimg (V) = n. Sea {v1,...,v,} una base de V y
{A1,.. ., A} la base dual. Para todo 1,k € Z~g, la coleccion de (1, k)-tensores

n

Ty s80,J1 50 k=1

{U“ ® - @y ®>\j1 ®"'®>‘jk}
es una base de TR (V). En particular
dimp (T(l*k)(v)> — (k)

Dem. Similar a la demostracién de Teorema 7.10. Note que para todo T €
TER (V)

O
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Ejemplo 7.38. Sea {e1,...,e,} la base canénica de K™ y {f1,..., fn} la base
dual.

1. Suponga que char(K) # 2. Para n = 3 sea T € T(1?)(K3) el tensor
Ty =e1® (faAf3) —e2@(fi A fz) +e3 @ (f1 A fa).

2. Sea A = (a;j) € Myxn(K), y Ta € TV (V) el tensor

TA = Z ;€4 (24 fj'

ij=1

Definicién 7.39. Suponga que dimg (V) = n. Sea {vy,...,v,} una base de V
vy {AM,...,An} la base dual. Sea l,k € Z>¢ y

t="Vp @ @V @Az, @+ @ Ag, ET(l’k)(V)_

Dados I, k' € Z>¢ tales que I’ > k y k' > [ definimos la contraccidn por t como
la transformacién lineal

TR vy T RE Dy
T +— T(t):=#T)

donde si
T=v;,® Qv ®Xj, ® - ® Ny,
entonces

l

k
T(t) = <H /\ﬁs (Uis) H )\js (Uas)) vik+1 & Q vil/ & Ajprl (SR >\jk/ .
s=1

s=1

Extendemos linealmente a todo los (I, k)-tensores t € T(-*)(V) para obtener

¢ TCR(V) 5 Homg (Tﬂ’vk’)(V),T“’*kv’“’*”(V))
t — t
Observacion 7.40. Note que

k l
<H )\55 (IU"'S‘) H )\Ji (vas)> = vi1®. : .®Il}7’k®>\]1®. : .®)\jl (’Uoél’ A ’Il}al ) Aﬁ)l’ trt Aﬁk)'
s=1

s=1

Ejemplo 7.41. Sea {ej,...,e,} la base candénica de K™ y {f1,..., fn} la base
dual.



(I, k)-Tensores 129

1. Sea Ty € T2 (K?) como en Ejemplo 7.38 1., y

3 3
v = E aie;, v = E bie;
i=1 i1

con a;,b; € K,i=1,...,3. Entonces v; ® vy € TZO(K3) y Ty (v1 @ wp) €
T (K3) ~ K3 con

Ty (v1 ®v2) = (fa A f3)(vi,v2)er — (f1 A f3)(vi,v2)ea + (fi A f2)(v1,v2)es
= (a2b3 — a3b2)61 — (a1b3 — a3b1)€2 + (a1b2 - agbl)eg

=:vV1 X Vg

2. Sea Ty € TV (K™) como en Ejemplo 7.38 2. y

n
v = E C;€;
i=1

con¢; € K,i=1,...,n. Entonces Ta(v) € THO(K") ~ K™ con

Ta(v) = Z aij fj(v)e;

1,j=1

n
= E aijcjei
n

3,J=1
n
E E Qi5Cj €;

j=1

i=1
fa(v)

donde f4 € Homp (K™, K™) estd definida por fa(e;) = >0 | aije;.
3. Sea TAT™V(K™) como en Ejemplo 7.38 2. y

A=D_ dify
j=1
cond; € K,i=1,...,n. Entonces T4(\) € TV (K™) ~ (K™)* con

Ta(\) = aiAei)f;

ij=1
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donde fa € Homp (K™, K™) estd definida por fa(e;) = D1, aije;.
7.4. Convenciones en notacién de tensores

En esta seccién asumiremos que V' tienen dimensién finita.

Notacion 7.42. En esta seccion usaremos las siguientes convenciones.

1.
2.
3.
4.

Los elementos de V' los denotaremos con subindices.
Los elementos de V* los denotaremos con superindices.
Al espacio de (I, k)-tensores lo denotaremos por T5 (V).

Convencién de Einstein: si un indice se repite como subindice y superindice
se asume sumatoria sobre este.

Ejemplo 7.43. Sea n = dim(V), {v1,...,v,} una base de V' y {\!,...,\"} la
base dual.

1.

Dadov € V y A € V* si denotamos

vt = N (v)

Ai = A(v;)
entonces

v = fuivi

A=A\

. Dado T € T}(V) si denotamos

T;lljli = T()\ilj. . )\il"vj17 A ,’Ujk)
entonces o - |
T:T?l”'”’l}il ®"'®Uil ®)\j1 ®®)\gk

Jie--Jk
Dado f € Homg (V, V) si denotamos
f; =N (f(vy)
entonces el tensor Ty = f]’vl @M € TH(V) es tal que
Ty(v) = fj (vi @ N) (v)
= f;)\j(v)vi

= f;vjvi

= f(v)
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Ty = fi (s @ N) (V)
= f;A(Ui)/\j
= [jAN
=1\
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Apéndice A

Cuerpos

Definicién A.1. Un cuerpo K es un conjunto con dos operaciones + y - (e.d.
funciones K x K — K), que llamamos respectivamente suma y multiplicacion,
y dos elementos distintos 0,1 € K, que llamamos respectivamente cero y uno,
los cuales satisfacen las siguientes propiedades para todo a,b,c € K:

1.

2.

3.
4.

5.

commutatividad: a +b=b+a;y,a-b=>5"a;
asociatividad: a+ (b+¢) = (a+b)+¢y,a-(b-c)=(a-b) ¢
neutralidad de 0 y 1: 0+ a=a;y, 1-a = a;

existencia de opuesto y de inverso: Existe d € K tal que a +d = 0 y, si
a#0,existee € K talque a-e=1.

distributividad del producto sobre la suma: a-(b+c¢)=a-b+a-c.

Notacion A.2. Es usual omitir el simbolo - en la operacién de multiplicacion,
de tal forma que a - b se denota también por ab.

Ejemplo A.3. Los siguientes conjuntos junto con sus respectivas operaciones
SON Cuerpos.

1.

El conjunto de los ntimeros reales R con sus operaciones usuales de suma
y multiplicacion.

. El conjunto de los nimeros complejos C con sus operaciones usuales de

suma y multiplicacién.

. El conjunto de los nimeros racionales QQ con sus operaciones usuales de

suma y multiplicacién.

El subconjunto de los niimeros reales Q[v/2], el cual es formado por los
nimeros de la forma a+bv/2 donde a, b € Q, con las operaciones heredades
de R.
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5. El subconjunto de los nimeros complejos Q[i], el cual es formado por los
nimeros de la forma a + bi donde a,b € Q, con las operaciones heredadas
de C.

6. El conjunto de clases de equivalencia médulo p en los niimeros enteros Z,
F,, donde p es un ndmero primo, con las operaciones heredadas de las
operaciones usuales de suma y multiplicacién de Z.

Ejemplo A.4. Los siguientes conjuntos no son cuerpos.

1. El conjunto de los nimeros naturales N con sus operaciones usuales, pues
los elementos diferentes de 0 no tienen opuesto.

2. El conjunto de los niimeros enteros Z con sus operaciones usuales, pues
los elementos diferentes de 0, aparte de —1 y de 1 no tienen inverso.

Proposicién A.5 (Ley de cancelacién). Sea K un cuerpo y sean a,b,c € K,
sia+b=c+bdsib#0 yab=ch, entonces a = c.

Dem. Basta con sumar el opuesto de b a ambos lados de la igualdad en el caso
de la suma, o multiplicar por el inverso de b en el caso de la multiplicacién. [

Proposiciéon A.6 (Unicidad de 0, 1, del opuesto y del inverso). Sea K un
cuerpo, entonces los elementos neutros de la suma y de la multiplicacion son
unicos, al igual que opuestos e inversos.

Dem. Si e € K es tal que a + e = a para todo a € K, por la neutralidad de 0
tenemos que a + 0 = a = a + e. La ley de cancelacién implica que 0 = e. Simi-
larmente, se puede verificar la unicidad de 1 como neutro de la multiplicacién.
Para verificar la unicidad del opuesto, observe que si a € K y b, ¢ € K son tales
que a+b=0=a+c, la Ley de cancelacién implica que b = c. Similarmente se
establece la unicidad del inverso, cuando este existe. O

Notacion A.7. Dada la unicidad de opuestos e inversos, los llamaremos el

opuesto de a y el inverso de b, respectivamente d y e en Definicién A.1.4, que se

denotaran respectivamente por —a y por b=! 6 1/b. En particular —(—a) = a.
.z <z 1

También se denota la operacién a + (—b) por a —by a-b~" por .

Propiedad A.8. Sea K un cuerpo, y sean a,b € K, entonces:

1. a-0=0;

1. Tenemos 0 =04+0y 0+a-0=a-0. Asi
0+a-0=a-(0+0)=a-0+4+a-0,

luego por Ley de cancelacién 0 = a - 0.
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2. Por unicidad del opuesto basta verificar que (—a)b y a(—b) son el opuesto
de ab. Pero,
0=0-b=(a+(—a))b=ab+ (—a)b

de donde (—a)b es el opuesto de ab. Similarmente se establece a - (—b) =
—(a-b).

3. Usando la igualdad —(—b) = b y la propiedad 2:

(=a)(=b) = a(=(=b)) = ab

Definicién A.9. Sea K un cuerpo, si existe un nimero natural k£ tal que

1+14+...4+41=0
—_——

k sumandos

al minimo entre estos lo llamamos la caracteristica de K y los denotamos
char(K). En caso de que no existe tal k, decimos que la caracteristica de K
es 0 y lo denotamos char(K) = 0.

Ejemplo A.10. La caracteristica de IF, es p y las de Q, R, C son todas iguales
0.

Definicién A.11. Sea K un cuerpo. Si K es tal que para cualquier polinomio
p(t) =ant" +...+ a1t +ag, an,...,a1,a0 € K
existe ¢ € K tal que p(c) = 0, decimos que K es algebraicamente cerrado.

Teorema A.12 (Teorema fundamental del dlgebra). El cuerpo de los nimeros
complejos C es algebraicamente cerrado.

Polinomios con coeficientes en un cuerpo

Definiciéon A.13. Al conjunto de polinomios con coeficientes en K en la va-
riable ¢ lo denotamos por K[t]. Si P(t) € K|[t] es tal que

P(t) = apt"™ + an 1" P+ ..t ait+ao

con a,, # 0, decimos que el grado de P(t) es n, que denotamos por deg (P(t)) =n
y llamamos a a,, coeficiente lider. El caso P(t) = 0, escribimos deg (P(t)) = —oo
y convenimos que —oo < n para todo n € Z. Dado otro polinomio Q(t) =
b t™ 4 ... + b1t + bo, el producto R(t) de Q(t) y P(t) estd definido por

n+m 1

R(t)=QMPt)=>_ D biaij |t

i=0 \j=0



136 Capitulo A. Cuerpos

Observacién A.14. Sean P(t),Q(t) € K|t], entonces
deg (P(t) + Q(t)) < max{deg (P(t)),deg (Q(t))},
si deg (P(t)) # deg (Q(t))
deg (P(t) + Q(t)) = max{deg (P(t)) ,deg (Q(t))},
y si Q(t) #0
deg (P(t)Q(t)) = deg(P(t)) + deg(Q(t)) > deg (P(t)) ;

Teorema A.15 (Algoritmo de la divisién). Sean P(t), Q(t) € K|t], con Q(t) #
0, entonces existen tnicos S(t), R(t) € K|[t] tales que

P(t) = S(H)Q(H) + R(t), y deg (R(t)) < deg (Q(t))

Dem. Sea N = {P(t) = T(t)Q(t)}r(t)eky)- Como N # () y deg(N) C Zxo, existe
R(t) = P(t)—S(t)Q(t) € N de grado minimo. Tenemos deg (R(t)) < deg (Q(t)),
pues de lo contrario, si a,b € K son los respectivos coeficientes lider de R(t) y
Q(1), el polinomio

R(t) — gtdegmu))fdeg(cz(t))Q(t) — P — < St + thegm(t))deg(@(t))) Q)

tendria grado menor que R(t), contradiciendo su minimalidad. Para establecer
la unicidad de S(t) y R(t), asumimos que existen S’(t), R'(t) € K|[t] tales que
P(t) = S'(t)Q(t) + R'(t) con deg (R'(t)) < deg (Q(t)). Entonces

(S(t) = S'(1) Q(t) = R'(t) — R(1),

y asi como
deg (R(t) — R'(t)) < deg (Q(t)) ,
S(t)—S'(t) =0y R(t) — R'(t) =0, es decir R'(t) = R(t) y S'(t) = S(t). O
(

Corolario A.16. Sea P(t) € K[t] y A € K tal que P(\) = 0. Entonces eziste
S(t) € K[t], tal que P(t) = (t — X)S(t).

Dem. Sea Q(t) =t — Xy S(t), R(t) € K[t] como en el algoritmo de la divisién.
En particular deg (R(t)) = 0 es decir R(f) = a para algin a € K. As{ 0 =
PA)=A=-XNSA\) +a=a. O

Definicién A.17. Sean P(t)
mdzimo comin divisor de P(t

1. R(t) divide a P(t) y Q(t
P(t) = Si(OR() Q) = S(t)R().

2. Si Ro(t) € K[t] divide a P(t) y Q(t), entonces Ry(t) divide a R(t).

Q) € KH decimos que R(t) € K|[t] es un
)y Q) si
);

es decir existen Si(t), Sa(t) € KJt] tales que
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Proposicién A.18. Dados P(t),Q(t) € K|[t], con P(t) # 0 ¢ Q(t) # 0, exis-
te un mdzimo comun divisor (P(t),Q(t) R(t) € K][t]. Mas ain, existen

) = t
Po(t), Qo(t) € KTt] tales que R(t) = Qo(t)P(t) + Po()Q(1).
Dem. Sea

= {QuP®) + POQ) € K1t} | Pi().Qu(t) € Kt Qut)P() + P(1Q(E) # 0}

Como N # 0y deg(N) C Zxq, existe R(t) = Qo(t)P(t) + Po(t)Q(t) € N de
grado minimo. Veamos que R(t) es un méaximo comun divisor. De hecho, si

S(t), Ro(t) € K[t] son tales que
P(t) = S(t)R(¢) + Ro(t)
con deg (Ro(t)) < deg (R(t)),
Ro(t) = P(t) = S(t)R(t) = (1 = S(t)Qo(t)) P(t) — S(t) Po(t)Q(),

y asf como R(t) es minimo en grado en N, Ry(t) € N, es decir Ry(t) = 0. Luego
R(t) divide a P(t) y, por un argumento similar, R(t) divide a Q(¢). Finalmente,
si R'(t) € K[t] divide a P(t) y Q(t), es decir si existen Si(t), S5(t) € K|[t] tales

que
P(t)=Si(O)R'(t) Q) = Sy(t)R' (1),
R'[t] también divide a R[t], pues
R(t) = Qo(t)P(t) + Po(t)Q(t) = (Qo(t)S1(t) + Po(t)S5(t)) R'[¢]
O

Notacién A.19. Sean P(t),Q(t) € K|t], con P(t) # 0y Q(t) # 0, al maximo
comtn divisor de P(t) y Q(t) que es ménico, lo denotamos por (P(t), Q(t)).

Observacién A.20. Si A\, Ay € K son distintos (t — A1,t — A2) = 1. De hecho

1
A2 — A1

(=)= (t=A)) =1

Klt] y S(t), R(t) €

Propiedad A.21 (Algoritmo de Euclides). Sean P(t), Q (t) €Kt
(Q(t)), entonces

K|t] tales que P(t) = S(t)Q(t) + R(t) con deg (R(t)) < deg
(P(), Q1) = (Q(t), k(1))
Dem. Sea Ry(t) = (P(t), Q(t)), entonces si P(t) = Py (t)Ro(t) y Q(t) = Q1(¢)Ro(t),

tenemos
R(t) = P(t) = S(t)Q(t) = (P1(t) — S(t)Q1(t)) Ro(t)

luego Ry(t) divide a R(t). Como Ro(t) = (P(t), Q(1)), existe Py(t), Qo(t) € K[t]
tales que

Qo(t)P(t) + Po(t)Q(t) = Ro(t).
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Ahora, suponga que R;(t) divide a Q(t) y a R(t), entonces si Q(t) = Q2(t)R1(t)
y R(t) = Ra(t)R1(¢), para todo Py(t), Qo(t) € K[t] tenemos
Ro(t) = Qo(t)P(t) + Po( )Q(1)
= Qo(t)(S(t)Q R(t)) + Po(t)Q(t)
= (@) (st ) - Po( )Qa(t) + Qo(t)Ra(t) ) R (1)
luego Ry (t) divide a Qo(t)P(t) + Py(t)Q(t) en particular R;(¢) divide a Ry(t) =
(P(t),Q(1)) v asl Ro(t) = (Q(t), R(t)).

Ejemplo A.22. Considere los polinomios P(t) = t3+t> —t -1y Q(t) = > — 2
en Qlt], tenemos

Pit)=Q(t)+2t* —t—1

Qt) = (%t— i)(2t2 1)+ it_i
22—t —1= (8t+4)(it— i)
(P(.Q(0) = (Q().2* ¢ 1)
= (2t2—t—1&t_i)
— (it— %,0)
—i—1
y

t—1=4Q() — (2t —1)(2t* —t — 1)

=4Q(t) - (2t = )(P(t) — Q(1))
= (2t —1)P(t) + (2t +3)Q(t)

Observacion A.23. Similarmente a como definimos méximo comun divisor
de un par de polinomios en K[t], podemos definir mdzimo comin divisor de
una familia finita de polinomios. Si denotamos al méximo comun divisor de
{Pi(t),...,Pn(t)} que es ménico por (Py(t),..., P,(t)), tenemos que

(Pi(1),..., Po(t)) = ((Pl(t),...,Pn_l(t)),Pn(t)>.

Propiedad A.24 (Relacién de Bezout). Sean Pi(t), ..., P,(t) € K]t], entonces
existen polinomios Q1(t),...,Qn(t) € K[t] tales que

Q1(t)P1(t) + ...+ Qn(t)Pu(t) = (Pi(t),..., Pa(t))
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Dem. Hacemos induccién en n, siendo n = 2 el caso base ya demostrado. Para
obtener el paso inductivo, si Ry(t),..., R,—1(t) € K[t] son tales que

RAOPL(0) + -+ Quor () Rur(5) = (Pr(1).. ... Pas (1) :
y, por el caso base, Q(t), Q,(t) € K[t] tales que

QUOPL(E) + ...+ Qu(t)P(t) = ((Pl(t) ..... Pn,l(t)),Pn(t))
= (Pi(t),..., Pa(t))

Ejemplo A.25. Considere los polinomios P(t) = 3+t —t — 1, Q(t) = t> — 2
y R(t) = t? +t en Q[t], tenemos

(P, Q). R®)) = ((P(1),Q1), R()) = (t =1, R()),

ahora
R(t)=t(t—1)+2t
t—1= %(215) -1
2t =(-2t)(-1)+0
(R(t),t —1) = (t —1,2t)
= (2t,-1)
= (-1,0)
=1
y
1
1= 50— (t-1)
_ %(R(t) —t(t—1)) — (t—1)
1 1
= SR = (Gt+ 1)t =1)
luego

- %R(t) - (%t (26— )P + (2 +3)Q()

= (5t + D~ DP() ~ (5t + D2+ Q) + S R(0)
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Definicién A.26. Sea P(t) € K]t], decimos que P(t) es un polinomio irre-
ducible si P( ) = S(t)Q(t) con S(t),Q(t) € KJt] implica que deg(S(t)) =0 o

deg(Q(t)) =0 (e.d. S(t) = ¢ 6 Q(t) = ¢ para algiin ¢ € K, ¢ # 0).
Lema A.27. Sean P(t) € K[t] un polinomio irreducible y R(t), S(t) € K|[t] tales
que P(t) divide a R(t)S(t), entonces P(t) divide a R(t) o a S(t).

Dem. Sea Q(t) tal que P(t)Q(t) = R(t)S(t). Suponga que P(t) no divide a R(t).
Como P(t) es irreducible tenemos que (P(t), R(t)) = 1. Sean Ry(t), Po(t) € K|t]
tales que 1 = Ro(t)P(t) + Py(t)R(t). Entonces

)

S(t) = (Ro() P(t) + Po(t)R(2))S (1)
= Ro(t)P(t)S(t) + Po(t)R(t)S(t)
= Ro(t)P(1)S(t) + Fo(t) P(H)Q(1)

= P(t) (Ro(1)S(t) + Po(t)Q(1))

luego P(t) divide a S(t).

Teorema A.28 (Factorizacién unica). Sea P(t) € K|t], con deg(P(t)) > 0,
entonces ezisten polinomios wrreducibles Py (t), ..., Py(t) € K[t] tales que

P(t) = Pi(t) - Pp(t).
Mads aun esta factorizacion es unica en el siguiente sentido: si

P(t) = Q1) - Qm(t)

con Q1(t),...,Qm(t) € K|t] irreducibles, entonces m =n y existe una biyectic-
cion o de {1,...,n} tal que Q;(t) = ¢; P,(;(t) para algin ¢; € K.

Dem. Por induccién en deg(P(t)), siendo el caso base deg(P(t)) = 1 evidente
pues en tal caso P(t) es irreducible. Suponga que la factorizacién por irreducibles
ha sido demostrada para polinomios de grado < d y sea P(t) € K]Jt] tal que
deg(P(t)) = d. Si P(t) es irreducible no hay nada que demostrar. Suponga
entonces que existen S(t), Q(¢t) € K[t] tales que P(t) = S(¢)Q(¢) y deg(S(¢)) > 0
y deg(Q(t)) > 0. En particular tenemos deg(S(t)) < d y deg(Q(t)) < d. Por
hipétesis de induccién existen polinomios irreducibles

Pl(t)v"'vpnl(t)vpnlJrl(t)a'~~7Pn1+n2(t) € K[t]

tales que

S(t) :Pl(t)"'Pnl(t) y Q(t) :Pn1+1(t)"'Pn1+n2(t)'

Ast P(t) = Pi(t) -+ Poygn,(t).

Para establecer la unicidad de la factorizacién procedemos por induccién en
el numero de factores, siendo el caso base de un tunico factor inmediato pues
en tal caso P(t) es irreducible. Asuma por induccién que la unicidad ha sido
demostrada cuando el nimero de factores es < n. Si P(t) = Pi(t)--- P,(t) =
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Q1(t) -+ - Qm(t) entonces el lema anterior implica que P, (t) divide a algin Q;(t),
que podemos asumir sin pérdida de generalidad que es @, (t). Pero como Q,,(t)
es irreducible entonces Q,, (t) = ¢Pp,(t) para algin ¢ € K con ¢ # 0. Tenemos asf
cPi(t) - Ppo1(t) = Q1(t) - Qm-1(t), y como cP;(t) es irreducible, aplicamos
la hipétesis de induccién para ver que n — 1 = m — 1, luego n = m, y existe una
biyeccién oo de {1,...,n — 1}, tome o la biyeccién definida por o(i) = oq(i)
paral <i<n-—1,0(n)=n.

Teorema A.29. Si P(t) € R[t] es un polinomio monico irreducible entonces
P(t)=t—a, cona€R, 6 P(t)=(t—a)?+b?, cona,beR.

Dem. Sea P(t) € R[t] un polinomio ménico irreducible. Por el teorema funda-
mental del dlgebra P(t) tiene una raiz w = a 4 bi en C, donde a,b € R. Si w
es un numero real, es decir b = 0 y w = a entonces ¢t — a divide a P(t) y como
P(t) es ménico, P(t) =t —a. De lo contrario w = a+bi con b # 0, y en tal caso
W = a — bi también es una raiz de P(t). Luego t — w y t — w dividen a P(t) en
Clt]. En particular (t — w)(t — w) = (t — a)? + b € R[t] también divide a P(t)
y como P(t) es ménico, P(t) = (t — a)? + b?
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