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1. Para cada una de las siguientes funciones calcule el residuo en el punto dado:

2 3
2 -1
i f(z) = ezn en zp = 0, para cada n € N. ii. f(z) = (j—&— 32,) en zp = —3i.
1 1 1
iii. f(z) = en zp =k € Z. iv. f(z) = i en zo = 1.
senmz senmz z — 1
1 1
v. f(z) = i enzg=k,donde k € Zy k # 1.
senmz z — 1
Sol
i. ) i i
e’ 1 o 22 2, z2k—n
DIy D D
k=0 k=0
. 1 n—1 : :
El coeficiente 270 con k= — va a ser el residuo de f en 0. Note que si n es par, la

anterior serie de potencias sélo tiene potencias pares de z, por lo tanto el residuo de f es
0. Entonces

2 .
e* 0 0, si nes par
PR ! si nes impar.
—1)1

3
-1
ii. Como ( “ ) tiene un polo de orden 3 en —3¢, tenemos que
z+ 31
3 3
z—1 1 d? z—1
—3il == 1 o N3
fes (z n 3z‘) ’ 31} o1 Ly, g (24 30) <z n 3i)
=3(z—1)
z=-—31
=—3-9
1 .
iii. Como — tiene un polo de orden 1 en k, tenemos que
sin(7z)
1 1 1 —1)*
Res | — k= = = (=1)
sin(mz) Lsin(nz) |, mcos(mk) ™
. z+1 .
iv. Como —————— tiene un polo de orden 2 en 1, tenemos que

sin(mz)(z — 1)



1 d 1
.L,l = lim —(z — 1)2_L
sin(mz)(z — 1) z—=1dz sin(mwz)(z — 1)
= lim 1722 —!
251 dzsin(rz)
: _ 2
— lim 2zsin(7z) —|— 7r2(1 z*) cos(mz)
z—1 sin®(7z)
Usando I’'Hopital
z4+1 . 2 (2zsin(r2) + m(1 — 22) cos(nz))
es | ————— ,1| =lim T
sin(mz)(z — 1) 21 - (sin®(7z))
. sin(mz)(n?(22 — 1) + 2)
= lim
z—1  2msin(mz) cos(mz)
20,2 _
i T D42
z—=1 2w cos(mz)
_ 1
oo
z+1 .
v. Como —————— tiene un polo de orden 1 en k # 1, tenemos que
sin(mz)(z — 1)
z+1 z+1
Res V1 =
sin(nz)(z — 1) (z = 1)L sin(rz) |y,
B kE+1
~ 7w(k — 1) cos(mk)
_(EDRE+D)
m(k—1)

2. Use el Teorema del Residuo para demostrar las siguientes identidades:

1 nd 0, si nes par
/2_1 (z * ;) 2= W@l)“ si nes impar.

Ayuda: Use la expansién binomial (a +b)" = >}, Wik)!a”’kbk.

ii.
/°° log x d — w2 cos(mz)’
o x%(x+1) sen?(ma)
si0<a<l.

Sol:



[ e E@ ()

Si n es par, 2k — n es par y asi 2257 tiene antiderivada sobre el camino |z| = 1 y asf
/ 22k=ndz = 0 para cada k.
|z|=1

. . . n—1

Si n es impar, entonces el exponente —1 de z ocurre en la anterior suma para k = 5
; s . n— .

y asi la tnica integral no nula en esta suma es la de k= , la cual es igual a

n n!
211 = 2mi—————+————_. Entonces

/ ( 1 nd 0, si nes par
z+ *) Z=q___2minl :
‘2‘21 z (712;1)'(%)', S1 €S 1mpar.
ii. Tomaremos la rama del logaritmo dada por el corte C\ [0, 00) y la siguiente curva I'

TR

ConI'=v +7r + 72+

71 (t) =t t € e R Arg(n(t)) =0
Yr(t) =Re™ t € (0,27

Y2(t) =t t € [R, €] Arg(y2(t)) =2
Ve (t) =ee™ t € [27,0]



Como la tnica singularidad de la funcién encerrada por I' es —1, por el Teorema del
residuo tenemos que

[ oo 22

o l08(=1)
=2 e

=271

eima
Para z sobre g, 2(t) = Re'. tenemos que
log(z) ‘ ~ [log(Re™)|
2o+ 1)| " TRme] [2(2) + 1]
(In(R)? + t2)
Re (R2 4 2R cos(t) + 1)*/?
(In(R)? + 4x2) "/
TRe(R2—2R+1)"?
_(n(R)* +47%)""
Ri(R—1)
<ln(R) +27
SRe(R_1)

< In(R) + 27
— Ra+1

1/2

Usando la estimacién médulo-longitud

/ log(z) dz’ < 27T1n(R) + 27
or 2%z 4+ 1) Ra

) In(R) + 27 ) 1
R T T

Esto dltimo por I’'Hopital y que a > 0. Entonces

lim log(2)

98 g2 =0
Rboo | 2 (z 1)

Para z sobre 7., 2(t) = ee'’, tenemos que

) | (e
2% (z+1)| = e%z(t) + 1




Sabemos que |z+1| > ||z|—1]|, en este caso esigual e—1, y sie < 1, es igual a 1—¢, entonces

log(z) [In(e)| + 27
(s 1 1)‘ S oo

Tambien, si 0 < € < 1, como 0 < a < 1 se tiene que €* > ¢, entonces

log(z) ‘ < [In(e)| + 27
2% (z+1)| = e(l—¢)

De nuevo, como 0 < € < 1, entonces 1 > € > € — €2, entonces

log(z)
z2%(z2+1)

‘ < |In(e)| + 27

Usando la estimacién médulo-longitud

1
-[YE z‘l(()fﬁ)l)dzl < 2me|In(e)| + 4n’e
lim 27| In(e)| + 4% = 0

e—0

Entonces

lim log(2) d

——————dz =0
=0/, Za(Z+1) *

Para z en 72(t), como Arg(y2(t)) = 27, tenemos que

log(z) = In(z) + 2mi

Y por lo tanto



5 \__a_2mia
20 — log(z) _ ea(ln(z)+z27r)72 e

Entonces

1 € In(t) + 2mi
/ log(2) :/ M(H 1)t
v Za(2+ 1) R tae2mia
R R
. In(t . dt
— 6727rza/ 1’1( ) dt — 2,/_”‘6727”,0,/
. te(t+1) . te(t+1)
Por lo tantosie =0y R — oo
, < In(t [ dt ;
(1 — 6727”“) / L)dt — 27ri6727”a/ % _om T
o te(t+1) 0 “(t +1) eria
o] In(t 727rza 0o ;
/AdtQZ ~ / R A L—
0 ta(t + 1) —27mia 0 t + 1 eﬂ'za(l — e 7rza)
o0 1 o0
[ [
0 ta(t —+ 1) — e"”a 0 t"‘ 1
/OO In(t) —mia /OO 2
o te(t+ 1) sin(ma) Jy te(t+ 1 sm(7ra)
/°° In(t) g — m(cos(ma) — isin(mwa) /°° 2
o ti(t+1) sin(ma) 0 t+1

T4
Tomando parte imaginaria tenemos que

/°° dt B w2 _)/Oo dt o7
")y tt+1) " sin(ra) )y ta(t+1)  sin(ma)

Tomando parte real tenemos que

N 2i

7 - -
emia _ p—mia

B ~ sin(ra)

(t+1) " sin(ma)

t+1)  sin(ra) sin(ra)  sin®(7a)

/OO In(t) gt 7 cos(ma) /°° dt mcos(ma) w 72 cos(ma)
0 a8 0 ta(

3. Calcule los residuos de las correspondientes funciones en los puntos singulares pertinentes,
y uselos para calcular las siguientes integrales:

emz/4 2m 1
22 +1 o 4sin“6+ 9cos?6
1+1=3
Lo [T 1 , > 1
111. [mmdl‘ 1v. A mdﬂ:
Sol:

i. La funcién tiene dos polos de orden 1, +i, que se encuentran dentro del disco |z| < %,
entonces por el teorema del residuo



™

e%z . ei? ] e%z )
/Z_ T_Hdz :271'7, Res 2274—1,7, +Res 227—"—1777/

=21 <64 )
e'i —e~ii
m ( 2% >

T
i sin 1
:\/§7Ti

[\
I\

ii. Pongamos z = €', entonces podemos escribir la integral de la siguiente forma

/2” do _/ 1 dz
4sin?60 +9cos26  J. - 1) 2 1N\2 iz
’ (=) o (257)
4 z
_2 4
i/|z|:1 B2t + 2622 +5

z . i . i
Los polos de 54126215 son 4iv/5,+ 5 bero Unicamente :I:\/5 se encuentran dentro

del disco |z| < 1. Ademds, ambos son polos de orden 1, entonces por el teorema del

residuo

z 7

4 z 1 z )
° = ori(Res|— " | 4Res|-— o
i/z_l 54 12622 15 4i 7”( es[5z4+26z2+5’ 5} +Res {5z4+26z2+5’ \/E,D

z z
87— =
i (2023 T522| . 208 1522 _>

5 NG

8
24
_T
3

Entonces

o 4sin’0+9cos20 3

iii. Tomamos la siguiente curva I"



1Y -

TR
022 2’1.
—-R "71 R T
ConI'=r; +gr
v (t) =t t € [-R, R
Yr(t) =Re™ t € [0, 27
. . . . 1474 -1+
La curva I encierra dos singularidades simples, 2y = — y 20 = ———, por el Teorema
V2 V2

del residuo tenemos que

1 1 j 1 -1+
—dz =27 ({Res | ——,——=| +Res | ——, ——
/F1+z4 * Z( es[1+z4’ \/5} es[1+z4’ V2 ])

_1+i>
=

Para z sobre 71, z(t) = t, tenemos que

1 L |
[y e —
,Y11+Z 7R1+t

Tomando R — oo

1 < 1
/ 7512:/ L
g L+ 24 oo L4



Para z sobre 7 = Re®, usando que |24+ 1| > [|z4| - |1]| = R* — 1 y la estimacién modulo
longitud tenemos que

1 TR
1424 "R*—1
T
SR
Y
. T
iR
Entonces
1
lim dz=0

Entonces, cuando R — oo

1 1 1 2
/ﬁdz:/ 74512+/ ﬁdz:iw
rl+z w1tz e 1tz 2

< 1
| =L
oo 1+ t1 2

Como t es una variable muda, tenemos que

[y
——dr=—m
oo 1+ a4 2

iv. Tomamos la siguiente curva I’

1Y -

V2
X
oc—i%
ConT'=~1 +v + 72
m(t) =t te[0,R]
) 2

Yr(t) =Re" telo, 5]
Ya(t) =te' 5! t € [R,0]



’ . . . .7 ;I
La tnica singularidad de la funcién que es encerrada por I" es e'3, que es un polo de orden
1. Por el Teorema del residuo

d I = 1 Ui o
/ _E 2miRes €3 | = 2mi— _ AT 2
r 1+ 23 1423 322|,_i% 3
Para z sobre g, 2(t) = Re', tenemos que
| 1
T+23]  (]2|° 4 2Re(23) 4+ 1)1/2

- 1

(RS + 2R3 cos(3t) + 1)1/2

< 1

_(RG — 2R3 + 1)1/2

< 1

“R®-1

Entonces, por el estimativo moédulo longitud

/ dz
TR 1+ZS

Por otro lado, note que

<2—W7R —>/ dz =0
T3R-1 ) 1425

10



Por lo tanto

/ dZ - _i%r
1—|—z3 a
dz S27
:7 -y
/ 1+23+/v31+33+[/2 +z3
(1%”%)/ +/ 2l
’Yl 1+Z3 TR +Z3

<lfei2Tﬂ> lim / / — :—ie*i%ﬂ
R—o00 T 1 YR 1+Z

2 i _42m

3 :7 3
/ 1+t3
/°° 2mi e 1

—- € 3

0 1 + t3 1—e'3
/°° dt 27
0 1+t3 eiF — el

8

7T'

3

T
/0 1Jrlf‘3 giz‘%—e_iz‘%
> 0
/0 1+t3 ~3s

/ dt 27
o L1+t 33

4. Sea p(z) = ap+aiz+azz®+- - -+a,z" un polinomio de grado n con coeficientes complejos.
El objetivo de este ejercicio es dar otra prueba del Teorema Fundamental del Algebra, i.e. que
p(2) tiene exactamente n ceros en C.

i. Sean f(z) = a,z" y g(z) = ap + a1z + azz® + - -+ + a,—12" . Demuestre que, sobre un
circulo C,-(0) de radio r centrado en 0

lag| + a1 | + - + |an_1]
|an|r

’f (2)
y, en consecuencia, si r es lo suficientemente grande, |g(z)| < |f(2)| en C,(0).

ii. Use el Teorema de Rouché para demostrar que el nimero de ceros de p(z) dentro de C,.(0)
es igual al nimero de ceros de f(z) dentro de C,(0), lo que prueba el Teorema Funda-
mental del Algebra.

Sol:

11



i. Para z € C,(0), |z| = r. Entonces

‘9(2)
f(2)

ao+arz 4o+ Q12"
B |anz"]
|ao| + laxl|z] + -+ + [ap—1]z[" "
|an]|z["
_ lao| + lay|r +--- + |an—1‘7‘n71
|an|rm
" Hlaol + laa| + -~ + [an—1 )
"y |
(lao| +la1] + - + |an—1])
7| an|

<

en C,.(0)

Y para r suficientemente grande

ii. Como f y g son holomorfas en D,.(0) y tenemos que |g(z)| < |f(2)| sobre C,.(0) = 9D,.(0),
por el teorema de Rouché f y f + ¢ tienen la misma cantidad de ceros en D,.(0). Como
f+g=py f tiene n ceros, p también tiene ceros en D,.(0) C C, lo cual prueba el Teorema
Fundamental del Algebm.

<1=1g(2)| <[f(2)

9(2)
f(2)
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