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Solucion - Tarea 1

Febrero 20, 2017

(1 pto)

13 2
=
Sea z € C un numero real, entonces dx € R tal que z = z + 0i. Entonces Z = x — 04, asi z = Z.

H¢’7
Sea z=x+1iy € C, z,y € R, tal que z = Z. Entonces t =z y y = —y, entonces y =0y z = x + 01,
entonces z € R.

(1 pto)
“:>77
Si 21 = 22 = 0 es claro. Supongamos que z1,22 # 0y 21 = e’ zp = ae’®. Note que se cumple
|z1| = |22]. Sean w; = ﬂei(%) y w2 = %ei(% , B € RT. Entonces
wiwe = aei(F) (%) = et = 21
wiWg = aei(#)eﬂ‘(e?) = e’ = 2z
£A<:”
Tenemos que z1 = wiwy y 22 = w1Ws. Entonces |z1| = |wiws| = |wy||wa| = |wi||wz| = |wiwz| = |22].
(1 pto)

Sea z=x+1iy € C, z,y € R, tal que |z — 4i| + |z + 4i| = 10. Entonces

Va2 + (y—4)24+ 22+ (y+4)2=10

Elevando al cuadrado

2+ (y—4)? + 2%+ (y+4)2 +2v/22 + (y — 4)2/22 + (y +4)2 = 100

222 + 2y% + 32 + 21/2% + (y — 4)2 (10 N/ Sy 4)2) — 100



v

16y + 201/22 + (y — 4)2 = 100

Elevando al cuadrado

400z2 + 144y® = 3600

2522 4 9y? = 225

2 2
:v7+y7:1
9 25

Esta ultima ecuacién corresponde a una elipse en el plano.

(1 pto)
Sea z =z 41y € C, z,y € R, tal que |z — 1| = |z + i|. Entonces
|z =12 =]z + |2
z=1Z-1)=(+1i)(z—1)
2P —2z—Z+1=|z)> —iz+iz +1

z+Z=1z—12

Como z = x + iy, nos queda

Esta ultima ecuacion corresponde a una recta en el plano.

(1 pto)
Sea z = x + iy € C, x,y € R, tal que 22 + z? = 2. Entonces
22 4 2xyi —y? + a® — 2xyi —y? =2
227 — 2y% =2
.132 _ y2 -1

Esta ultima ecuacion corresponde a una hipérbola en el plano.
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(2 ptos)

Considere ¢(z) = (1 — z)p(z) = Z;L:_Ol 2 —nz". Note que si k € C anula a p(z), también anula a q(z),
es decir, toda raiz de p(z) es raiz de ¢(z). Sea k € C una raiz de p(z), entonces

n—1
q(k) =Y K —nk™ =0
j=0

n—1
nk™ =Y "k
=0
Tomamos modulo en ambos lados
n—1 )
nlk|" = |> K
=0
Por la desigualdad triangular
n—1
nlk|" <> [kP
=0
n—1 ]
nlk" =Y kP <0

§=0
(1E" = 1) + (k" = kD) + -+ ([&[" = [E["") <0

Suponga que k > 1, entonces 0 < (|k|"™ — 1) + (|| — |k]) + -~ + (|k|™ — |k|"™!), lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, |k| < 1, es decir, k esta dentro del disco de radio uno centrado en el origen

en C.
vii
(1 pto)
Sea z =z +iy € C, z,y € R, entonces e* = e%e~ ¥ = e¥(cos(—y) + isin(—y)) = e*(cos(y) — isin(y)) =
e®(cos(y) + isin(y)) = e%e™ = e*
viii

(1 pto)
010 _ =0

_ ; _ —1
Sabemos que tanf = H(em o=y Si ponemos 0 = tan™" z tenemos

if _ o—if

(et 4 emif)

i2(ei® 4 e) = i — ¢~



ii

e(zi—1)+e zi+1)=0
(i — 1)+ (2i+1)=0

20 _ 1+ZZ:
11—z

1 1+ zi
g=_1
2i Og(lzi)

Como 0 = tan™"! z

1 1 i
tan~!z = — log < +zz)

(1 pto)

Queremos calcular las raices de z* + 4, entonces

z = (_4)%
1
2= (4ei(”+2”k))4 EeEN:0<k<3

2 = /2l 2D

; s j 3T j 5 j T , .
Entonces las raices son: v/2e'%,v/2e"%,/2¢' 7 ,\/2e"T . Y Estas raices corresponden a: 1+ i, —1 +
i, —1—14,1—1.

(1 pto)

Tenemos que 2"~ ! = Z, es decir, 2" = |2]2. Sin =1, z = 1. Ahora si n > 2, tenemos que
2" =z = 2% keN:0<k<n-1

2ikn

Por lo tanto, |z| =1y # = 26™ Entonces son los z € C tales que z =e n ykeN:0<k<n-—1.

n
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(1 pto)

Sabemos que ¢ = e (5+2km) con & € Z. Para simplificar las cuentas tomemos k = 0, entonces

Asi
o it ; e 2 1o (ei%) T T ™ _=x .. ™ _ =
it =l st — ¢ s =e'2% ? =cos(—e 2 ) +isin(=e2
2 2
Entonces
;i T .
1 = COS = | +28In =
ez e2
(1 pto)

log (1 + \/52) = log (26i(%+2kﬂ)) = log (26i%(6k+1)> = log(2) + z§(6k +1), keZ



