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I. Responda falso o verdadero, justificando mateméaticamente su respuesta.

log(1—22) 1

Puntos] . limz_>0 m =g

Puntos]. e = ¢!

Z para todo z € C.
Puntos]. Toda funcién analitica f : C — R con valores reales es constante.

Puntos]. La regién del plano complejo definida por R={z€ C: |z —2| <2y |z —2i] <2} es un
anillo.

I1. Encuentre todos los niimeros complejos z que satisfacen las siguientes ecuaciones.
Puntos]. 23 4 8i = 0.
Puntos]. 4cosz = 5.

Puntos]. (1+ 2)° = (1 — 2)°. Ayuda: verifique que puede dividir en ambos lados por 1 — z y use
las raices quintas de la unidad.

III. Sea f(z) = u(x,y) + iv(z,y) una funcién compleja con parte real u(z,y) = 2° — kxy?.

Puntos]. Encuentre los valores de k para los cuales u(x,y) es arménica.

Puntos]. Encuentre un conjugado arménico v(z,y) para u(z,y) cuando k es uno de los valores
encontrados en el punto anterior.

Puntos]. Encuentre el dominio D en el plano complejo en el cual la funcién f(z) es analitica y
escriba la derivada de f(z) como un polinomio en z en los puntos en los que existe.

IV. Considere la funcién f(z) =z + 1.

Puntos]. Encuentre la imagen bajo f del circulo unitario S = {z € C: |z| = 1}.
Puntos]. Encuentre los puntos del plano en los que f no es analitica.

Puntos]. Encuentre los puntos del plano en los que f no es conforme.

V. Considere la funcién f,(z) = log, (z +4), donde la rama del logaritmo estd definida por
un corte @ < 0 < o+ 27 en el plano complejo.

Puntos]. Calcule f_r(—3) (i.e. con —7 < § < 7 ) y trace el correspondiente corte usado en el
plano complejo.

Puntos]. Indique la rama en la que debe definirse la funcién f,(z) para que sea analitica en
z = =5 y se verifique que fo(—5) = 7mi, y trace el correspondiente corte usado en el
plano complejo.



Solucion

a. FALSO. Por la regla de 'Hopital

log(1 — 22) i —2z 5 -2 1
im ————* = lim = lim :
z=0 sen? (2z)  2—=02(1 — 22)sen (4z) 208 cos(4z) — 4z sen (4z) 4

b. VERDADERO. Por definicién, si z = x + iy,

e = e ytie = e~Y(cosx +isenz) = e Y(cosx — isenz)
= e Y(cos(—z) +isen(—z)) =e ¥V = o—il@—iy) _ —i%

c. VERDADERO. Si f: C — R —que toma valores reales— es una funcién analitica y
escribimos, para z = x 41y, f(x,y) = u(zr,y)+iv(zr,y) tenemos que, por hipdtesis
v(z,y) = 0y, por las ecuaciones de Cauchy-Riemann, % = ?’TZ = 0, asi que (dado

que C es un dominio) f = u es constante.

d. FALso. La regién es la interseccién de dos circulos concéntricos:

II.

a. Escribiendo la descomposicién polar en términos del argumento principal

(s

22 =—8i =8 2,

z,=2

, _im y 2imk i
asi que z = 2e~ 67 3 [ para k = 0,1y 2, es decir

que las tres raices estan dadas por

im Tim

_im im ) Tim
Z0=2e 6, z1=2e2 =21y 29 =2e6.

b. Si4cosz = 2(e* +e7 %) = 5, multiplicando a ambos lados por w = ¢%* obtenemos

2w? + 2 = 5w, luego w = 5:v25-16 Vi‘r’_lﬁ = 2,%. Asi que e = 2,%, es decir que

z = *ilog(2).



c. Si (1+2)°=(1-2)° dado que z # 1, se puede dividir en ambos lados por 1 — z

para obtener
1 5
() -1
1—=2

142

1—2
donde wy, denota las raices quintas de la unidad para k = 0,1,2,3 y 4. Como
Wy = ¢*2* tenemos que 1 4+ 2z = e%(l —z) para k =0,1,2,3 y 4, es decir que
las cinco soluciones estan dadas por

asi que

= Wk,

2irk
e s —1
2imk °
e s +1

III. Sea f(z) = u(z,y) + iv(x,y) una funcién compleja con parte real u(z,y) =
3 2
x° — kxy”.

a. u(x,y) es armoénica si satisface la ecuacién de Laplace

u  0%u
= + 5 =6z —2kz =0,
Ox? + Oy

asi que k = 3.

b. Siu(x,y) = 23 —3xy?, usando que % =322 -3y %Z = —6xy, las ecuaciones de
Cauchy-Riemann dicen que v(x,y) = 32%y — y> es un conjugado arménico para
u(z,y).

c. La funcién f(z) = 23 es analitica en todo el plano complejo, su derivada es
f'(z) = 322

. . 2 o 1
IV. Considere la funcién f(z) = z + ;.
a. Si z € S podemos escribir z = ¢ para —7 < 0 = arg(z) < m. Entonces
f(z) =€ +e % =2cos9,

luego la imagen bajo f del circulo unitario S' = {2 € C: |z| = 1} es el intervalo
[—2,2] C C.

b. La funcién f no es analitica en z = 0.

c. Como f'(z) =1— Z%, f mno es conforme en (ningin abierto del plano complejo
que contenga) los puntos —1,0, 1.

V. Considere la funcién fo(z) = log,(z + 4), donde la rama del logaritmo esta
definida por un corte o < 8 < v + 27 en el plano complejo.



a. Si —7 < 6 < 7 estamos en la rama principal del logaritmo (corte usual), entonces
f-n(=3) = Log(1) = 0.

b. Para a = 67, la funcién f,(z) es analitica en z = —5 y se verifique que f,(—5) =
7mi. El correspondiente corte usado en el plano complejo es:

A .

-4 o=6m




