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1. Use el Teorema del Residuo para demostrar las siguientes identidades:
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2. Calcule los residuos de las correspondientes funciones en los puntos singulares
pertinentes, y tselos para calcular las siguientes integrales:
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V. /cosm49 df, para m > 0 par.
0

Ayuda: Use (1), i.e. el numeral i. del punto I.

. / T dx
V1. —_— .
zt+224+1
0

3. Integrales impropias y valor principal. Si f(z) es una funcién real, tenemos
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dos definiciones para la integral impropia / f(x) dx: La definicién usual (vista en
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célculo diferencial)
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v la definicién vista en clase, llamada valor principal de Cauchy de la integral,
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i. Muestre que si la funcién f(z) es impar (i.e. f(—x) = —f(x)) el valor principal
de Cauchy de la integral es Cero, y si es par ( 1 e. f(—z) = f(z)) el valor principal

de Cauchy de la integral es / f(z) dox = 2/ f(x) dx
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ii. Muestre que / sin z dx no existe segun la definicién usual, pero si existe el valor

— 00
principal de Cauchy de esta integral, y es cero.

iii. Muestre que para f(r) = 7 +x2 la definicién usual y el valor principal de Cauchy
de la integral existen, y ambos son 7.
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iv. Muestre que, en general, si para f(x) la integral impropia / f(x) dx existe en el
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sentido usual, entonces el valor principal de Cauchy de la integral existe, y ambos
coinciden.
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v. Calcule la integral / ¥ 4z usando residuos.
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4. Sea p(z) = ap + a1z +azz® + - - -+ a, 2" un polinomio de grado n con coeficientes
complejos. El objetivo de este ejercicio es demostrar el Teorema Fundamental del
Algebra, i.e. que p(z) tiene exactamente n ceros en C.
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i. Sean f(2) = a2y g(2) = ap + a1z + azz? + -+ + a,_12""!. Demuestre que,

sobre un circulo C,(0) de radio r centrado en 0
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y, en consecuencia, si r es lo suficientemente grande, |g(z)| < |f(z)| en C,(0).

ii. Use el Teorema de Rouché para demostrar que el nimero de ceros de p(z) dentro
de C;(0) es igual al nimero de ceros de f(z) dentro de C,(0), lo que prueba el
Teorema Fundamental del Algebra.



Respuestas e indicaciones Punto 2.
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i. Hay dos singularidades de la funcién f(z) = 57 dentro del contorno |z — 1| = %

luego, por la formula del residuo,
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ii. Hay solamente una singularidad de la funcién f(z) =
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|z — 9| = 5 luego, por la férmula del residuo,
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iii. Hay dos singularidades de la funcién f(z) = ° Z}i(f) dentro del contorno |z| = 2

luego, por la formula del residuo,
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v. Notese que esta integral estd calculada en (1), para m > 0 par, ya que
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vi. Para calcular /
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% se puede considerar la integral de la funcién f(z) =
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verificar que las integrales correspondientes a los limites R — oo y € — 0 son
cero, el resultado es
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