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1. Use el Teorema del Residuo para demostrar las siguientes identidades:

i. ∫
|z|=1

(
z +

1

z

)n
dz =

{
0, si n es par

2πin!

(n−1
2 )!(n+1

2 )!
, si n es impar. (1)

Ayuda: Use la expansión binomial (a+ b)n =
∑n

k=0
n!

k!(n−k)!a
n−kbk.

ii. ∫ 2π

0

dθ

k − sin θ
=

{
2π√
k2−1 , si k > 1

− 2π√
k2−1 , si k < −1.

iii. ∫ ∞
0

log x

x2 + a2
dx =

π

2a
log a,

si a > 0.

2. Calcule los residuos de las correspondientes funciones en los puntos singulares
pertinentes, y úselos para calcular las siguientes integrales:

i.

∫
|z−1|= 3

2

e
1
z

z2 − 1
dz. ii.

∫
|z−9|=5

dz

sin(z
1
2 )

.

iii.

∫
|z|=2

sinh(1z )

z − 1
dz. iv.

2π∫
0

sin4 θ dθ.

v.

2π∫
0

cosm θ dθ, para m ≥ 0 par. Ayuda: Use (1), i.e. el numeral i. del punto I.

vi.

∞∫
0

x dx

x4 + x2 + 1
.

3. Integrales impropias y valor principal. Si f(x) es una función real, tenemos

dos definiciones para la integral impropia

∞∫
−∞

f(x) dx: La definición usual (vista en



cálculo diferencial)

∞∫
−∞

f(x) dx = lim
a→∞

a∫
0

f(x) dx+ lim
b→∞

0∫
−b

f(x) dx,

y la definición vista en clase, llamada valor principal de Cauchy de la integral,

∞∫
−∞

f(x) dx = lim
R→∞

R∫
−R

f(x) dx.

i. Muestre que si la función f(x) es impar (i.e. f(−x) = −f(x)) el valor principal
de Cauchy de la integral es cero, y si es par (i.e. f(−x) = f(x)) el valor principal

de Cauchy de la integral es

∞∫
−∞

f(x) dx = 2

∞∫
0

f(x) dx.

ii. Muestre que

∞∫
−∞

sinx dx no existe según la definición usual, pero si existe el valor

principal de Cauchy de esta integral, y es cero.

iii. Muestre que para f(x) = 1
1+x2

la definición usual y el valor principal de Cauchy
de la integral existen, y ambos son π.

iv. Muestre que, en general, si para f(x) la integral impropia

∞∫
−∞

f(x) dx existe en el

sentido usual, entonces el valor principal de Cauchy de la integral existe, y ambos
coinciden.

v. Calcule la integral

∞∫
0

x4

1 + x6
dx usando residuos.

4. Sea p(z) = a0 +a1z+a2z
2 + · · ·+anz

n un polinomio de grado n con coeficientes
complejos. El objetivo de este ejercicio es demostrar el Teorema Fundamental del
Álgebra, i.e. que p(z) tiene exactamente n ceros en C.

i. Sean f(z) = anz
n y g(z) = a0 + a1z + a2z

2 + · · · + an−1z
n−1. Demuestre que,

sobre un ćırculo Cr(0) de radio r centrado en 0∣∣∣∣ g(z)

f(z)

∣∣∣∣ < |a0|+ |a1|+ · · ·+ |an−1||an|r

y, en consecuencia, si r es lo suficientemente grande, |g(z)| < |f(z)| en Cr(0).

ii. Use el Teorema de Rouché para demostrar que el número de ceros de p(z) dentro
de Cr(0) es igual al número de ceros de f(z) dentro de Cr(0), lo que prueba el
Teorema Fundamental del Álgebra.
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Respuestas e indicaciones Punto 2.

i. Hay dos singularidades de la función f(z) = e
1
z

z2−1 dentro del contorno |z− 1| = 3
2

luego, por la fórmula del residuo,

∫
|z−1|= 3

2

e
1
z

z2 − 1
dz = 2πi

Res

(
e

1
z

z2 − 1
, z = 0

)
︸ ︷︷ ︸

− sinh 1

+ Res

(
e

1
z

z2 − 1
, z = 1

)
︸ ︷︷ ︸

e
2

 =
πi

e
.

ii. Hay solamente una singularidad de la función f(z) = 1

sin(z
1
2 )

dentro del contorno

|z − 9| = 5 luego, por la fórmula del residuo,∫
|z−9|=5

dz

sin(z
1
2 )

= 2πi

(
2z

1
2

cos z
1
2

∣∣∣∣∣
π2

)
= −4π2i.

iii. Hay dos singularidades de la función f(z) =
sinh( 1

z
)

z−1 dentro del contorno |z| = 2
luego, por la fórmula del residuo,

∫
|z|=2

sinh(1
z
)

z − 1
dz = 2πi

Res

(
sinh(1z )

z − 1
, z = 0

)
︸ ︷︷ ︸

− sinh 1

+ Res

(
sinh(1z )

z − 1
, z = 1

)
︸ ︷︷ ︸

sinh 1

 = 0.

vi.
2π∫
0

sin4 θ dθ =

∫
|z|=1

(z − z−1)4

(2i)4
dz

iz
=

1

16i

∫
|z|=1

(z2 − 1)4

z5
dz =

3π

4
.

v. Nótese que esta integral está calculada en (1), para m ≥ 0 par, ya que

2π∫
0

cosm θ dθ =

∫
|z|=1

(z + 1
z )m

2m
dz

iz
=

2π

2m
m!

(m2 )!
.

vi. Para calcular

∞∫
0

x dx

x4 + x2 + 1
se puede considerar la integral de la función f(z) =

z log z

z4 + z2 + 1
a lo largo del contorno C dado por

3



398 Chapter 6 Residues and Their Use in Integration 6.8 Contour Integrations Involving Branch Points and Branch cuts 399 

Also, notice that 

( L O ~ ( E ~ " ) I  = (Log (&)  + i0l I [[Logs1 + 711, 

where we have recalled that 0 5 6' 5 .n. Combining Eqs. (6.8-9) and (6.8-8), we 

A glance at Eq. (6.8-6) shows that the right side of Eq. (6.8-10) can be identi- 
fied as M. The right side of Eq. (6.8-7) becomes ( n ~ / 3 ) [ 1  Log E I  + n] .  AS E -+ 0, 
this expression goes to zero.? The integral in Eq. (6.8-5) and the integral over the 
semicircle of radius E in Eq. (6.8-4) thus become zero as E + 0.  

The residue on the right in Eq. (6.8-4) is easily found to be (Log 2 + in/2) /(4i) ,  
Passing to the limits E -+ 0 and R -+ cc in Eq. (6.8-4) and using the Computed 

Figure 6.8- 3 
residue, we have 

0 = 277. Since r = x on 111, this becomes 2 = x,  dz  = dx ,  z l / l  = f i e i2z /u .  

path 11, 2 = ~ e " ,  ilia = fieiRiE, d l  = iReiO dQ. And along path IV, = 
Identifying real and imaginary parts in the above, we have I / "  = *eiola, and dz = iEe'e d ~ .  

The right-hand result is of course more easily found with the method shown in 

However, there are times when the method used in this problem, or similar ones, 
provide us with a convenient way to integrate a rational function from 0 to m, as 
shown in Example 3. 

EXAMPLE 2 Evaluate $ dx / [x l i " ( x  + l ) ] ,  where a > 1 and xl/' = f i  
and evaluated with Eq. (6.8- 1 I ) ,  yields the equation 

for 0 5 x 5 m. The integrand is thus real and nonnegative within the limits of in- 
tegration. Notice that as in the previous problem the integrand has a &scontinuit~ 

(6.8-12) 

We express 6 dz / [ z l i b ( z  + l ) ]  as integrals along the four paths shown 
figure Along pathl, 2 = r, dz  = dr, z l f i  = f ieio/",  where 6 = 0. Since = x:$ = 2nR. Notice that for R > 1, 

we have 2 = x ,  d z  = dx ,  r l / "  = fi. Along path 111.2 = rei2" = r, z"' = ~e 1 
< 1 
- 

a ~ ~ e ~ ~  + 11 %(R - 1) ' 

Hay cuatro residuos por considerar (en las raices de z2 =
−1±

√
3i

2
) y hay que

verificar que las integrales correspondientes a los ĺımites R → ∞ y ε → 0 son
cero, el resultado es

∞∫
0

x dx

x4 + x2 + 1
=
π
√

3

6
.
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