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. Demuestre las siguientes afirmaciones:

i.

ii.

iii.

Si z,w € C, entonces ||z| — |w||<|z—w].
— Dem:
Por la desigualdad triangular (| z+w | <] z | + | w |, para todo z,w € C) se tiene que:
2l=|z—wtw|<z—w|+|w].
Pasando | w | a restar, se obtiene:
[zl —lw[<[z-w (1)
Cambiando z por w en el proceso anterior se obtiene:
jwl—=]z|<]z-w]| (2)

Ahora recuerde que si r,a € R cumplen r > a y r > —a entonces r > |a|. En este caso, r =| z—w |y
a=|z|—|w]. Luego se tiene el resultado. O
Si z,w € C, entonces |z —w|>|z| — |w].

La prueba de la desigualdad (1) en el problema anterior prueba este ejercicio.

Dos nimeros complejos z; v z2 son multiplos positivos el uno del otro si y solamente si z1Z> es real y
positivo.

— Dem:
(=) Suponga que existe v € (0,00) tal que z; = yz5. Entonces:
2170 = (v22)Z2 = v | 22 [*> 0.

(<) Suponga que 2122 = a € R.

nE=a = uhmn=o0zn = 2 |n[=an = 2= <|2a|2> =
2

como 23 # 0, € (0,00). Luego 21 y 22 son multiplos positivos como se querfa mostrar. [J

@
|22|2



iv. Si dos ntimeros complejos 21 y 2o son vistos como vertores en R? su producto punto es igual a Re(z122),
asi que son perpendiculares si y solo si z12Z5 es un imaginario puro.

— Dem:
Sean z = (a,b),w = (¢,d) € R x R. Se calcula el producto punto:
z-w = (a,b) - (¢,d) = ac + bd.
Por otra parte, viendo a z,w como elementos de C:
Re(zw) = Re((a 4+ ib)(c+ id)) = Re(ac + bd + (c¢b — ad)i) = ac + bd. O

v. Si un polinomio p(z) = ag + a1x + asz? + - - - + a,x™ con coeficientes reales tiene una raiz compleja z,
entonces Z también es una raiz de p(z).

— Dem:

El conjugado complejo distribuye sobre la suma y el producto de nimeros complejos. Ademds, para
todo numero real « es claro que & = a. Por lo tanto:

0=0=p(z) =ag + a1z + ... + a,z"
=ag+ a1z + ... + ap2™
=y + @17+ ..+ @27
=aytaz+..+a,z2" =p(z). O
vi. Si una sucesién {z, nen converge a w € C, entonces la sucesién de nimeros reales {|z, |}nen converge
alwl.
— Dem:
Si {zn}nen converge a w € C, por definicién, para todo € > 0 existe N € N que cumple la sigu-

iente condicion:
Sim > N, entonces |z, —w |[<e.

Por el problema (1.i), | |zm| — |w| | <| 2m — w |, luego se cumple automdaticamente que:
Sim > N, entonces ||zn|—|w||<e.

Por lo tanto, {| 2y |}nen converge a |w| como se querfa mostrar. O

vii. El radio de convergencia de la serie de potencias Y .- (1+ (—1)")" 2" es 1.

— Dem:

Por el criterio de la raiz, la serie converge para aquellos z € C tales que lim /] (1 + (—1)7)7z" | < 1.
n— oo

VIA+E0mmen = 1A+ 00 ]
=l 1+ (=1)") |2l

< (1] +]=1")|2] =2]z] < 1 (desigualdad A).

Por lo tanto, la serie de potencias converge para todo |z| < . O



viii.

La serie de potencias .°° | 2~ converge en todos los puntos del circulo unitario salvo en z = 1.

n= 1 n
— Dem:
n
Aplicando el criterio de la razén a la serie real Z ﬁ:
n=1 n
" 1 1
lim oI st = lim ntl |z| = |z| < 1.
n—soo| M |,2;|”+1 n—s oo n

Luego la serie converge (y por consiguiente convergente) absolutamente para |z| < 1. El criterio no da
informacién sobre la convergencia para |z| = 1, sin embargo sabemos que para z = 1 la serie diverge,
pues es la serie armdnica. (Falta mostrar que para z # 1, |z| = 1 también converge). O

2. Calcule los siguientes nimeros:

(1)t = (V2e'T)t = 4e'm = 4.

iii.

iv

log(l +14) = 1og(\f) +i(Z +2nk), keZ.
= (@) =e .

(1+i)f = eilog(1+i) _ pillog(V2)+i(F+2mk)] _ o—F pilog(V2)



