Segundo Examen Parcial Célculo Vectorial Noviembre 10 de 2017

Este es un examen individual, no se permite el uso de libros, apuntes, calculadoras o cualquier otro medio electrénico. Recuerde apagar y

guardar su teléfono celular. Toda respuesta debe estar justificada matemdticamente. Firme y entregue el enunciado junto a la hoja de

examen. Tiempo méximo 1 hora y 20 minutos.

Nombre: Cédigo:

1. La figura ilustra un cuerpo sélido limitado por las superficies

del cono 22 = 2(x? + 2) y el cilindro 2% + y> = 4, entre 2 =0 y
z = 4. Encuentre las coordenadas del centro de masa del sélido
si su densidad de masa es p(z,y,z) = z.

(8 puntos)

2. Calcule la integral

//x_ydA,
DTF+Y

donde la regién D es el rombo con vértices (0,2),(1,3),(2,2) y (1,1). (6 puntos)

-y

x
3. Considere el campo vectorial F = (—"—~, ———
pey <x2+y2 r? +y?

) v el circulo c(t) = (cost,sent), para t € [0, 27].

i. Demuestre que /F -ds = 2m.
C

ii. Use lo anterior para explicar por qué el campo vectorial F no es conservativo, i.e. no existe un campo
escalar f tal que F =V f.

(8 puntos)

4. Considere la superficie S del paraboloide y = 4 — 2% — 22 para 0 < y < 4.

i. Demuestre que el punto (1,2,1) se encuentra en la superficie.
ii. Encuentre la recta normal a la superficie en el punto (1,2,1).
iii. Encuentre el plano tangente a la superficie en el punto (1,2,1).

iv. Calcule el area de la superficie.

v. Calcule la integral // F - dS para el campo vectorial F = (1,y, 1).
s

(10 puntos)
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Solucién

1. Primero calculamos la masa del sélido a través de la integral M = / p(z,y,2)dV , donde en coordenadas
v

cilindricas los limites son 0 < r <2, 0 < 6 < 27, Vor<z<4 y la densidad es p(x,y, z) = 2

4

2 2 4 27,2 r4 2
M = / / / zrdzdrdf = 27r/ [} rdr = 2w [47"2 — } = 24rr.
o Jo Jvar o L2]ys, 41,

Por simetria, es claro que el centro de masa del sélido tiene componentes T = § =

1
o
1 2r 2 pd 1 (27314 1 [64r2  93/24572 12 2./9
F= // z%dzdrd@:—/ 21 g 1[04 22T (128 32v2 =~ 3.05.

2. La integral // L_T_y dA, donde la regién D es el rombo con vértices (0,2), (1,3),(2,2) y (1,1), puede calcularse
DTTY

luego solo hace falta calcular

z

facilmente haciendo el cambio de variable
u=x—-yY, V=T+Y,

cuyo Jacobiano es |J| = %, obteniendo como regién de integracion —2 < u < 0, 2 < v < 4. Asi,
1 4 0 4q

// (x—y)?dA = 7/ / Y dudv = —/ —dv=[-Inv]; =In2—In4.
D 2Jy Joow 2 U

. ) X . . s ’
i. Sea F = (—~>—, ———) y consideremos la parametrizacién del circulo c(t) = {cost,sent), para t € [0, 27]|.
<902+y2 x2+y2>y P (t) = ( ), D [0, 2]
Tenemos que, por definicidn,

2m 2m 2m
/F -ds = / F(c(t)) - c(t)dt = / (—sent,cost) - (—sent,cost)dt = / dt = 2.
c 0 0 0

3.

ii. El campo vectorial F no puede ser conservativo, i.e. no existe un campo escalar f tal que F = v f: Si lo fuera,
por el teorema fundamental de las integrales de linea,

[ Feds= |97 -ds = 1(e(0) - flezm) =0,

dado que la curva es cerrada.

i. Primero, dado que 2 =4 —1 — 1, el punto (1,2, 1) se encuentra sobre la superficie.

ii. La recta normal a la superficie en el punto (1,2, 1) se encuentra calculando el vector normal (interior o exterior)
a la superficie en ese punto. Tal normal puede calcularse de varias formas: Calculando el gradiente de la funcién
F(x,y,z) = 22+ y + 22 en el punto,

VF = (22,1,2z),

o parametrizando la superficie como
O(x,2) = (x,4 — 2 — 22, 2),

con (r,2) € D = {(x,2) € R? | 22 + y? < 4} y tomando
N l(1,2,1)= Pz x ©. = (—22, -1, -2z).
En cualquier caso N = +(2,1,2) asi que la recta normal se escribe como
¥=(1,2,1) +1(2,1,2),
para t € R.
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iii. La ecuacién del plano tangente a la superficie en el punto (1,2,1) se obtiene a partir del vector normal y el
punto:
(2,1,2) {(z—1,y—2,2—1)=2x4+y+22—6=0,

ie 2x+y+2z=6.

iv. El drea de la superficie parametrizada esta dada por

A:// ||<I>x><(I’Zﬂdxdz://(1+4x2+4z2)%dxdz
S S

que, en coordenadas polares se escribe como

2w

27 2 2
A:/ / (1+47‘2)%7‘drd9:27r/ (1+4T2)%7‘dr:—[( 1+4r )%] 21[17%_1}_
0 0 0 12 6

v. Para calcular la integral / / F - dS, donde S es la superficie indicada en la fugura y el campo vectorial
s
F = (1,y,1), respecto a la normal exterior (coordenada y positiva) tenemos que

//FdS // (x,2)) P, xP, dzdx—// (1,4—2%—2%1)- (2w,1,2z)dzd:c—// (4+20+22—2°—22) dz dx

que, en coordenadas polares, es

27 2 27 1
//F~dS:/ / (4+2r0059+2rsen9—rz)rdrde:/ (4+;(sen0+c059)) df = 8.
s o Jo 0
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