Examen Final Calculo Vectorial Mayo 17 de 2016

Este es un examen individual, no se permite el uso de libros, apuntes, calculadoras o cualquier otro medio
electrénico. Recuerde apagar y guardar su teléfono celular. Toda respuesta debe estar justificada mateméaticamente.

Tiempo maximo: 1 hora y 50 minutos.

Nombre: Cédigo:

1. Responda falso o verdadero, justificando matematicamente su respuesta:

i. Si 7 es el campo vectorial radial 7(z,y, 2) = (x,y, z) y r = ||, entonces div(r?7) = 3r2.
ii. Si S es la superficie cilindrica parametrizada por ®(0,u) = (cosd,senf,u), para 6 € [0,27] y

u € [0, 1], entonces // F - dS = 0 para el campo vectorial F = (0,0, z).
S

(6 puntos)

2. Considere el campo vectorial F = (e®y, e”, 1).
i. Demuestre que F es un campo vectorial conservativo y encuentre un potencial para F.

ii. Calcule /f‘ - d§ donde o es un camino que une los puntos (0,1,2) y (0,3, 5).
ag

(6 puntos)

3. Considere el campo vectorial F = {y,2z, —3y?), el paraboloide S = {(a;, y,2) ER3| 2 =9—2%— 92 2> O},
y el disco Sy = {(x, y,2) ER3| 22+ 92 <9, 2= O}, ambas superficies orientadas hacia arriba.

i. Calcule V x F, el rotacional del campo vectorial F.

— —

ii. Explique claramente por qué // VxF-dS= / V x F-dS.
Sl SQ
iii. Calcule tal integral.

(6 puntos)

4. Considere la funcién f(z,y) = z* + y* — 4oy + 1.

i. Encuentre todos los puntos criticos de la funcién f.
ii. Clasifique los puntos criticos de la funcién f.

iii. Haga un boceto de la superficie z = f(z,y) en R? definida por la funcién f.

(6 puntos)

3
5. La integral / / / se dzdyda; calcula la masa de un sélido (cuya densidad estd dada
1

por la funcién p = sen(y?)). Dibuje el sélido y calcule su masa. (6 puntos)

Departamento de Matematicas — Universidad de los Andes



Examen Final Calculo Vectorial Mayo 17 de 2016

Este es un examen individual, no se permite el uso de libros, apuntes, calculadoras o cualquier otro medio
electrénico. Recuerde apagar y guardar su teléfono celular. Toda respuesta debe estar justificada mateméaticamente.

Tiempo maximo: 1 hora y 50 minutos.

Nombre: Cédigo:

1. Responda falso o verdadero, justificando matematicamente su respuesta:

i. Si 7 es el campo vectorial radial 7(z,y, 2) = (x,y, z) y r = ||, entonces div(r?7) = 6.
ii. Si S es la superficie cilindrica parametrizada por ®(0,u) = (cos6,senf, u), para 0 € [0,27] y

u € [0, 1], entonces // F - dS = 0 para el campo vectorial F = (0,0, —z).
S

(6 puntos)

2. Considere el campo vectorial F = (2xe¥, x%e¥, 1).
i. Demuestre que F es un campo vectorial conservativo y encuentre un potencial para F'.

ii. Calcule / F - d5 donde o es un camino que une los puntos (0,3,2) y (0,1,5).

(6 puntos)

3. Considere el campo vectorial F = (z, 21, 3y?), el paraboloide S = {(a:, y,2) ER3|2=9—2% — 42, 2> O},
y el disco So = {(:L‘, y,2) ER3| 22+ 92 <9, 2= 0}, ambas superficies orientadas hacia arriba.

i. Calcule V x f, el rotacional del campo vectorial F.
ii. Explique claramente por qué // VxF.dS= / V xF-dS.
Sl SQ
iii. Calcule tal integral.

(6 puntos)

3

4. Considere la funcién f(z,y) = —% + dzy — 2y + 1.

i. Encuentre todos los puntos criticos de la funcién f.
ii. Clasifique los puntos criticos de la funcién f.

iii. Haga un boceto de la superficie z = f(z,y) en R? definida por la funcién f.

(6 puntos)

3
5. La integral / / / co dzdydx calcula la masa de un sélido (cuya densidad esta dada
1

por la funcién p = cos(y?)). Dibuje el sélido y calcule su masa. (6 puntos)
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EXAMEN FINAL — CALCULO VECTORIAL

Solucidn

1.
TEMA A.

224242y

i. FALso. Si 7= (x,y,z) y r = |7|, entonces r
,’,27;—: <$($2 +y2 +22),y($2 +y2 _’_22)72,(1,2 +y2 _’_22»7
luego

div(r?7)

0 0 0
gz @@ Y+ 2) + 5 (0@ + 7+ ) + 5 (2@® +o7 +27)

= b5x®+5y% + 522 = 5r2.

ii. VERDADERO. Si S estd parametrizada por ®(0,u) = (cosf,senf, u), con 6 € [0,27] y u € [0,1],
para el campo vectorial F = (0, 0, z),

//F ds = // O(0,u)) -1dA = //O()u (cosB,senb,0) dudf =0,

puesto que 7 = (cos @, send,0) es perpendicular a F(®(0,u)).

TEMA B.

i. FaLso. Si 7= (z,y,z) y r = |7, entonces 2 = 22 +y? + 22 y

T2F: (x(m2+y2+z2),y(9c2+y2+22)7z(x2+y2+z2))7

luego

. . 0 0 0
le(’I‘ZT) = 3 (m(gcQ +y? + 22)) + a—y (y(gc2 +y? + 22)) + Ey (z(x2 +y? + z2))

522 + 5y? + 522 = 5r2.

ii. VERDADERO. Si S estd parametrizada por ®(0,u) = (cosf,senf, u), con 6 € [0,27] y u € [0,1],
para el campo vectorial F = (0,0, —z),

//F ds = // ®(0,u)) -1 dA= // 0,0, —u) - (cosf,senb,0) dudf =0,

puesto que 7i = (cos#,send,0) es perpendicular a f‘(@(@, w)).



2.

TeEMA A. Considere el campo vectorial F = (e"y,e”, 1).

i. Como el campo es suave en todo el espacio R? y

i j k
P e} 9 e} _
rotF = Bz @ 32 = <O7O,O>,
e et 1

asf que el campo es conservativo. En efecto, F = V(ye® + z).

ii. Para calcular | F - ds, donde o es cualquier camino que une los puntos (0,1,2) y (0,3,5), por el

g
teorema fundamental de las integrales de linea, solo necesitamos evaluar el potencial ye® + z en los

extremos del camino:
/ Fods=(ye" +2)|{01)) =8—3=5.
TeEMA B. Considere el campo vectorial F = (2zeY, 2%e¥,1).

i. Como el campo es suave en todo el espacio R? y

i i ok
22 2 11=(0,0,0),

asi que el campo es conservativo. En efecto, F = V(z2e¥ + 2).

ii. Para calcular /f‘ -d§, donde o es cualquier camino que une los puntos (0,3,2) y (0,1,5), por el

g
teorema fundamental de las integrales de linea, solo necesitamos evaluar el potencial z2e¥ + z en los

extremos del camino:
/F‘ -ds = (2%e¥ + Z)|Egé’;; =5-2=3.

3.
TEMA A. Sea F = (y,22,—3y?) y consideremos las superficies

51:{(z,y,z)€R3|z:97x27y2, ZZO}

y
Sy ={(z,y,2) eR’|2® +¢y* <9, 2 =0},
ambas orientadas hacia arriba.

i. El rotacional del campo vectorial F es

i k
rotF = 2 6% 2 = (—6y —2,0,—1).
y 2z —3y?



ii. Por el teorema de Stokes, dado que S es una superficie orientada, parametrizada como una grafica

cuya frontera es una curva cerrada ¢, y F un campo vectorial C'! definido sobre S,
//ﬁxfnds?:/f.dg.
S c
Como en el caso de las superficies S; y So ambas estdn orientadas hacia arriba y tienen como

frontera comun el circulo ¢ de ecuacién z2 + y? = 9 en el plano z-y, tenemos que
// VX F.dS = / ﬁxf.dgz/ﬁ.dg.
S1 Sa c

iii. Podemos entonces calcular tal integral, segin la ecuacién anterior, usando la superficie Sy (es la
opcién més ficil, ya que el vector normal unitario a la superficie 7 = (0,0, 1) es constante) como

// ﬁxf‘-dgz// 6xf-ﬁdsz// (—1) dS = —Area(Ss) = —97
So So So

TEMA B. Sea F = (x,2x,3y?) y consideremos las superficies
S1 = {(amy,z) ER}z=9—a22—y? 2> 0}

So = {(z,y,2) e R*|2® + 4% <9, 2 =0},

ambas orientadas hacia arriba.
i. El rotacional del campo vectorial F es
k
5 || =(6y.0,2).

2

¥ s

i

R 9
rotF = o
T

3y

—

ii. Por el teorema de Stokes, dado que S es una superficie orientada, parametrizada como una grafica
3.

cuya frontera es una curva cerrada ¢, y F un campo vectorial C' definido sobre S,
//ﬁxﬁ-c@:/ﬁ-d
S c

Como en el caso de las superficies S7 y So ambas estdn orientadas hacia arriba y tienen como

frontera comtn el circulo ¢ de ecuacién x? + 32 = 9 en el plano z-y, tenemos que
Wf.dg:/ﬁ.dg.
c

// ﬁxﬁ.dst:/
Sl SZ

iii. Podemos entonces calcular tal integral, segiin la ecuacién anterior, usando la superficie Sy (es la
opcién més facil, ya que el vector normal unitario a la superficie 7 = (0,0, 1) es constante) como

// VxF-dS= /ﬁxﬁ-ﬁdsz// (2) dS = 2 Area(Ss) = 18.
So So Sa



4. TEMA A. Considere la funcién f(z,y) = 2* + y* — 4oy + 1.
i. Para encontrar los puntos criticos de la funciéon f calculamos su gradiente y lo igualamos a 0:
V= (4z® — 4y, 4y° — 4z) = (0,0),

de donde y = 3. x = y y, entonces, x = 2%, Los tres puntos criticos que tiene f son, entonces,

(0,0), (1L, D)y (=1,-1).

ii. Para clasificar los puntos criticos de f calculamos

’f  Of 2
. 1222 —4
det [ 922 0oy | — ( N ) = 14422y — 16.

En (0,0) este determinante es negativo, luego tal punto es un punto de silla, mientras que en (1,1)
2

y (—1,—1) tal determinante es positivo y, ademds, % = 1222 = 12 es positivo, luego estos dos

puntos son minimos locales.

iii. Poniendo la informacién local encontrada anteriormente tenemos que la grafica de la funcién z =
f(z,y) es de la forma:

TEMA B. Considere la funcién f(z,y) = —% + day — 2y + 1.

i. Para encontrar los puntos criticos de la funcién f calculamos su gradiente y lo igualamos a 0:
Vf = (—a® + 4y, —4y + 4z) = (0,0),

de donde y = x, 22 = 4y = 4x y, entonces, x(x — 4) = 0. Los dos puntos criticos que tiene f son,
entonces, (0,0) v (4,4).

ii. Para clasificar los puntos criticos de f calculamos

8% f 8% f

7 —2x 4

Ox2 ox0 _ _

det( 8§f a’ny)—( 4 4>—8x—16.
Oyox 0y?

En (0,0) este determinante es negativo, luego tal punto es un punto de silla, mientras que en (4,4)
2

tal determinante es positivo y, ademés, % = —2x = —8 es negativo, luego este punto es un mdzimo

locales.

iii. Poniendo la informacion local encontrada anteriormente tenemos que la gréfica de la funcién z =
f(z,y) es de la forma:




5. TEMA A. La integral
Vi Vi3
/ / / sen(y?) dzdydx
0 x 1

calcula la masa de un sélido @ cuya densidad estd dada por la funcién p = sen(y?). Tal sélido estd
parametrizado, segun los limites de esta integral, como

ngg\/j, xéyswg y 1<z<3.

Podemos dibujar tal dominio en R? como:

Q:Os.\‘sf

xsys

WIN

Su masa no se puede calcular directamente con la integral anterior, para tal fin usamos otro orden de
integracién, por ejemplo con la parametrizacién

Ogyg\/j, 0<z<y y 1<z<3,

es decir, con la integral

™

/Oﬁ/oy /13 sen(y?) dzdzdy = /Oﬁ/OyQSen(yz)dxdy = /ﬁzysen(zf)dy = (- COS(yZ)‘S/% =1

0
/ / / cos(y?) dzdydzx
0 x 1

calcula la masa de un sélido @ cuya densidad estd dada por la funcién p = cos(y?). Tal sélido est4
parametrizado, segtin los limites de esta integral, como

, xgyg,/g y 1<2<3,

y podemos dibujar tal dominio en R? exactamente igual que antes. Asi, para calcular tal integral usamos
la parametrizacion

TEMA B. La integral

e

0<z<

T

OSyS\/j 0<z<y y 1<z<3,

es decir,

s

/oﬁ/oy /13 cos(y?) dzdxdy = /0\/§ /Oy2coS(y2) drdy = /0\/;2?4 cos(y?) dy = (sen(y2)|a/§ =L



