MATE1105 - ALGEBRA LINEAL - PARCIAL 2 [B]

NOMBRE: CcODIGO:

Este es un examen individual, no se permite el uso de libros, apuntes, calculadoras o cualquier
otro medio electrénico. Toda respuesta debe estar justificada matematicamente.

(iii) 2

(iv) 2

a

1. Considere el conjunto W = {( b

_ab ) | a,b e R} C My (R).

Puntos. Demuestre que W es un subespacio vectorial de M»(R), con las operaciones usuales
de suma y multiplicacion por escalares.
Puntos. Encuentre una base para W e indique cudl es su dimension.

2. Sea T : R? — R? la transformacién lineal definida por
1 1 1 1
r()=() v r(A)-(1)

Puntos. Encuentre T( z )

Puntos. Encuentre el niicleo (espacio nulo) de la transformacién T, e indique la dimensién
del rango (espacio imagen) de la misma.

3. Sea Ps|x] el espacio vectorial de polinomios de grado menor o igual a 2, con las opera-
ciones usuales de suma y multiplicacién por escalares, y sea q(z) = 1+ + 222 € P[z].

Puntos. Demuestre que B = {1 —22 14221+ 2:5} es una base para Py[z].
Puntos. Encuentre las coordenadas de g(x) en la base B.
Puntos. Considere la transformacién lineal T : Py[z] — Ps[x] dada por

T (p(x)) = p(0) + p'(x),
donde p’(z) denota la derivada del polinomio p(x). Encuentre la matriz My de la
transformacién respecto a la base B.
Puntos. Encuentre T'(¢(z)) y verifique que

[T(q())]p = Mr[q(z)] -

4. Responda falso o verdadero en cada una de las siguientes afirmaciones:

Puntos. La aplicacién T : R? — R? dada por

* Tz
v )=

es una transformacion lineal.

Puntos. La matriz A = tiene rango 1.

=
—_ O =
o~ O
o = O
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1. ()

aAi + A,

asi que W = Sp{((l)

0
1
ealmente independientes, {(

SOLUCION

Demuestre que W es un subespacio vectorial de M»(R), con las operaciones usuales
de suma y multiplicacién por escalares.

Es obvio que el conjunto no es vacio (la matriz cero y la matriz identidad, por ejem-

plo, pertenecen a él). Sean Ay, Ay e W = {( _ab _ab ) |a,be R}, ya,BeR

escalares arbitrarios. Entonces A4; = a —h y Ay = a2 —b ,
—by —by ap

donde a1,b1,a9,bs € R, y tenemos que

o a1 —b1 as —bg _ aaq —ab1 ﬁag —ﬁbg
- Oé( 7b1 a1 ) +ﬁ( 71)2 a9 ) - ( 7Oéb1 aal ) + ( 7ﬂb2 ﬁag
. aaq + Pas —aby — fby

- ( —ab; — Bby  aaq + Bao ) ew,

luego W es cerrado tanto bajo la suma de matrices como la multiplicacién por
escalares, asi que es un subespacio vectorial de Ms(R).

Encuentre una base para W e indique cuédl es su dimensién.

Si A € W, entonces

a —b 1 0 0 -1
(5 7)o ) ().

0 -1 . .
),( >} Como estas dos matrices son lin-
1 0
0 1

) ) ( _01 701 )} es una base para W, y su di-

mension es 2.

2. Sea T : R? — R? la transformacién lineal definida por

(i)

N
A~
< 8
~—
I

()= v r(A)=(1)

Para calcular T ( 5 ) , escribimos < g ) como combinacién lineal de los vec-

e (1) (1)

| ()= )2 (4)

() () () ()
(=) ()2 )=




MATE1105 - ALGEBRA LINEAL - PARCIAL 2 [B] 3

(ii) El nucleo (espacio nulo) de la transformacién T es el subespacio definido por

3. Sea

NT:{(z)eRQIT(z>=<8>},esdecir
oo {() e -o{(2)}

La ecuacién del rango indica que en este caso dimR? = 2 = dimN¢ + dim Ry, y
dim N7 =1, luego dim Ry = 1.

P,[z] el espacio vectorial de polinomios de grado menor o igual a 2, con las opera-

ciones usuales de suma y multiplicacién por escalares, y sea ¢(z) = 1+x + 222 € Py[z].

(i) Para verificar que B = {1 —z2 14221+ 230} es una base para P[x], podemos

(iii)

llevar a cabo la siguiente reduccién

1 1 1]0 1 1 1]0 11 1]0
0 0 20 |8 11 0o |20 2 110 ],
-1 1 0]0 0 0 2]0 00 2|0

y contando el nimero de pivotes vemos que los tres polinomios son linealmente
independientes. Siendo 3 polinomios linealmente independientes en un espacio
vectorial de dimensién 3, tenemos que son una base.

Las coordenadas de g(x) en la base B se encuentran haciendo una reduccién del
mismo tipo:

luego

3 ) 1
q(r) =1+2+22° = —1(1 —2%) + 1(1 + %) + 5(1 + 2z),

como puede verificarse facilmente, es decir que

3

Considere la transformacién lineal T : Py[x] — Py[z] dada por

T (p(z)) = p(0) + p'(x),

donde p’(x) denota la derivada del polinomio p(x). Por definicién
Mr]= | [TA-2?)]p [T(1+27)]p [T(1+22)]s

es la matriz de la transformacion respecto a la base B = {1 + 2%, 1 — 22,1+ 2z}
de Ps[z]. Calculando a partir de la definicién de T' tenemos que

Tl -2} =1-2z, TA+z)=1+2z, y T(1+22)=1+2=3,

luego
1 0 §
T(1-a®)p=| 1 |, [TQ+2Y)p=| 0| y TQ+22)s=| 3
~1 1 0
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La matriz de la transformacion respecto a la base B es entonces

1 0 %
-1 1 0

(iv) De la definicién de la transformacién tenemos que

T(g(z)) =1+ (1 +4z) =2+ 4z = (2)(1 + 22),

luego
0
[T(q(z))p=1| 0
2
Por otra parte,
1 0 § -3 0
Mrlg(@)ls=| 1 0 3 % =1 0 ) =1[T(=)]s
-1 1 0 5 2
4. Responda falso o verdadero:
(i) La aplicacién T : R® — R? dada por
* Tz
T =
) ( y+1 >

0
Fatso. T | O ) = ( (1) > #+ ( 8 ), luego T' no es una transformacién lineal.
0
1
(ii) La matriz A= | 0
1

—_0

0 0
1 1 tiene rango 1.
0 0

FaALso. El rango de A es el nimero de columnas de A linealmente independientes,
vy en A hay dos columnas independientes, asi que el rango de A es 2.



