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Funciones y operaciones comunes en el célculo en una

variable

Una funcién es una forma de comparar, sin ambigiiedad, dos conjuntos. Se
escribe f : A — B para decir que la funcién f asocia a cada elemento de el
conjunto A un U(nico elemento del conjunto B, y

f(a)=»b

para especificar lo anterior.

En cdlculo el conjunto natural con el que trabajaremos es R, el conjunto
de nimeros reales, y las funciones con las que trabajaremos estaran
determinadas por las operaciones naturales entre nimeros reales: Suma,
resta, multiplicacién, divisidn, etc.
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Entre las funciones que vamos a estudiar se encuentran las siguientes:

Funcion identidad

Funcion valor absoluto Funcion racional Funcion seno Funcin coseno
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En las graficas anteriores la coordenada y estd definida por la variable x
segiin una funcién f, lo que se expresa escribiendo

y = f(x).

La funcién determina entonces una curva en el plano cartesiano, y el
objeto del calculo es estudiar operaciones que determinen las propiedades
mads importantes de las funciones de este tipo.

Asi, por ejemplo, la grafica que
corresponde a la funcién f(x) = x> — 4x
es la que se encuentra al lado, en ella se
sefalan los puntos de corte de la curva
que representa tal funcién en el plano
con el eje x.

Alexander Cardona () Fundamentos de Matematicas Mayo de 2009 6 /59



© Funciones de una variable: continuidad y derivacién
@ Limites y continuidad
@ Algunos resultados importantes
@ Maximos, minimos y optimizacién

Alexander Cardona () Fundamentos de Matematicas Mayo de 2009 7 /59



Una funcién f(x) es llamada continua en un punto p € R si

lim f(x) = f(p).

X—p

La figura a la izquierda ilustra una

funcién continua en todo punto.
=tz La siguiente figura ilustra

diferentes tipos de discontinuidad.
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Derivacidn

La derivada de una funcién f en el punto x € R es la pendiente de la recta

tangente a la curva asociada a f en el punto x. Esta puede calcularse
mediante el limite

F(x) = ,Lmo f(x—i—h,z— f(x).

Qe+ Ax, fle+Ax))

fle + Ax) = fic)

Rectas tangente
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Significado

La derivada de una funcién en un
punto mide su “rapidez de
cambio” en tal punto, y es la

cta tangente herramienta fundamental en
calculo para estudiar la idea de
variacion. )

¥=fz)
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Derivadas de las funciones mas importantes

Usando directamente la definicién anterior es facil concluir que las
siguientes reglas de derivacion aplican para las funciones mas comunmente
usadas:

@ Si f(x) = c es una funcién constante = f’(x) = 0.
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Las derivadas de las demds funciones usuales se puede obtener a partir de
las derivadas anteriores siguiento las siguientes reglas:

@ Derivada de una suma: Si f(x) = fi(x) + fo(x) =

Fi(x) = A (x) + K ().
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las derivadas anteriores siguiento las siguientes reglas:

@ Derivada de una suma: Si f(x) = fi(x) + fo(x) =
Fi(x) = f(x) + K(x).
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Fiba = GOk
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Regla de la Cadena

Si la funcién f es una composicién de dos funciones g y h, es decir
f(x) = g(h(x)), y escribimos u = h(x), entonces

F'(x) = g'(u) - W' (x).

Sea f(x) = (x3 + 2)°, entonces f es composicién de las funciones
g(x) =x% y h(x) = x>+ 2, luego

f/(x) = 5(x> +2)* - (3x%) = 15x3(x> + 2)*.
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Teoremas del Valor Medio, Intermedio y Extremo

Teorema (del valor Medio)

Si una funcién f es continua en un intervalo cerrado [a, b] y es derivable
en todo punto en (a, b), entonces existe por lo menos un punto c € (a, b)

tal que
f(b) —f(a
ey F0) = 1(a),
b—a
La figura a la izquierda ilustra el
fla) teorema de valor medio: Existe un
el punto ¢ € (a, b) donde la recta
tangente a la curva es paralela a
Lol la recta que une los puntos
* (3, f(a)) y (ba f(b))
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Teorema (del valor Extremo)

Si una funcién f es continua en un intervalo cerrado [a, b] entonces la
funcion alcanza su valor maximo y su valor minimo sobre el intervalo.

AR La figura a la izquierda ilustra el
teorema del valor extremo: Existen
puntos c y d € [a, b| tales que

¢L7e °T
L , f(c) > f(x) > f(d)

(.-
=41+  Minimo

para todo x € [a, b].

fix) = 3xt - 4x?
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Teorema (del valor Intermedio)

Si una funcién f es continua en un intervalo cerrado [a, b], y ¢ y d € [a, b]
son los puntos en los cuales f alcanza sus maximo y minimo,
respectivamente, entonces si f(c) > k > f(d) existe e € [a, b] tal que
f(e) = k.

La figura a la izquierda ilustra el
teorema de valor intermedio:
Existe un punto e € [a, b] donde
i) |-- S se alcanza cualquier valor entre

f(c)y f(d).
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Si f es una funcién continua en todo punto en su dominio de definicién,

entonces
lim f(x) = f(a).

X—a

Si f y g son dos funciones y el limite lim,_., ;(( % es indeterminado, el

siguiente teorema da una alternativa para calcularlo.

Teorema (de L'Hopital)
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Usando la derivada para estudiar el comportamiento de

una curva

Si f es una funcién (asi solo sea continua a trozos) es posible usar la
derivada de f para hacer un boceto muy preciso de la curva asociada.
Primero que todo, es facil observar que el signo de la derivada de f indica
si la funcién es creciente (f'(x) > 0), decreciente (f'(x) < 0) e identificar
los lugares en los que se ubican los puntos criticos —maximos y minimos—

('(x) = 0):

¥=flx)
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La segunda derivada indica si la derivada crece, decrece o permanece
estable, es decir si la rapidez de crecimiento dada por f aumenta, decrece
o permanece constante. Un punto x donde

f"(x) =0

es llamado punto de inflexién, la grafica de una funcién es céncava hacia
arriba en aquellos puntos donde ”(x) > 0y la gréfica de una funcién es
céncava hacia abajo en aquellos puntos donde f”(x) < 0.

Por ejemplo, en la curva a la
izquierda es céncava hacia arriba
entre ¢; y ¢, es céncava hacia
abajo entre ¢ y ¢3 y hay cambio
de concavidad en c¢.
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La antiderivada de una funcién

Una antiderivada para una funcién f(x) es una funcién cuya derivada sea
la funcién f(x). La antiderivacién se denota por el simbolo [ f(x)dx, mas
adelante veremos de donde viene tal notacién.

Ejemplo

Si f(x) = x2, entonces
X3
/X2 dx = ? aF C,

donde C es una constante. Para verificarlo solo hace falta derivar %3 + C,
lo que en efecto da x°.
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Antiderivadas de las funciones mas importantes

Usando las reglas de derivacién vistas anteriormente tenemos la siguiente
lista de antiderivadas para las funciones mas comunmente usadas:

@ Si f(x) = k es una funcién constante = [ kdx = kx + C.
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[ axkdx = o + C.
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Antiderivadas de las funciones mas importantes

Usando las reglas de derivacién vistas anteriormente tenemos la siguiente
lista de antiderivadas para las funciones mas comunmente usadas:

@ Si f(x) = k es una funcién constante = [ kdx = kx + C.

Q Sif(x)= axk es una funcién polinomial y k # -1 =
k+1

[ axkdx = - +C
© Si f(x) = senx es la funcién seno = [ senx dx = —cosx + C.
@ Si f(x) = cosx es la funcién coseno = fcosx dx =senx + C.

QSif

(x) =
© Si f(x) = €~ es la funcién exponencial = [ e¥dx = e* + C.
(x) =

1= [Ldx=In|x|+ C, es decir la funcién logaritmica .
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Asi, como la constante que
acompania las funciones a la
derecha en la tabla anterior
es arbitraria, la
antiderivacion no da lugar a
una sola funcién, sino a una
familia de funciones:
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La integral definida

Definicién
Dada una funcion f(x) definida sobre un intervalo cerrado [a, b], la integral

de f(x) entre a y b es el drea bajo la curva de la funcion en el plano entre
tales puntos (ver figura). Denotamos tal drea como fab f(x) dx.

y= o) y=fln)
»=fixy
A o En la figura
b
L. g/ f(x)dx < S(n)
a

El drea de los rectingulos Area de la region El drea de los rectingulos
inseritos es menor que cireunscritos es mayor que el
el direa de la region drea de la regidn
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El Teorema Fundamental del Calculo

El Teorema Fundamental del Célculo permite calcular integrales definidas
(es decir, dreas) apartir de antiderivadas, mediante una sencilla evaluacién:

Teorema
Si f(x) es una funcion continua en el intervalo [a, b] y F(x) es una
antiderivada de f(x) en tal intervalo, entonces

La gréfica ilustra la relacién
entre derivar e integrar que
aparece en el Teorema
Fundamental del Calculo:

Recta |

Ayd !
tangenic |

A pdiente e &Y
Pendiente AR Pendiente = A Area = Aydx Area = AyAx
B) Integracion definida

Mayo de 2009 26 / 59
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Ejemplo

Calcular el drea bajo la curva f(x) = e~ entre x = -2 y x = 1.

¥

Debemos calcular la integral f_12 e dx y, por : T

el teorema anterior, sabemos que

! 1
dx = e |1 ,= el—e_zze——2.
_2 e

ile}

yagt
o, 1y
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Tablas

Por supuesto, para poder
calcular integrales hay que
conocer una buena
cantidad de antiderivadas,
en la tabla se indican las
mas importantes:

Alexander Cardona ()

Iudv = uv—Ivdu

“L“_Ln|u|+c

[a”du = La:” +C

Ina
[sin td = —cosu+C
Isecgudu =tanw +
Isecutaﬂudu =secu+C
Ita.nudn :]n|secu‘+C

Isecudu = ]n|secu +tan u|+C

I .—a — = gin E+C
=—sec —+C
I
u —a?
|22
I E zx+a

Fundamentos de Matematicas

cosudu = s u +C
cscudy = —cotu+ O

cscucotudy = —cscu+C

cot e = ]n|cscu - cotu|+C

Jau =
J
J
J
[ cotuds = Infein u[+C
J
I
]
J

- =ZtanTE 40
@ +u &
4
. Y L Yl
a?—u? 2a i —a
K () = [ ()
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Y, para calcular integrales mas complicadas, hay que hacer uso de técnicas
de integracién que provienen principalmente del uso en antiderivacién de la
Regla de la Cadena, las Reglas del Producto y del Cociente para derivadas,
conocidas como:

@ Sustitucion:
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Y, para calcular integrales mas complicadas, hay que hacer uso de técnicas
de integracién que provienen principalmente del uso en antiderivacién de la
Regla de la Cadena, las Reglas del Producto y del Cociente para derivadas,
conocidas como:

@ Sustitucion:
@ Integracién por partes:
© Sustitucién Trigonométrica:

© ... Y muchos mis... (ver bibliografia)
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Ecuaciones Lineales

Una ecuacion lineal en n variables es una ecuacién de la forma
nxy+ nxp+---+ mx, = a,

donde los coeficientes r1,..., rp, a € R son conocidos y las variables
X1,...,Xp son llamadas incégnitas.

Cada ecuacién lineal representa un lugar I
geométrico. Por ejemplo, la ecuacién
X+ y + z =1 representa un plano en

y

R3:
/1
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Sistemas de Ecuaciones Lineales

Un sistema de m ecuaciones lineales en n variables es una coleccion de
ecuaciones lineales de la forma

ayix1 +awpxo + -+ ax, = by
asix1 +amxa+ -+ amx, = b
amiX1 + ameXx2 + -+ amnXn = bpy

donde los coeficientes a;;, by € R son niimeros reales conocidos para
0<i<m0<j<ny0<k<m
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Tener varias ecuaciones lineales es tener
varios lugares geométricos en R", y
queremos usar el algebra matricial para
estudiarlos. Por ejemplo, dos ecuaciones
lineales “diferentes” en R3 representan
dos planos cuaya intersecciéon es una
recta:

Solucionar el sistema significa encontrar tal recta...
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... pero, aunque pueden existir soluciones, también puede pasar que no
existan soluciones, o que existan infinitas soluciones:

{2x—3y =4 2x -3y = 4
x—3y =6 {4x+6y — 8
y y
)
2
1 —4x + 6y = —8
t t > X
P
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Solucidn de Sistemas de Ecuaciones Lineales

Un sistema de m ecuaciones lineales en n incégnitas

ajix1 +awpxo+ -+ anx, = by

ax1X1 +amxo + -+ amxp, = by

amiX1 + a@maXo + -+ + @mnXn bm

puede escribirse en forma compacta en notacién matricial como AX = b,
donde

ail an atn X1 by
a1 a» azn X2 by
dml a4m2 dmn Xn bm
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Vamos a definir, a partir de la matriz de coeficientes A = (aj;), una matriz
aumentada y una serie de operaciones elementales que nos permitiran
encontrar las soluciones al sistema (en caso de que existan). Este método
es conocido como reduccién de Gauss-Jordan.

Definicidon

La matriz aumentada asociada al sistema AX = b es la matriz

ail a2 - ain | b1
a1 axp - ax | b

b)
aml am2 - amn | bm

que escribiremos en forma abreviada como (A|b).
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Como indicamos en un ejemplo anterior, multiplicar por un escalar una
ecuacién lineal no modifica el lugar geométrico que representa (las rectas
definidas por 2x — 3y =4 y —4x 4+ 6y = —8 son la misma). En general,
dado un sistema de ecuaciones lineales de la forma

ajix1 +awpxo+ -+ anx, = by
anix1 +amxa+ -+ amx, = b
amiX1 +amXe + -+ ampXn = bnm

hay dos operaciones elementales que no alteran el lugar geométrico
definido por ellas:

Operaciones Elementales

@ Multiplicar una ecuacién por un escalar (diferente de cero),
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Como indicamos en un ejemplo anterior, multiplicar por un escalar una
ecuacién lineal no modifica el lugar geométrico que representa (las rectas
definidas por 2x — 3y =4 y —4x 4+ 6y = —8 son la misma). En general,
dado un sistema de ecuaciones lineales de la forma

ajix1 +awpxo+ -+ anx, = by
anix1 +amxa+ -+ amx, = b
amiX1 +amXe + -+ ampXn = bnm

hay dos operaciones elementales que no alteran el lugar geométrico
definido por ellas:

Operaciones Elementales

@ Multiplicar una ecuacién por un escalar (diferente de cero),

@ Sumar (un mdltiplo de) una ecuacién del sistema con (un mdaltiplo
de) otra.
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Las operaciones descritas anteriormente dan lugar, en la notacién de
matriz aumentada para el sistema, a las siguientes operaciones elementales

entre filas:

Operaciones elementales entre filas

Sea AX = b un sistema de ecuaciones lineales con matriz aumentada

ail a2 - aip | b

. axt ax» -+ axn | b
(Alb) =

aml Am2 - amn | bm

Las siguientes son las operaciones elementales entre filas:

© Intercambiar dos filas cualesquiera,
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Las operaciones descritas anteriormente dan lugar, en la notacién de
matriz aumentada para el sistema, a las siguientes operaciones elementales

entre filas:

Operaciones elementales entre filas

Sea AX = b un sistema de ecuaciones lineales con matriz aumentada

ail a2 - aip | b

. axt ax» -+ axn | b
(Alb) =

aml Am2 - amn | bm

Las siguientes son las operaciones elementales entre filas:
© Intercambiar dos filas cualesquiera,

@ Multiplicar una fila por un escalar (diferente de cero),
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Las operaciones descritas anteriormente dan lugar, en la notacién de
matriz aumentada para el sistema, a las siguientes operaciones elementales
entre filas:

Operaciones elementales entre filas

Sea AX = b un sistema de ecuaciones lineales con matriz aumentada

ail a2 - aip | b

. axt ax» -+ axn | b
(Alb) =

aml Am2 - amn | bm

Las siguientes son las operaciones elementales entre filas:
© Intercambiar dos filas cualesquiera,

@ Multiplicar una fila por un escalar (diferente de cero),

© Sumar (un miltiplo de) una fila con (un multiplo de) otra.
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Ejemplo

Para ilustrar las operaciones elementales entre filas, y su efecto sobre los
sistemas de ecuaciones lineales, obsérvese que para encontrar el punto de
interseccion entre las rectas {1 : 2x —y =0yl : x+y = 3 en el plano, es
decir un punto (X, yo) € R? cuyas coordenadas deben satisfacer ambas
ecuaciones, podemos sumar ambas ecuaciones para obtener

luego x, = 1 y, de la ecuacion de (5, tenemos que y, = 2.
En términos de la matriz aumentada asociada al sistema

2x —y =
X+y =

tenemos
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Ejemplo (continuacién)
- 2 —-110

y, haciendo tres operaciones elementales, obtenemos

» (2 —-1|0)\F~R-A+R (3 0|3
am=(1 7)) (3 2)3)
Fl—i:Fl 1 0|1 FQ—E—Fl 1 0|1 . (/ |§)
1 13 0 1/2) ’

- 1 .
donde el vector a = < 5 ) tiene como componentes las coordenadas del

punto de interseccion de las dos rectas {1 y >, es decir la solucion al
sistema.

Lo anterior no es sino una ilustracién del siguiente
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Teorema

Si dos matrices aumentadas (A|b) y (B|3), correspondientes a dos
sistemas de ecuaciones lineales, son equivalentes bajo operaciones
elementales entre filas, entonces los sistemas de ecuaciones tienen el
mismo conjunto de soluciones.

Dado que (cuando hay tantas ecuaciones como incégnitas) la solucién a un
sistema de ecuaciones se escribe mediante la matriz identidad aumentada

10 --- 0 al X1 = a1

o1 --- 0 an Xo = as
(113) = . &

00 --- 1]a, Xp = an

el objetivo al hacer operaciones elementales entre filas, en una matriz
aumentada, serd lograr una matriz lo mas parecida posible a la matriz
identidad. Llamaremos tal matriz escalonada por filas.

Alexander Cardona () Fundamentos de Matematicas Mayo de 2009 41 /59



Definicién
Una matriz estd en forma escalonada por filas si:

@ Todas las filas conteniendo solo ceros apareces bajo las filas que
contienen entradas diferentes de cero.

@ La primera entrada diferente de cero en cualquier fila (llamada pivote)
aparece en la columna a la derecha de la primera entrada no nula en
cualquier fila anterior.

| \

Ejemplo
1 0 -2 1 0 -2
0 4 3 0 4 3
01 3 0 0 3
00 2 0 0 O
No esta en forma escalonada Si estd en forma escalonada
por filas. por filas.

Alexander Cardona () Fundamentos de Matematicas Mayo de 2009 42 / 59



Reduccion de Gauss-Jordan

Dado un sistema de ecuaciones lineales de la forma AX = b, con matriz
aumentada (A|b), el método de reduccién de Gauss-Jordan indica la forma
mas sencilla de encontrar las soluciones al sistema: encontrando una
matriz aumentada escalonada por filas, a partir de la matriz (A|b), y
despejando cada incégnita en el nimero minimo de variables libres.

Ejemplo

Consideremos el sistema de ecuaciones

X1 +4x+x3 = 1
x1+ —2x3 = 1

cuya matriz aumentada asociada es

1 4 1|1
10 —2|1 )"
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Ejemplo (continuacién)

Haciendo operaciones elementales entre filas tenemos

1 4 1 |1\FR-R-FA/(1 4 1|1
—
1 0 -2]|1 0 -4 -3|0

que esta en forma escalonada por filas. Las ecuaciones lineales
correspondientes son

x1+4x+x3 = 1
—4x, —3x3 = 0
luego, de la segunda ecuacion deducimos que 4x, = —3x3 y, con tal

resultado usado en la primera, tenemos que

X1 = 1+2X3.
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Ejemplo (continuacién)

Asi, tenemos que

X1 = 1+ 2X3
3
X0 = ——X
2 4 3

y no es posible eliminar la variable libre x3, que para cada valor real da
lugar a una solucion particular del sistema. Por ejemplo, para x3 = 4,

9
x1=9yx = -3, luegoX, = | —3 | es una solucién particular. La
4
solucion general del sistema es
1+ 2X3
D = 3
Xg = 23
X3
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En general, dado un sistema de ecuaciones lineales, el método de
reduccién de Gauss-Jordan nos conduce a tres posibilidades a la hora de
buscar sus soluciones:

@ El sistema tiene una Unica solucion
@ El sistema tiene infinitas soluciones
© El sistema no tiene ninguna solucién.

El siguiente teorema nos dice a qué tipo de resultado en la reduccién
corresponde cada una de estas situaciones.
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© Nociones basicas de &lgebra lineal: Determinantes, valores y vectores
propios
o Areas, volimenes y producto cruz
@ Determinantes de matrices cuadradas
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Area de un paralelogramo

Dados dos vectores Vv y w no paralelos en
el plano R?, el paralelogramo generado por
ellos es el que muestra la figura.

Para calcular el drea de tal paralelogramo
debemos conocer el dngulo 8 entre los dos

. w
vectores, es decir el dado por
e
V-w=|V||w]|cos#. 3
) - . a . c
Si escribimos los vectores en componentes como vV = b ) w = d )

un célculo sencillo muestra que el drea del paralelogramo es

A=|ad—cb]|.
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Es claro que, en caso de ser paralelos los vectores, digamos
. c a . . .
w = d )= r p ) para algln r € R, el area resultante serd cero,

pues A =| arb — rab |= 0. Visto desde el punto de vista de los sistemas de
ecuaciones lineales, lo anterior corresponde a decir si el sistema de
ecuaciones

ax+cy =k

bx+dy =1

tiene solucién tnica o infinitas soluciones ya que, como vimos en el primer
a c
b d

ad — bc # 0 y en tal caso su inversa es

1 d —c
Al= :
ad—bc(—b a >

capitulo, la matriz A = < ) tiene inversa solamente cuando
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Veremos en este capitulo que esta relacién, vélida para matrices 2 x 2,
entre la condicién para la invertibilidad de una matriz cuadrada (es decir,
para la existencia de soluciones (nicas de ciertos sistemas de ecuaciones
lineales) y la medida de una propiedad geométrica (el drea) existe para
matrices de tamano arbitrario, y estd dada a través un nimero llamado el
determinante.

Definicion

a a . . ..
Sea A= ( 211 312 ) una matriz 2 x 2 arbitraria. Definimos el
21 a2

determinante de A como

det A = aj1a — aioang.
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En otras palabras, un sistema de ecuaciones

aiix1 +apxe = b

axixi +axnx = b

tiene solucién Unica para cada beR?si y solo si el determinante de su
matriz asociada A es diferente de cero y, adicionalmente, el valor absoluto
del determinante es igual al drea del paralelogramo formado por los
vectores fila (o columna) de la matriz A.
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Producto cruz

Supongamos ahora que los vectores vV y w (no paralelos) no estan en el
plano sino en R3, y queremos calcular el drea del paralelogramo generado
por ellos. En este caso introduciremos una nueva operacién entre vectores
de R3, llamada producto vectorial o producto cruz, que asocia a dos
vectores de R3 un nuevo vector en R3.

Definicidon
%1 wiy

Sean vV = v |, w= wo € R3, el producto vectorial o producto
V3 w3

cruz de v con w es el vector

Vaw3 — V3w
VX w= V3w — viws
Viws — Vowg
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Para retener mas facilmente la anterior definicion podemos proceder de la
siguiente forma. Acomodamos las componentes de los dos vectores en una

matriz 3 x 3
P k
Vi V2 v3 s
wy w2 w3

donde {i,j, k} denotan los vectores de la base canénica de R3, y después
calculamos su “determinante” reduciéndolo al caso anterior de la forma

siguiente
Tk
Vxw= "det” Vi VW w3
Wi Wy ws3
A %% A Vi Vv A Vi Vv
:ldet( 2 3>Jdet< . 3>+kdet( ! 2),
wo ws wy w3 Wiy W
obteniendo
VX w= i(V2W3 — V3W2) —j(V1W3 — V3W1) + k(V1W2 — V2W1)7

Mayo de 2009

Fundamentos de Matematicas

que es la misma expresion dada en la definicion.
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Propiedades del producto cruz
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Teorema

El drea del paralelogramo formado por los vectores V y w en R> es igual a
|V xwl.
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Definicidon
Sea
ai1 a2 - aip
a1 azxp -+ Az
A=
dnl an2 - ann

Definimos el determinante de A de la siguiente forma: Sea
aj; = (1) det A el cofactor de aj;, donde Aj; es la matriz
(n—1) x (n—1) que resulta al eliminar en A la fila i y la columna j.

Entonces,
n

n
det A=) ajaj =) (—1)"ajdet Ay
k=1 k=1
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Contenidos

@ Funciones de varias variables: Representacion grafica y operaciones
basicas
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Contenidos

@ Funciones de varias variables: Multiplicadores de Lagrange y
optimizacién
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