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Prefacio a la Segunda Edición

Durante los más de veinte años transcurridos desde su aparición, este libro
se ha usado frecuentemente como texto para el curso de Análisis Funcional en
la Universidad de los Andes y en la Universidad Nacional de Colombia. Varios
colegas y estudiantes me han comentado repetidamente sobre la conveniencia
de hacer una nueva edición. Era mi intención reescribir el libro completa-
mente, ampliando y actualizando el contenido y la bibliograf́ıa, e incluyendo
dos caṕıtulos adicionales sobre teoŕıa espectral. Como esta labor demandaŕıa
todav́ıa algún tiempo y el libro se encuentra agotado, decid́ı sacar esta se-
gunda edición, en la presente forma, para lo cual se corrigieron numerosos
errores de mecanograf́ıa y varios yerros matemáticos, se modificaron algunos
ejercicios, se actualizó la bibliograf́ıa y se agregó un ı́ndice anaĺıtico. Por lo
demás, el contenido es el mismo de la primera edición.
En las últimas décadas se han escrito excelentes tratados de Análisis Fun-
cional, y los progresos alcanzados por la teoŕıa son enormes. Para una in-
formación extensa al respecto, se recomiendan [13] y [14]. En los libros [26]
y [27] pueden consultarse además aplicaciones muy importantes del Análisis
Funcional. Este trabajo contó con la financiación del Fondo de Docencia de
la Facultad de Ciencias de la Universidad de los Andes, al cual agradezco
su apoyo. Igualmente agradezco al profesor J. Daŕıo López G. del Depar-
tamento de Matemáticas de la Universidad de los Andes por su invaluable
colaboración en la elaboración de esta edición.
Quiero dedicar la segunda edición de este libro a la memoria del coautor,
mi antiguo alumno y colaborador Dr. Teófilo Abuabara, fallecido prematu-
ramente hace varios años.

Bogotá, abril de 2008 J. Lesmes
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Prefacio a la Primera Edición

Este libro se basa en las notas de un curso de Análisis Funcional que
dicté varias veces en el Instituto de Matemática Pura e Aplicada (IMPA) de
Ŕıo de Janeiro. El contenido de los caṕıtulos 1 a 3 es apropiado para un primer
curso de Análisis Funcional, omitiendo algunos temas, a juicio del profesor
(por ejemplo, para un curso introductorio se puede omitir una parte de la
sección 1.4 y todo el caṕıtulo 3). Se ha agregado un caṕıtulo preliminar sobre
espacios métricos, esencialmente autocontenido, para referencia rápida y para
que eventualmente facilite el estudio o el repaso de algún tema particular.

Quiero expresar mi agradecimiento al coautor, Dr. T. Abuabara, a quien
se deben la recolección de las notas en forma unificada, la redacción del
Caṕıtulo 0 y gran parte de los ejemplos y ejercicios. Igualmente quiero agrade-
cer a quienes con sus observaciones y sugerencias contribuyeron para mejorar
y completar estas notas, en especial a mis colegas Ricardo Mañé (a quien se
deben varios de los ejercicios) y Carlos Isnard, del IMPA, y a mis alumnos del
IMPA y de la Universidad de los Andes. En particular, agradezco a Adriana
Camacho por su ayuda en la corrección de las pruebas.

Originalmente se pensó elaborar la presente obra para la colección de
monograf́ıas publicadas con motivo de los 25 años de la Sociedad Colombiana
de Matemáticas, pero debido a la forma de presentación y al volumen se
decidió publicarla por separado.

J. Lesmes
Bogotá, octubre de 1981
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Caṕıtulo 0

ESPACIOS MÉTRICOS

0.1. Definiciones y ejemplos

Definición 0.1.1. Una métrica en un conjunto no vaćıo M es una función
d : M ×M → R definida sobre el producto cartesiano M ×M y con valores
reales, que satisface a las siguientes condiciones, para x, y, z elementos cua-
lesquiera de M :

M1) d(x, y) ≥ 0, y, d(x, y) = 0 si y solamente si x = y.

M2) d(x, y) = d(y, x).

M3) d(x, y) ≥ d(x, z) + d(z, y).

El número real positivo d(x, y) se llama distancia de x a y. La condición
M3) es conocida como la desigualdad triangular, cuyo nombre se origina en
el hecho de que en el plano, la longitud de uno de los lados de un triángulo
no excede a la suma de las longitudes de los otros dos.

Si d es una métrica en M , a la pareja (M,d) se la llama espacio métrico
y si no hay lugar a dudas, nos referiremos simplemente a M como el espacio
métrico.

Ejemplo 0.1.1. El ejemplo más simple e importante de espacio métrico
es la recta R con la distancia entre dos puntos dada por la función

d(x, y) = |x− y|
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A menos que se diga expĺıcitamente otra cosa, R se considerará dotado de
esta métrica, la cual comúnmente se llama métrica usual de R

Ejemplo 0.1.2. Sean (M,d) un espacio métrico y S un subconjunto de
M . La función ds : S × S −→ R definida por

ds(x, y) = d(x, y),

es una métrica en S, llamada métrica inducida por d en S. En este caso se
dice que S es subespacio métrico de M .

Ejemplo 0.1.3. Sea Rn = {x = (x1, x2, . . . , xn);xi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n}
el espacio euclidiano de dimensión n. Las tres funciones reales siguientes,
definidas sobre Rn,

d(x, y) =
√

Σn
i=1|xi − yi|2

d′(x, y) = Σn
i=1|xi − yi|

d′′(x, y) = máx{|xi − yi|; 1 ≤ i ≤ n}

son ejemplos de métricas en Rn. La métrica d se llama métrica euclidiana en
Rn.

Ejemplo 0.1.4. Sea (M,d) un espacio métrico. La función
ρ : M ×M −→ R definida por

ρ(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)

es una métrica en M . En efecto, las condiciones M1) y M2) son inmediatas.
Demostremos la desigualdad triangular: cualesquiera que sean x, y, z ∈M se
tiene que

ρ(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)
= 1 − 1

1 + d(x, y)
≤ 1 − 1

1 + d(x, z) + d(z, y)

=
d(x, z)

1 + d(x, z) + d(z, y)
+

d(z, y)

1 + d(x, z) + d(z, y)
≤ d(x, z)

1 + d(x, z)
+

d(z, y)

1 + d(z, y)

= ρ(x, z) + ρ(z, y).

Por consiguiente ρ es una métrica en M .
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Ejemplo 0.1.5. Dados n espacios métricos (Mi, di), i = 1, 2, . . . , n, el
producto cartesiano M = M1 ×M2 × . . . ×Mn es un espacio métrico, para
una cualquiera de las siguientes métricas:

d(x, y) =
√

Σn
i=1di(xi, yi)

2,

d′(x, y) = Σn
i=1di(xi − yi),

d′′(x, y) = máx{di(xi − yi); 1 ≤ i ≤ n}
en donde x = (x1, x2, . . . , xn) e y = (y1, y2, . . . , yn) son elementos de M .
Además, tenemos las siguientes desigualdades:

d′′(x, y) ≤ d(x, y) ≤ d′(x, y) ≤ nd′′(x, y).

La primera y tercera desigualdades son inmediatas, y en cuanto a la segunda
es suficiente observar que

d′(x, y)2 =
n∑

i=1

di(xi, yi)
2 +

∑

i6=j

di(xi, yi)dj(xj, yj),

y por consiguiente d(x, y) ≤ d′(x, y).
El lector puede observar que el ejemplo 0,1,3 es un caso particular de este

último.

Ejercicios de la sección 0.1

1. SeaM un conjunto cualquiera. Demuestre que la función d : M ×M → R
definida por

d(x, y) =

{
1, si x 6= y
0, si x = y

es una métrica en M . Esta es llamada métrica discreta sobre M .

2. Sea d : R × R −→ R la función definida por

d(x, y) =

∣∣∣∣
x

1 + |x| −
y

1 + |y|

∣∣∣∣
Demuestre que d es una métrica en R.

3. Si d es una métrica en M , demuestre que la función ρ : M ×M −→ R
definida por

ρ(x, y) = mı́n{1, d(x, y)},
es una métrica en M .
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0.2. Topoloǵıa inducida por una métrica

Definición 0.2.1. Sea X un conjunto cualquiera. Una topoloǵıa en X es
una familia τ de subconjuntos de X, tal que

1. ∅, X ∈ τ

2. Si (Aλ)λ∈L es una colección de elementos de τ , entonces
⋃
λ∈LAλ ∈ τ .

En otras palabras, una reunión cualquiera de elementos de τ es un
elemento de τ .

3. Si A1, A2 ∈ τ , entonces A1 ∩A2 ∈ τ . Equivalentemente, la intersección
de un número finito de elementos de τ es un elemento de τ

Si τ es una topoloǵıa en X, a la pareja (X, τ) se la llama un espacio
topológico y los elementos de τ se llaman abiertos de X (o en X).

Si (X, τ) es un espacio topológico y si Y es un subconjunto de X, la
familia τY de subconjuntos de Y definida por

τY = {A ∩ Y ;A ∈ τ}

es una topoloǵıa en Y , llamada la topoloǵıa inducida en Y por la topoloǵıa
de X o la topoloǵıa inducida por τ en Y . Por consiguiente un subconjunto
U de Y es abierto en Y (o con relación a Y ) si y solamente si U = A ∩ Y ,
para algún abierto A de X.

Definición 0.2.2. Sean (X, τ) un espacio topológico y S un subconjunto
de X.

1. Se dice que S es un subconjunto cerrado en X si y solamente si su
complemento S∁ es un subconjunto abierto de X.

2. Se dice que un punto x0 es interior a S cuando existe un abierto A de
X tal que x0 ∈ A ⊂ S. Se denota por int(S) el conjunto de todos los
puntos de X interiores a S.

3. Un punto x0 se llama punto de acumulación de S si y solamente si
para todo abierto A de X que contenga al punto x0, se tiene que
(A \ {x0}) ∩ S 6= ∅, o sea, A contiene un punto de S distinto de x0. Se
denota por S ′ el conjunto de todos los puntos de X que son puntos de
acumulación de S.
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4. Se dice que un punto x0 de S es un punto aislado (de S) si no es punto
de acumulación de S, esto es, si existe un abierto A de X que contenga
al punto x0 tal que (A \ {x0}) ∩ S = ∅. Si todos los puntos de S son
puntos aislados, se dice que S es discreto .

5. Un punto x0 de X se llama punto adherente a S cuando para todo
abierto A de X que contiene al punto x0, se tiene que A ∩ S 6= ∅. Se
denota por S el conjunto de todos los puntos de X que son adherentes
a S. El conjunto S se llama la clausura o adherencia de S. Se dice que
S es denso en X si S = X.

6. La frontera de S, fr(S), se define como el conjunto

fr(S) = S ∩ S∁

Se dice que un subconjunto de V de X es una vecindad de un punto
x0 ∈ X, cuando existe un abierto A deX tal que x0 ∈ A ⊂ V . Por consiguien-
te, en las definiciones anteriores se puede usar el concepto de vecindades en
lugar del de abiertos.

El lector podrá demostrar fácilmente las siguientes afirmaciones:

1. int(S) es el mayor conjunto abierto de X contenido en S. Por consi-
guiente S es abierto en X si y solamente si int(S) = S.

2. S es el menor conjunto cerrado en X que contiene a S. Por consiguiente
S es cerrado en X si y solamente si S = S.

3. S = S ∪ S ′ y por lo tanto, S es cerrado si y solamente si S ⊃ S ′.

4. S = int(S)∪ fr(S) (unión disyunta) y también S = S ∪ fr(S). De estas
dos igualdades se sigue que S es cerrado si y sólo si S ⊃ fr(S).

Definición 0.2.3. Una base para una topoloǵıa τ en X es una familia B
de elementos de τ tal que todo elemento de τ (esto es, todo conjunto abierto
de X) se puede expresar como unión de elementos de B.

Proposición 0.2.1. Sean X un conjunto cualquiera y B una familia de
subconjuntos de X. Para que B sea una base para una topoloǵıa en X es
necesario y suficiente que satisfaga las dos condiciones siguientes:
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1. X es la unión de los elementos de B.

2. Dados B1, B2 elementos de B, y, x ∈ B1 ∩ B2, existe B ∈ B tal que
x ∈ B ⊂ B1 ∩B2.

Demostración. Es claro que las condiciones son necesarias. Las condi-
ciones son también suficientes. En efecto, si

τ = {A ⊂ X;A es unión de una familia de elementos de B} ∪ {∅},

entonces τ es una topoloǵıa en X y B es una base para τ .

Definición 0.2.4. Sean (M,d) un espacio métrico, x0 un elemento de M
y ǫ > 0. El conjunto

Bǫ(x0) = {x ∈M ; d(x, x0) < ǫ} ,

se llama la bola abierta en M de centro x0 y radio ǫ; el conjunto

Bǫ(x0) = {x ∈M ; d(x, x0) ≤ ǫ} ,

se llama bola cerrada en M de centro x0 y radio ǫ, y el conjunto

Sǫ(x0) = {x ∈M ; d(x, x0) = ǫ} ,

se llama la esfera en M de centro x0 y de radio ǫ.

Teorema 0.2.1. Sean (M,d) un espacio métrico y
Bd = {Bǫ(X); ǫ > 0, x ∈M} la familia de todas las bolas abiertas en M . En-
tonces, Bd es una base para una topoloǵıa τd en M , llamada la topoloǵıa
inducida por la métrica d.

Demostración. Por la proposición 0,2,1, es suficiente demostrar que
dados x1, x2 ∈ M, ǫ > 0, δ > 0 y z ∈ Bǫ(x1) ∩ Bδ(x2), existe η > 0 tal que
Bη(z) ⊂ Bǫ(x1) ∩ Bδ(x2). Ahora, como d(z, x1) < ǫ y d(z, x2) < δ, entonces
haciendo

η = mı́n {ǫ− d(z, x1), δ − d(z, x2)} > 0

tenemos que Bη(z) ⊂ Bǫ(x1) ∩Bδ(x2)

Un espacio métrico siempre se considera dotado de la topoloǵıa inducida
por su métrica.
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Corolario 0.2.1. Un subconjunto A de M es abierto para la topoloǵıa τd
si y solamente si A es unión de bolas abiertas en M . En particular, las bolas
abiertas en M son conjuntos abiertos de M .

Se sigue de este corolario que los conceptos de la definición 2 pueden
ser redefinidos en términos de bolas abiertas (o cerradas, ya que éstas son
vecindades). Aśı, por ejemplo, un punto x0 de M es interior a un subconjunto
S de M si y sólo si existe ǫ > 0 tal que Bǫ(x0) ⊂ S.

Debe tenerse en cuenta que, en general, una bola cerrada puede no ser
igual a la adherencia de la bola abierta del mismo centro y del mismo ra-
dio. Por ejemplo, si M es un espacio con más de un punto, dotado de la
métrica discreta definida en el ejercicio 1 de la sección 0,1, tenemos que
para todo a ∈ M , la bola cerrada de radio 1 y centro a es todo M , pero
B1(a) = {a} = {a} 6= M .

Definición 0.2.5. Sean (M,d1) y (N, d2) dos espacios métricos. Se dice
que una aplicación f : M −→ N es continua en x0 ∈ M si y solamente si
toda bola abierta en N centrada en f(x0) contiene la imagen por f de alguna
bola abierta en M con centro en x0. En otras palabras, f es continua en x0

si (y solamente si) dado ǫ > 0, existe un δ > 0 tal que y ∈ Bδ(x0) implica
f(y) ∈ Bǫ(f(x0)). Se dice que f : M −→ N es continua, si es continua en
todos los puntos M .

Del corolario 0,2,1 se sigue la siguiente proposición

Proposición 0.2.2. Para que una aplicación f :M −→ N sea continua
es necesario y suficiente que la imagen inversa f−1(A) de cualquier abierto
A en N sea abierto en M .

Ya que f−1(A)∁ = f−1(A∁), la proposición puede ser enunciada en térmi-
nos de conjuntos cerrados en lugar de abiertos, como también en términos
de vecindades.

Definición 0.2.6. Si M,N son espacios métricos y f : M −→ N es una
aplicación biyectiva continua, cuya inversa f−1 : N −→ M también es con-
tinua, se dice que f es un homeomorfismo de M sobre N , y que M y N son
espacios métricos homeomorfos.
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Sean (X, τ1), (Y, τ2) dos espacios topológicos. Se dice que una aplicación
f : (X, τ1) −→ (Y, τ2) es continua si f−1(A) ∈ τ1, para todo A ∈ τ2, esto
es, si la imagen inversa f−1(A) de cualquier abierto A en Y es un abierto en
X. Una aplicación f : (X, τ1) −→ (Y, τ2) que es continua y biyectiva y cuya
inversa f−1 : (Y, τ2) −→ (X, τ1) es también continua, se llama un homeo-
morfismo de X sobre Y . En este caso se dice que los espacios X e Y son
homeomorfos.

Sean τ1, τ2 dos topoloǵıas en el mismo conjunto X. Se dice que τ1 es más
fina que τ2 si τ1 ⊃ τ2. esto es, si la aplicación identidad id : (X, τ1) −→ (X, τ2)
es continua.

Definición 0.2.7. Sean M un conjunto, d1 y d2 dos métricas en M .

1. Se dice que d1 es más fina que d2, si la aplicación identidad
id : (M,d1) −→ (M,d2) es continua, esto es, si toda bola abierta en M
según la métrica d2 contiene alguna bola abierta con el mismo centro
según la métrica d1.

2. Se dice que d1 y d2 son métricas equivalentes en M , lo cual se denota
d1 ∼ d2, si la aplicación identidad id : (M,d1) −→ (M,d2) es un
homeomorfismo, esto es, si toda bola abierta en M según d1 contiene
alguna bola abierta con el mismo centro según d2 y viceversa.

Observación 0.2.1. Una métrica d1 es más fina que una métrica d2 si y
solamente si la topoloǵıa inducida por d1 es más fina que la topoloǵıa induci-
da por d2 en M . Por consiguiente dos métricas d1, d2 en M son equivalentes
cuando inducen sobre M la misma topoloǵıa.

Ejemplo 0.2.1. Si φ : R −→ R es un homeomorfismo, entonces la
métrica d′ en R definida por

d′(x, y) = |φ(x) − φ(y)|,

es equivalente a la métrica usual de R. En particular, la métrica

d′(x, y) =

∣∣∣∣
x

1 + |x| −
y

1 + |y|

∣∣∣∣

es equivalente a la métrica usual de R.
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Veremos más adelante que, aunque la métrica d′ definida arriba es equiva-
lente a la métrica usual de R, la cual es completa, d′ no es completa. (El
concepto de completez se definirá en la sección 0,3).

Ejemplo 0.2.2. Sean d1, d2 dos métricas en M para las cuales existen
constantes α > 0, β > 0 tales que

αd2(x, y) ≤ d1(x, y) ≤ βd2(x, y),

para todos los x, y ∈M. Entonces las métricas d1 y d2 son equivalentes en M.

Observación 0.2.2. Es conveniente observar que la afirmación rećıproca
de la del ejemplo anterior es falsa. En efecto, sea d una métrica cualquiera
en M. La métrica ρ : M ×M −→ R definida por la fórmula

ρ(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)
,

es equivalente a la métrica d (ver ejercicio 1). Ahora bien, si d no es acotada
no puede existir ninguna constante α > 0 tal que d(x, y) ≤ αρ(x, y), para
todo x ∈M y todo y ∈M, pues ρ(x, y) < 1.

Ejemplo 0.2.3. Sea I = [a, b] (con a < b) un intervalo compacto1 de R.
Se denota por C(I; R) el conjunto (espacio vectorial) de todas las funciones
reales continuas definidas sobre I. En C(I; R) definimos las dos métricas
siguientes:

d1(f, g) = sup {|f(t) − g(t)|; t ∈ I} ,

d2(f, g) =

∫ b

a

|f(t) − g(t)|dt.

Las métricas d1, d2 no son equivalentes. En efecto la aplicación identidad

id : (C(I; R), d2) −→ (C(I; R), d1)

no es continua. Para demostrar esta afirmación, sean f0 ≡ 0 la función cons-
tante idénticamente nula, ǫ = 1, y δ > 0 cualquiera. Escogemos n ∈ N, n > 1
tal que a+ δ

n
< b. Sea fδ : I −→ R la función continua definida por la figura:

1esto es, cerrado y acotado en R (ver la definición 0,4,1)
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Figura 1:

Entonces, se tiene que

d2(fδ, f0) =

∫ b

a

|fδ(t)|dt

=

∫ a+ δ
n

a

|fδ(t)|dt

=
δ

2
< δ

Por otra parte,

d1(fδ, f0) = sup {|fδ(t)|; t ∈ I} = n > 1,

de donde se sigue la afirmación.
Nótese, sin embargo, que como d2(f, g) ≤ (b−a)d1(f, g), cualesquiera que

sean f, g ∈ C(I; R), entonces la aplicación identidad

id : (C(I; R), d1) −→ (C(I; R), d2),

es continua y por lo tanto d1 es más fina que d2.

Definición 0.2.8.

1. Se dice que un espacio topológico X es separado o de Hausdorff, si dos
puntos distintos cualesquiera de X poseen vecindades disyuntas.
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2. Si X es un espacio topológico y a ∈ X, un sistema fundamental de
vecindades de a es una familia V de vecindades de a, tal que dada W ,
vecindad cualesquiera de a, existe V ∈ V con V ⊂ W.

Todo espacio métrico es de Hausdorff. En un espacio métrico, las bolas
centradas en un punto dado constituyen un sistema fundamental de vecin-
dades de ese punto.

Ejercicios de la sección 0.2

1. Si d es una métrica en M, demuestre que la métrica ρ en M definida
por

ρ(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)
,

es equivalente a la métrica d.

2. Sean (M,d1), (N, d2) dos espacios métricos. Demuestre que para que la
aplicación f : (M,d1) −→ (N, d2) sea continua es necesario y suficiente
que la métrica df : M ×M −→ R definida por

df (x, y) = d1(x, y) + d2(f(x), f(y)),

sea equivalente a d1.

3. Demuestre que para todo subconjunto A no vaćıo de un espacio métrico
M, y todo punto x ∈ M, se tiene que d(x,A) = d(x,A), en donde se
define: d(a, S) = ı́nf {d(a, s); s ∈ S} , para cualquier subconjunto S de
M y a ∈M.

0.3. Espacios métricos completos. Teorema de

Baire.

Definición 0.3.1. Sea (M,d) un espacio métrico. Se dice que una suce-
sión (xn) de elementos de M converge a x0 ∈ M, o que tiene ĺımite x0 (lo
cual se denota ĺımn→∞ xn = x0, ó, xn → xo), si ĺımn→∞ d(xn, x0) = 0. Una
sucesión en un espacio métrico converge a lo más a un punto. En efecto, si
(xn) es una sucesión tal que xn → x0, xn → y0, entonces se tiene que

d(x0, y0) ≤ d(x0, xn) + d(xn, y0) → 0,
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de donde d(x0, y0) = 0, y por consiguiente x0 = y0.
Tenemos también que si una sucesión converge a x0, entonces cualquier

subsucesión es convergente hacia el mismo punto x0.

Proposición 0.3.1. Una sucesión (xn) en un espacio métrico M converge
a x0 si y sólo si para todo abierto A que contenga al punto x0, existe un n0 ∈ N
tal que xn ∈ A, para todo n > n0.

Demostración. Sea A un abierto en M tal que x0 ∈ A. Existe ǫ > 0
tal que Bǫ(x0) ⊂ A. Como xn → x0, existe n0 ∈ N tal que d(xn, x0) < ǫ si
n > n0, de donde xn ∈ A, para todo n > n0. Por consiguiente la condición es
necesaria. Para la rećıproca, recuérdese que las bolas abiertas son conjuntos
abiertos en M.

Como toda vecindad de un punto contiene un abierto que contiene al
punto, tenemos el siguiente corolario

Corolario 0.3.1. Una sucesión (xn) en un espacio métrico M es con-
vergente a un punto x0 ∈ M si y sólo si para toda vecindad V de x0 en M,
existe n0 ∈ N tal que xn ∈ V para todo n > n0.

Corolario 0.3.2. Si dos métricas d1, d2 en M son equivalentes, entonces
una sucesión (xn) converge a x0 según d1 si y sólo si también converge a x0

según d2.

Observación 0.3.1.

1. La importancia de la proposición 0.3.1 (o de su corolario 0.3.1) es que
permite extender la definición de ĺımite de una sucesión a un espacio
topológico cualquiera: Se dice que una sucesión (xn) converge a x0 en
X (espacio topológico) si para toda vecindad V de x0, existe n0 ∈ N
tal que xn ∈ V para todo n > n0.

2. En espacios métricos, una condición necesaria y suficiente para que un
punto sea adherente a un conjunto es que el punto sea ĺımite de una
sucesión de puntos del conjunto. En espacios topológicos cualesquiera,
esta condición siempre es suficiente y si X es de Hausdorff y satisface al
primer axioma de enumerabilidad (esto es, si todo punto de X posee un
sistema fundamental enumerable de vecindades), entonces la condición
también es necesaria.
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3. También en espacios métricos una condición necesaria y suficiente para
que x0 sea punto de acumulación de un conjunto S, es que x0 sea ĺımite
de una sucesión de puntos del conjunto, dos a dos distintos. En efecto,
supongamos que x0 sea punto de acumulación de S; entonces cualquiera
que sea δ > 0, existe al menos un punto x ∈ S, tal que 0 < d(x, x0) < δ.
Sea δ1 = 1; escogemos x1 ∈ S tal que 0 < d(x, x0) < 1. Para
δ2 = mı́n

{
d(x1, x0),

1
2

}
, escogemos x2 ∈ S tal que 0 < d(x2, x0) < δ2.

Para δ3 = mı́n
{
d(x2, x0),

1
3

}
, escogemos x3 ∈ S tal que

0 < d(x3, x0) < δ3. Continuando en esta forma, constrúımos una suce-
sión (xn) de elementos de S tal que

0 < d(xn+1, x0) < d(xn, x0); d(xn, x0) <
1

n
,

para todo n ∈ N. Se sigue que ĺımxn = x0. Además, si n 6= m, entonces
xn 6= xm. En efecto, si n > m,

d(xn, x0) < d(xn−1, x0) < . . . < d(xm−1, x0) < d(xm, x0),

de donde xn 6= xm. Se concluye que la condición es necesaria; su sufi-
ciencia es evidente.

Debemos observar que en espacios topológicos cualesquiera, esta condi-
ción es suficiente, pero en general no es necesaria.

Dejamos al lector la demostración de la siguiente proposición:

Proposición 0.3.2. Sean M,N dos espacios métricos. Una aplicación
f : M −→ N es continua en x0 ∈ M si y sólo si para toda sucesión (xn) de
elementos de M convergente a x0, la sucesión (f(xn)) converge a f(x0) en
N.

Definición 0.3.2. Una sucesión (xn) es un espacio métrico (M,d) se
llama sucesión de Cauchy si para todo ǫ > 0 podemos hallar un ı́ndice n0 ∈ N,
tal que para cualquier pareja de ı́ndices m,n > n0, se tiene que d(xm, xn) < ǫ.

Definición 0.3.3. Se dice que un subconjunto S de un espacio métrico
es acotado cuando existe una bola abierta Bα(x0) tal que S ⊂ Bα(x0), esto
es, d(x, x0) < α, para toda x ∈ S.
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Observación 0.3.2. Se define el diámetro de un subconjunto S no vaćıo
de un espacio métrico M, como el número real extendido 2

diam(S) = sup {d(x, y);x, y ∈ S} .

S es acotado si y sólo si diam(S) <∞.

Proposición 0.3.3. Toda sucesión de Cauchy en un espacio métrico es
acotada.

Demostración. Sean (xn) una sucesión de Cauchy en (M,d). Entonces
existe n0 ∈ N tal que

m,n ≥ n0 =⇒ d(xm, xn) < 1;

en particular,
n > n0 =⇒ d(xn, xn0) < 1.

Si α
2

= máx {1, d(x1, xn0), d(x2, xn0), . . . , d(xn0−1, xn0)} , entonces se tiene que
d(xn, xn0) ≤ α, para todo n ∈ N.

Proposición 0.3.4. Toda sucesión convergente en un espacio métrico es
de Cauchy y por consiguiente, acotada.

Definición 0.3.4. Se dice que un espacio métrico (M,d) es completo
cuando toda sucesión de Cauchy en (M,d) es convergente hacia algún punto
de M. En este caso se dice también que la métrica d es completa en M.

Un subconjunto S de un espacio métrico M se dice completo, si S dotado
de la métrica inducida por la de M (ver ejemplo 0,1,2) es un espacio métrico
completo.

Ejemplo 0.3.1.

1. Todo subconjunto completo de un espacio métrico es cerrado. En efecto,
sean (M,d) un espacio métrico y S un subconjunto completo de M. Si
x ∈ S, entonces conforme a la observación 0,3,1,2, existe una sucesión
(xn) de elementos de S convergente hacia x. Por la proposición 0.3.4, la
sucesión (xn) es de Cauchy en S y por consiguiente convergente hacia
algún punto x1 ∈ S. Por la unicidad del ĺımite, x = x1 ∈ S. Por lo
tanto, S es cerrado.

2o sea, eventualmente puede ser + ∞
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2. Rećıprocamente si (M,d) es un espacio métrico completo, entonces todo
subconjunto cerrado S de M es completo. En efecto, si (xn) es una
sucesión de Cauchy en S, entonces también es de Cauchy en M y por lo
tanto converge hacia algún punto x ∈M. De acuerdo con la observación
0,3,1,2), x ∈ S = S. Por lo tanto,S es completo.

Ejemplo 0.3.2. El conjunto de los números reales R con la métrica
usual d(x, y) = |x−y| es un espacio métrico completo. Ahora bien, conforme
al ejercicio 1 de la sección 2, la métrica en R, d1 : R × R −→ R definida por

d1(x, y) =

∣∣∣∣
x

1 + |x| −
y

1 + |y|

∣∣∣∣ ,

es equivalente a la usual de R, pero para esta métrica d1,R no es completo.
En efecto, la sucesión (n) es de Cauchy en R según la métrica d1, pero no es
convergente a ningún punto de R según esta métrica, pues en caso contrario,
conforme al corolario 0,3,2, la sucesión (n) seŕıa convergente hacia algún
punto de R según la métrica usual, lo que es absurdo.

Aśı, dos métricas pueden ser equivalentes, siendo una de ellas completa y
la otra no. En particular, un espacio métrico completo puede ser homeomorfo
a otro no completo (en otras palabras, la propiedad de que un espacio métri-
co sea completo no es topológica). Otro ejemplo de este hecho nos lo dan la
recta R y el intervalo abierto (0, 1) con la métrica usual. Sin embargo, si dos
espacios son uniformemente homeomorfos (esto es, si existe una biyección
de uno de ellos sobre el otro que es uniformemente continua (ver la definición
siguiente), aśı como su inversa) y si uno de ellos es completo, necesariamente
el otro también lo es. Esto se sigue del hecho de que la imagen de una suce-
sión de Cauchy por una aplicación uniformemente continua, es una sucesión
de Cauchy. La noción de aplicación uniformemente continua es como sigue:

Definición 0.3.5. Sean (M,d1), (N, d2) dos espacios métricos. Se dice
que una aplicación f : (M,d1) −→ (N, d2) es uniformemente continua cuan-
do para todo ǫ > 0 dado, existe un δ > 0 correspondiente con la propiedad de
que si x, y son dos puntos cualesquiera de M tales que d1(x, y) < δ, entonces
se tiene d2(f(x), f(y)) < ǫ.

Definición 0.3.6. Sean (M,d1), (N, d2) dos espacios métricos.

1. Se dice que una aplicación f : (M,d1) −→ (N, d2) es una inmersión
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isométrica si preserva distancias, esto es, si

d2(f(x), f(y)) = d1(x, y),

para todo x ∈M y todo y ∈M.

2. Una aplicación f : (M,d1) −→ (N, d2) se llama una isometŕıa si es una
inmersión isométrica sobreyectiva. En este caso se dice que los espacios
son isométricos.

Observación 0.3.3.

1. Conviene observar que toda inmersión isométrica es necesariamente una
aplicación uniformemente continua e inyectiva.

2. SeanX un conjunto cualquiera, (M,d) un espacio métrico y f : X →M
una aplicación inyectiva. Entonces la función df : X×X −→ R definida
por

df (x, y) = d(f(x), f(y)),

es una métrica en X, llamada métrica inducida por f en X. Si X se
dota de esta métrica, f se torna una inmersión isométrica.

Definición 0.3.7. Un completado de un espacio métrico M es un espacio
métrico completo M̂ para el cual existe una inmersión isométrica f : M → M̂
tal que f(M) es denso en M̂ (esto es, f(M) = M̂).

En la práctica, M se iguala al subconjunto f(M) de M̂. Aśı, un comple-

tado de un espacio métrico M es un espacio métrico completo M̂ en el cual
M es denso.

Ejemplo 0.3.3. Sean (0, 2π) y [0, 2π] los intervalos abierto y cerrado,
respectivamente, con extremos 0 y 2π, con la métrica usual. Entonces [0, 2π]
es un completado de (0, 2π), ya que la función inclusión i : (0, 2π) −→ [0, 2π],
i(x) = x, es una inmersión isométrica e i(0, 2π) es denso en [0, 2π].

Ejemplo 0.3.4. Sea (0, 2π) el intervalo abierto de R con extremos 0,
2π. Se denota por S1 el ćırculo unitario de R2, esto es,

S1 =
{
(x1, x2) ∈ R2;x1

2 + x2
2 = 1

}
.
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En R2 consideramos la métrica euclidiana:

ρ(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2,

en donde x = (x1, x2), y = (y1, y2) son elementos de R2. S1 con la métrica
inducida por ρ es un espacio métrico completo (ver ejemplo 0,3,1,2). La
función f : (0, 2π) −→ S1, dada por f(θ) = (cos θ, sen θ), es inyectiva, luego
(por la observación 0,3,3,2), la función df : (0, 2π) × (0, 2π) −→ R definida
por

df (θ1, θ2) = ρ(f(θ1), f(θ2))

=
√

(cos θ1 − cos θ2)2 + (sen θ1 − sen θ2)2,

es una métrica en (0, 2π) y la aplicación f : ((0, 2π), df ) −→ (S1, ρ) es una
inmersión isométrica. Ahora bien, f(0, 2π) = S1−{(1, 0)} es denso en S1. Se
concluye que el espacio métrico (S1, ρ) es un completado del espacio métrico
((0, 2π), df ), esto es,

((0, 2π), df )̂ = (S1, ρ)

Teorema 0.3.1. Todo espacio métrico posee un completado.

Demostración. Sea (M,d) un espacio métrico cualquiera. Denotemos
por S el conjunto de todas las sucesiones de Cauchy en (M,d). Definimos en
S la siguiente relación ∼ de equivalencia:

(xn) ∼ (yn) ⇐⇒ ĺım
n→∞

d(xn, yn) = 0.

Sea M̂ = S/ ∼ el conjunto de todas las clases de equivalencia de los

elementos de S. Se define una métrica d̂ en M̂ de la siguiente manera: Para
ẋ, ẏ dos elementos de M̂ , si (xn), (yn) son elementos de S representantes de
las clases ẋ, ẏ, respectivamente, se define

d̂(ẋ, ẏ) = ĺım
n→∞

d(xn, yn).

Se tienen las siguientes propiedades:

1. El ĺımite en el lado derecho efectivamente existe. En efecto, sean (xn), (yn)
dos elementos de S. Entonces, para m,n enteros positivos,

d(xn, yn) ≤ d(xn, xm) + d(xm, ym) + d(ym, yn),
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o sea,
d(xn, yn) − d(xm, ym) ≤ d(xn, xm) + d(yn, ym).

Análogamente,

d(xm, ym) − d(xn, yn) ≤ d(xn, xm) + d(yn, ym)

de donde se sigue que

|d(xn, yn) − d(xm, ym)| ≤ d(xn, xm) + d(yn, ym).

De esta desigualdad, junto con la hipótesis de que (xn), (yn) son suce-
siones de Cauchy en M , se sigue que (d(xn, yn)) es una sucesión de
Cauchy en R y por consiguiente, convergente. Por lo tanto la afirma-
ción está demostrada.

2. d̂ está bien definida, esto es, la definición de d̂(ẋ, ẏ) no depende de los
representantes (xn), (yn) de las clases ẋ, ẏ, respectivamente. En efecto,
sean también (un), (vn) representantes de las clases ẋ, ẏ, respectiva-
mente. Se tiene la siguiente desigualdad:

d(un, vn) ≤ d(un, xn) + d(xn, yn) + d(yn, vn).

Tomando ĺımites a ambos lados de esta desigualdad y teniendo en cuen-
ta que ĺımn→∞ d(un, xn) = 0 = ĺımn→∞ d(vn, yn), se obtiene que

ĺım
n→∞

d(un, vn) ≤ ĺım
n→∞

d(xn, yn).

Análogamente,
ĺım
n→∞

d(xn, yn) ≤ ĺım
n→∞

d(un, vn),

y por lo tanto ĺımn→∞ d(un, vn) = ĺımn→∞ d(xn, yn), lo que demuestra
la afirmación.

3. d̂ es una métrica en M̂. Esto es fácil de verificar y lo dejamos al lector.

Demostremos ahora que M es isométrico a un subconjunto denso de M̂
y que M̂ es completo, de donde M̂ es entonces un completado de M. En
efecto, definimos la aplicación f : M −→ M̂, por f(x) = x̂, en donde para
cada x ∈ M, x̂ denota la clase de equivalencia de la sucesión (de Cauchy)
(xn) tal que xn = x, para todo n ∈ N. Resulta inmediatamente que f es
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una isometŕıa de M sobre el subconjunto M0 = f(M) = {x̂;x ∈M} de

M̂ . M0 es un subconjunto denso en M̂. En efecto, sea ẋ ∈ M̂ cualquiera
y escojamos una sucesión (xn) en S que represente a la clase ẋ. Para cada
n ∈ N, denotemos por x̂n la imagen por f del elemento xn ∈ M, esto es, x̂n
es la clase de la sucesión (ym) tal que ym = xn, para todo m ∈ N. Entonces
se tiene que

d̂(ẋ, x̂n) = ĺım
m→∞

d(xm, xn),

y como por otra parte (xn) es de Cauchy en M, resulta que

ĺım
n→∞

d(ẋ, x̂n) = ĺım
n→∞

ĺım
m→∞

d(xm, xn) = 0

Por lo tanto M0 es denso en M̂.
Finalmente demostraremos que M̂ es completo. En efecto, sea (ẋn) una

sucesión de Cauchy en M̂. Como M0 es denso en M̂, para cada n ∈ N existe
ŷn ∈M0 tal que d(ẋn, ŷn) ≤ 1

n
. Por lo tanto

d(yn, ym) = d̂(ŷn, ŷm)

≤ d̂(ŷn, ẋn) + d̂(ẋn, ẋm) + d̂(ẋm, ŷm)

<
1

n
+ d(ẋn, ẋm) +

1

m
,

y siendo la sucesión (ẋn) de Cauchy en M̂, se sigue que (yn) es una sucesión

de Cauchy en M y por consiguiente define un elemento ẋ ∈ M̂. La sucesión
(ẋn) converge a ẋ en M̂. En efecto, en la demostración de que M0 es denso

en M̂ vimos que la sucesión (ŷn) converge a ẋ en M̂ y como por otra parte,

d̂(ẋn, ẋ) ≤ d̂(ẋn, ŷn) + d̂(ŷn, ẋ)

<
1

n
+ d̂(ŷn, ẋ),

se sigue que ĺımn→∞ d̂(ẋn, ẋ) = 0 y por consiguiente, la afirmación.

Observación 0.3.4. Un espacio métrico puede tener más de un comple-
tado. En efecto, consideremos los intervalos (0, 2π), [0, 2π] y [2π, 4π], con la
métrica usual. La función

f : (0, 2π) −→ [2π, 4π],

θ 7−→ θ + 2π
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es una inmersión isométrica y f(0, 2π) = (2π, 4π) es denso en [2π, 4π]. Por
consiguiente [0, 2π] y [2π, 4π] son completados del mismo espacio métrico
(0, 2π) (ver ejemplo 0,3,3). Sin embargo, se tiene la siguiente proposición:

Proposición 0.3.5. Dos completados cualesquiera de un mismo espacio
métrico son isométricos.

Demostración. Sean (M̂, d̂), (M̃, d̃) completados de un mismo espacio

métrico (M,d) y f : M −→ M̂ , g : M −→ M̃ inmersiones isométricas tales

que f(M) y g(M) son densos en M̂ y M̃, respectivamente. Definimos la
aplicación

φ0 : f(M) −→ M̃

f(x) 7−→ φ0(f(x)) = g(x) (x ∈M),

la cual es una inmersión isométrica. En efecto, por la definición de φ0 y en
virtud de que g y f son inmersiones isométricas, se tiene que

d̃(φ0(f(x)), φ0(f(y))) = d̃(g(x), g(y)) = d(x, y) = d̂(f(x), f(y)),

para todo x ∈M y todo y ∈M, o sea,

d̃(φ0(z1), φ0(z2)) = d̂(z1, z2), (∗)
para todo z1 ∈ f(M) y todo z2 ∈ f(M), de donde φ0 es una inmersión
isométrica.

Como f(M) es denso en M̂, de acuerdo con el ejercicio 7 existe una (única)

aplicación continua φ : M̂ −→ M̃ que extiende a φ0, esto es, φ(z) = φ0(z)
para todo z ∈ f(M). La aplicación φ es una isometŕıa. En efecto, por el

mismo ejercicio 7, si z1, z2 ∈ M̂ y (xn), (yn) son sucesiones en f(M) tales que
xn → z1, yn → z2, entonces se tiene que

φ(z1) = ĺım
n→∞

φ0(xn);

φ(z2) = ĺım
n→∞

φ0(yn),

de donde, usando la continuidad de las métricas d̃, d̂ y la igualdad (∗), se
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sigue que

d̃(φ(z1), φ(z2)) = ĺım
n→∞

d̃(φ0(xn), φ0(yn))

= ĺım
n→∞

d̂(xn, yn)

= d̂(z1, z2),

y por lo tanto, φ es una inmersión isométrica. Ahora bien, como M̂ es com-
pleto, φ(M̂) también es completo, en particular es un subconjunto cerrado

de M̃ (ver ejemplo 0,3,1,1) y como

φ(M̂) ⊃ φ0(f(M)) = g(M),

entonces,

φ(M̂) = φ(M̂ ⊃ g(M) = M̃,

de donde φ(M̂) = M̃. Por lo tanto φ es una isometŕıa.

Observación 0.3.5.

1. Con las notaciones de la demostración anterior, la isometŕıa φ satisface
la igualdad φ ◦ f = g y el lector puede fácilmente verificar que sujeta a
esta igualdad , la φ es única.

2. Dos espacios métricos pueden ser homeomorfos sin que sus completados
lo sean. En efecto, indiquemos por d la métrica usual en el intervalo
(0, 2π) : d(θ1, θ2) = |θ1 − θ2|. La aplicación

f : ((0, 2π), d) −→ (S1 − {1, 0} , ρ)
θ 7−→ f(θ) = (cos θ, sen θ),

(en donde ρ es como en el ejemplo 0,3,4) es un homeomorfismo, y siendo
df como en el ejemplo 0,3,4, la aplicación

f : ((0, 2π), df ) −→ (S1 − {1, 0} , ρ)
θ 7−→ f(θ) = (cos θ, sen θ),

es una isometŕıa, en particular un homeomorfismo. Por consiguiente la
función identidad

id : ((0, 2π), d) −→ ((0, 2π), df )
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es un homeomorfismo. De acuerdo con los ejemplos 0,3,3 y 0,3,4 se tiene
que

((0, 2π), d)̂ = ([0, 2π], d) y, ((0, 2π), df )̂ = (S1, ρ).

Ahora bien, los espacios ([0, 2π], d) y (S1, ρ) no son homeomorfos (¿por
qué?).

Otro ejemplo simple de este hecho está dado por la recta y el intervalo
abierto (0, 2π), con las métricas usuales.

Definición 0.3.8. Sea X un espacio topológico.

1. Un subconjunto E de X se llama raro si int(E) = ∅.

2. Se dice que un subconjunto E de X es magro o de primera categoŕıa en
X, cuando es unión enumerable, E =

⋃∞
n=1En, de subconjuntos raros

En de X.

3. Un subconjunto E de X que no es magro (en X) se llama de segunda
categoŕıa. Más expĺıcitamente, un subconjunto E de X es de segunda
categoŕıa si y sólo si, dada una sucesión (En) de subconjuntos de X tal
que E =

⋃∞
n=1En, entonces existe un n0 tal que int

(
En0

)
6= ∅.

Observación 0.3.6. Para que un subconjunto E de X sea magro (en
X) es necesario y suficiente que E ⊂ ⋃∞

n=1 Fn, en donde para cada n, Fn
es un subconjunto cerrado de X con int(Fn) = ∅. En efecto, obviamente la
condición es necesaria. Rećıprocamente, supongamos que E ⊂ ⋃∞

n=1 Fn, con
Fn cerrado en X e int(Fn) = ∅, n ∈ N. Se sigue que E ⊂ ⋃∞

n=1E ∩ Fn y para
cada n ∈ N se tiene que

int(E ∩ Fn) ⊂ int(Fn) = ∅;

por lo tanto E es magro en X, luego la condición también es suficiente.

Definición 0.3.9. Un espacio topológico se llama espacio de Baire cuan-
do todo subconjunto magro en X tiene interior vaćıo, esto es, si todo sub-
conjunto T de X tal que T =

⋃∞
n=1En, con int(En) = ∅ para cada n ∈ N,

tiene interior vaćıo.

Si X es un espacio de Baire y (Fn) es una sucesión de subconjuntos de X
tal que cada Fn es un conjunto cerrado en X con interior vaćıo, entonces la

25



unión
⋃∞
n=1 Fn es un conjunto con interior vaćıo. Rećıprocamente, supong-

amos que X es un espacio topológico con la propiedad de que la unión de
cualquier sucesión de subconjuntos cerrados con interior vaćıo es un conjunto
con interior vaćıo. Entonces X es un espacio de Baire. En efecto, sea E un
subconjunto magro en X, y sea (En) una suceción de subconjuntos de X
tal que E =

⋃∞
n=1En y para cada n, int(En) = ∅. Si Fn = En, n ∈ N, en-

tonces (Fn) es una sucesión de subconjuntos cerrados de X con int(Fn) = ∅,
y E ⊂ ⋃∞

n=1 Fn. Por hipótesis, int (
⋃∞
n=1 Fn) = ∅, luego int(E) = ∅. Por

consiguiente, X es un espacio de Baire. Aśı, hemos demostrado la siguiente
proposición:

Proposición 0.3.6. Para que un espacio topológico X sea un espacio de
Baire es necesario y suficiente que para cada sucesión (Fn) de subconjuntos
cerrados de X con interior vaćıo, la unión

⋃∞
n=1 Fn sea un conjunto con

interior vaćıo.

Ya que un subconjunto de un espacio topológico tiene interior vaćıo si y
sólo si su complemento es denso, la proposición 0.3.6 es equivalente a la

Proposición 0.3.7. Un espacio topológico X es un espacio de Baire
si y sólo si la intersección

⋂∞
n=1An de toda sucesión (An) de subconjuntos

abiertos y densos en X, es un subconjunto denso en X.

Proposición 0.3.8. Todo subconjunto abierto de un espacio de Baire es
un espacio de Baire.

Demostración. Sean A un subconjunto abierto de un espacio de Baire
X y (An) una sucesión de abiertos densos en A. Para cada n ∈ N, el conjunto

Bn = An ∪A∁
es un abierto en X. Supongamos ya demostrado que

⋂∞
n=1Bn

es denso en X; de aqúı se concluye (ver la observación 0,3,7 al final de la
demostración), que el conjunto

(
∞⋂

n=1

Bn

)
∩ A =

∞⋂

n=1

An

es denso en A, que es lo que queŕıamos demostrar. Ahora bien, por la proposi-
ción 0,3,7 para ver que

⋂∞
n=1Bn es denso en X, basta mostrar que cada con-

junto Bn es denso en X. En efecto, Sea U un abierto no vaćıo en X; existen
dos posibilidades:
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1. U ∩A 6= ∅. En este caso U ∩A es un abierto no vaćıo de A y como An
es denso en A, entonces (U ∩A)∩An 6= ∅, y en particular U ∩An 6= ∅,
luego U ∩Bn 6= ∅.

2. U ∩ A = ∅. En este caso se tiene que U ∩ fr(A∁) = ∅ y que

U ⊂ A∁ = int(A∁) ∪ fr(A∁), de donde se sigue que U ⊂ int(A∁) = A
∁
.

Por consiguiente U ∩Bn 6= ∅.
De 1 y 2 se concluye que cada Bn es denso en X.

Observación 0.3.7. Si B es denso en X y A es abierto en X, entonces
B ∩ A es denso en A. En efecto, sea U un abierto no vaćıo en A; entonces
U es abierto en X y por consiguiente U ∩ B 6= ∅. Además como U ⊂ A,
entonces se tiene la igualdad

U ∩ (B ∩ A) = U ∩B 6= ∅.

Por lo tanto B ∩ A es denso en A.

Teorema 0.3.2 (Baire). Todo espacio métrico completo es un espacio de
Baire .

Demostración. Sea M un espacio métrico completo y sean (Fn) una
sucesión de subconjuntos cerrados de M con int(Fn) = ∅, n ∈ N, y
T =

⋃∞
n=1 Fn. Demostremos que int(T ) = ∅ o, equivalentemente, que T ∁

es denso en M. En efecto, sea A cualquier abierto no vaćıo en M. Como
F ∁

1 es abierto y denso en M, entonces A ∩ F ∁
1 es un abierto no vaćıo en M,

luego existe una bola abierta Bǫ1(x1) con ǫ1 < 1 tal que Bǫ1(x1) ⊂ A ∩ F ∁
1 .

Análogamente, como F ∁
2 es abierto y denso en M, entonces Bǫ1(x1) ∩ F ∁

2 es
un abierto no vaćıo en M, luego existe una bola abierta Bǫ2(x2) con ǫ2 <

1
2

tal que Bǫ2(x2) ⊂ Bǫ1(x1)∩F ∁
2 . Continuando en esta forma, encontramos una

sucesión (Bǫn(xn)) de bolas abiertas tal que

Bǫ1(x1) ⊃ Bǫ2(x2) ⊃ . . . ⊃ Bǫn(xn) ⊃ Bǫn+1(xn+1) ⊃ . . . ,

y para cada n, ǫn <
1
n

y Bǫn(xn) ⊂ F ∁
n . La sucesión (xn) es de Cauchy. En

efecto, dado ǫ > 0, escogemos un n0 ∈ N tal que 2
n0
< ǫ. Ahora bien,

m,n ≥ n0 =⇒ xn, xm ∈ Bǫn0
(xn0)

=⇒ d(xn, xm) ≤ d(xn, xn0) + d(xn0 , xm) < 2ǫn0 <
2

n0

< ǫ
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Siendo M completo, existe x ∈ M tal que xn → x. Como para p > n se
tiene xp ∈ Bǫn(xn), se sigue que x ∈ Bǫn(xn) ⊂ F ∁

n para todo n ∈ N, y,

x ∈ Bǫ1(x1) ⊂ A ∩ F ∁
1 . Por consiguiente x ∈ ⋂∞

n=1 F
∁
n = T ∁, y, x ∈ A de

donde A ∩ T ∁ 6= ∅.

Corolario 0.3.3. Si M es un espacio métrico completo y (Fn)una suce-
sión de subconjuntos cerrados tal que M =

⋃∞
n=1 Fn, entonces existe un

n0 ∈ N tal que int(Fn0) 6= ∅.

Observación 0.3.8. Antes de dar algunas aplicaciones del teorema de
Baire, recordemos algunos resultados sobre la oscilación de una aplicación.
Sean M,N espacios métricos y f : M −→ N una aplicación. Por simplicidad,
se denotará por d la métrica tanto en M como en N. Se llama oscilación de
f en el punto x ∈M al número real extendido ωf (x) definido por

ωf (x) = ı́nf {diam[f(Bδ(x))]; δ > 0}

en donde diam(S) de denota el diámetro del conjunto S (ver observación
2). La función ωf : x ∈ M 7−→ ωf (x) ∈ R+ ∪ {∞} , tiene las siguientes
propiedades:

1. Para que f sea continua en x0 ∈ M es necesario y suficiente que
ωf (x0) = 0.

2. Para todo α < ∞, si ωf (x0) < α, entonces existe un δ > 0 tal que
ωf (x) < α, cualquiera que sea x ∈ Bδ(x0). Consecuentemente el con-
junto Aα = {x ∈M ; ωf (x) < α} , es abierto en M, para todo α <∞.

Demostremos la afirmación 1. En efecto, supongamos que f es continua en
x0 y sea ǫ > 0 cualquiera. Existe un δ > 0 tal que si x ∈ M y d(x, x0) < δ,
entonces d(f(x), f(x0)) <

ǫ
4
, esto es,

y ∈ f(Bδ(x0)) =⇒ d(y, f(x0)) <
ǫ

4
,

luego,

y1, y2 ∈ f(Bδ(x0)) =⇒ d(y1, y2) ≤ d(y1, f(x0)) + d(y2, f(x0)) <
ǫ

2
,

de lo cual resulta que diam[f(Bδ(x0))] < ǫ, de donde ωf (x0) < ǫ, cualquiera
que sea ǫ > 0. Se sigue que ωf (x0) = 0. Por consiguiente la condición es
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necesaria. Rećıprocamente, supongamos que ωf (x0) = 0. Entonces, dado
ǫ > 0, existe δ > 0 tal que diam[f(Bδ(x0))] < ǫ, de donde resulta que

x ∈M, d(x, x0) < δ =⇒ d(f(x), f(x0)) < ǫ.

Por consiguiente, f es continua en x0, luego la condición también es suficiente.
Demostremos ahora la afirmación 2. Sean α < ∞ y x0 ∈ M tales que

ωf (x0) < α; entonces, existe δ > 0 tal que diam[f(Bδ(x0))] < α. De-
mostremos que para todo x ∈ Bδ(x0) se tiene ωf (x) < α. En efecto sean
x ∈ Bδ(x0) y ǫ = δ − d(x, x0) > 0; para x1, x2 ∈ Bǫ(x), tenemos:

d(x1, x) < ǫ, d(x2, x) < ǫ

=⇒ d(x1, x0) < δ, d(x2, x0) < δ

=⇒ f(x1), f(x2) ∈ f(Bδ(x0))

=⇒ d(f(x1), f(x2)) ≤ diam[f(Bδ(x0))].

Se sigue que,
diam[f(Bǫ(x))] ≤ diam[f(Bδ(x0))] < α,

y por consiguiente ωf (x) < α, cualquiera que sea x ∈ Bδ(x0).

Ejemplo 0.3.5. Sean M,N espacios métricos, siendo M completo,
f : M −→ N una aplicación, y fn : M −→ N,n ∈ N, una sucesión de
aplicaciones continuas, convergente puntualmente a la aplicación f, esto es,
fn(x) → f(x), para cada x ∈ M. Entonces, el conjunto de los puntos de M
en donde f es discontinua tiene interior vaćıo o, equivalentemente, f es con-
tinua sobres un conjunto denso en M. En efecto, en virtud de la observación
0,3,8,1, si D es el conjunto de puntos de discontinuidad de f, entonces

D =
∞⋃

n=1

Fn,

en donde para cada n, Fn =
{
x;ωf (x) ≥ 1

n

}
que es, por la observación

0.3.8.2, un subconjunto cerrado de M. Si demostramos que int(Fn) = ∅,
n ∈ N, entonces, por el teorema de Baire, int(D) = ∅, esto, es, D∁, el con-
junto de puntos de M en que f es continua, es un subconjunto denso en M,
de donde se sigue nuestra afirmación.

Demostremos entonces que para todo ǫ > 0 el conjunto (cerrado)
Fǫ = {x;ωf (x) ≥ ǫ} tiene interior vaćıo, o sea que toda bola cerrada de
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M intersecta al complemento, F ∁
ǫ , de Fǫ (recuérdese que toda bola abierta

contiene una bola cerrada, y viceversa). En efecto, sean B una bola cerrada
en M y

En =
∞⋂

i,j≥n

{
x ∈M ; d(fi(x), fj(x)) ≤

ǫ

5

}
,

n = 1, 2, . . . . Para cada n ∈ N, En es un conjunto cerrado, pues es la inter-
sección de conjuntos cerrados. Por otra parte, como para cada x ∈ M, la
sucesión (fn(x)) es de Cauchy, ya que es convergente, entonces

M =
∞⋃

n=1

En, y por consiguiente

B =
∞⋃

n=1

(Ėn ∩B).

Ahora bien, int(B) 6= ∅ y, para cada n,En∩B es cerrado en M ; entonces,
como M es completo, el teorema de Baire implica que existe n0 ∈ N tal que
int(En0 ∩B) 6= ∅, esto es, existe una bola abierta Bδ(x0) ⊂ En0 ∩B. Se sigue
que para todo x ∈ Bδ(x0) y todo par de ı́ndices i, j ≥ n0,

d(fi(x), fj(x)) ≤
ǫ

5
,

y por lo tanto haciendo j = n0 e i→ ∞, se tiene que

x ∈ Bδ(x0) =⇒ d(f(x), fn0(x)) ≤
ǫ

5
.

Demostremos que ωf (x) < ǫ si x ∈ Bδ(x0), de donde, como Bδ(x0) ⊂ B, se
seguirá que B ∩F ∁

ǫ 6= ∅. En efecto, sea x ∈ Bδ(x0). Por la continuidad de fn0

en x, existe una bola abierta Bη(x) ⊂ Bδ(x0) tal que

y ∈ Bη(x) =⇒ d(fn0(y), fn0(x)) <
ǫ

5
.

Por lo tanto,

y ∈ Bη(x) =⇒ d(f(y), fn0(x)) ≤ d(f(y), fn0(y)) + d(fn0(y), fn0(x)) <
2ǫ

5
,

luego,

y1, y2 ∈ Bη(x) =⇒ d(f(y1), f(y2)) ≤ d(f(y1), fn0(x)) + d(fn0(x), f(y2)) <
4ǫ

5
,
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de donde se sigue que diam[f(Bη(x))] ≤ 4ǫ
5
< ǫ, y por consiguiente ωf (x) < ǫ,

esto es x ∈ F ∁
ǫ , cualquiera que sea x ∈ Bδ(x0).

Ejemplo 0.3.6. Sea Ω un abierto de C, f : Ω −→ C una función
y fn : Ω −→ C, n ∈ N, una sucesión de funciones holomorfas que converge
puntualmente a f, esto es, fn(z) → f(z) para cada z ∈ Ω. Si V es el conjunto
de los puntos de Ω en donde f es holomorfa, entonces V es un conjunto
(abierto) denso en Ω. En efecto, por su propia definición, V es un subconjunto
abierto de Ω. Para mostrar que es denso en Ω, hay que demostrar que todo
abierto en Ω intersecta a V. Ahora bien, como todo abierto en Ω es un abierto
en C contenido en Ω, y como todo abierto en C contiene un disco abierto, el
cual a su vez contiene un disco cerrado, entonces basta mostrar que cualquier
disco cerrado contenido en Ω intersecta a V.

En efecto, sea B un disco cerrado en C, contenido en Ω y

Fk =
∞⋂

n=1

{z ∈ Ω; |fn(z)| ≤ k} ,

k = 1, 2, . . . . Para cada k ∈ N, Fk es un subconjunto cerrado de Ω. Por
otra parte, como para cada z ∈ Ω, la sucesión (fn(z)) es convergente, luego
acotada, entonces

Ω =
∞⋃

k=1

Fk,

de donde

B = Ω ∩B =
∞⋃

k=1

(Fk ∩B).

Ahora bien, intΩ(B) = int(B) 6= ∅ (interior de B relativo a Ω), y para cada
k ∈ N, Fk ∩ B es subconjunto cerrado de Ω; entonces, como Ω es un espacio
de Baire (Teorema 0,3,2), existe k0 ∈ N tal que intΩ(Fk0 ∩ B) 6= ∅, y por
consiguiente int(Fk0 ∩ B) 6= ∅ (pues Ω es abierto en C), esto es, existe un
disco abierto en C, Bδ(z0) ⊂ Fk0 ∩ B. Por consiguiente, |fn(z)| ≤ k0, para
todo n ∈ N y todo z ∈ K, cualquiera que sea el compacto3 K ⊂ Bδ(z0).
Luego, por el teorema de Montel ([1], teorema 12, sección 4, cap 5, 6 ó [23],
teorema 14.6) existe una subsucesión (fni

) de fn que converge a alguna fun-
ción g definida y holomorfa en Bδ(z0), uniformemente sobre los compactos

3La definición del espacio topológico compacto se encuentra en la sección 4

31



de Bδ(z0). Por otra parte, como ĺımi→∞ fni
(z) = f(z), para cada z ∈ Bδ(z0),

entonces f(z) = g(z), para z ∈ Bδ(z0), y por consiguiente f es holomor-
fa en Bδ(z0), de donde Bδ(z0) ⊂ V. Como también Bδ(z0) ⊂ B, entonces
B ∩ V 6= ∅, y se concluye que V es denso en Ω.

Observación 0.3.9. Con las notaciones del ejemplo anterior, en realidad
la propia sucesión (fn) converge a f, uniformemente sobre los compactos de
Bδ(z0). A continuación damos un esbozo de la demostración de este hecho:

1. Sean X un espacio topológico, M un espacio métrico y F una familia
de aplicaciones f : X −→M.

a) Se dice que F es una familia equicontinua en un punto x0 ∈ X
cuando para todo ǫ > 0, existe una vecindad Vx0 de x0 tal que,

y ∈ Vx0 =⇒ d(f(y), f(x0)) < ǫ,

para cualquier aplicación f ∈ F .
b) Se dice que F es una familia equicontinua (en X) cuando es

equicontinua en cada punto de X.

c) Mostraremos en el ejemplo 0,4,5, que dadas una aplicación
f : X −→ M y una sucesión fn : X −→ M, de aplicaciones
equicontinuas que converge puntualmente a f, se tiene que f es
continua y la convergencia es uniforme sobre los subconjuntos
compactos de X, esto es, dados cualquier compacto K ⊂ X y
ǫ > 0, existe un n0 ∈ N tal que

n ≥ n0 =⇒ d(fn(x), f(x)) < ǫ,

cualquiera que sea x ∈ K.

2. Sean Ω un abierto de C y F una familia de funciones holomorfas en
Ω tal que para cada compacto K ⊂ Ω, existe αK > 0 (dependiente
de K) tal que |f(z)| ≤ αK , para toda f ∈ F , y todo z ∈ K (una tal
familia se llama acotada en el interior de Ω). Entonces la familia F es
equicontinua. Para la demostración de este hecho, remitimos al lector
a [10], ejemplo 2, sección 9, cap. 3.

Ahora bien, en el ejemplo 0,3,6 se demostró que la sucesión (fn) es acota-
da en el interior de Bδ(z0), luego las restricciones de las funciones fn, n ∈ N,
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a la bola Bδ(z0) forman una sucesión equicontinua en Bδ(z0) y como (fn)
converge puntualmente a f, entonces c) implica que (fn) converge a f uni-
formemente sobre los compactos contenidos en Bδ(z0).

Ejercicios de la sección 0.3

1. a) Demuestre que para cualquier subconjunto A de un espacio métri-
co M, se tiene que diam(A) = diam(A).

b) Si A y B son subconjuntos acotados no vaćıos de un espacio métri-
co M, demuestre que A ∪B es acotado y

diam(A ∪B) ≤ diam(A) + diam(B) + d(A,B),

en donde d(A,B) = ı́nf {d(x, y);x ∈ A, y ∈ B} .

2. Demostrar que la sucesión (xn) en un espacio métrico M converge a un
punto x0 ∈M si y sólo si toda subsucesión de (xn) posee a su vez una
subsucesión convergente al mismo punto x0.

3. Supongamos que una sucesión de Cauchy (xn) en un espacio métrico M
posee una subsucesión (xni

) convergente a un punto x0 ∈M. Demostrar
que la propia sucesión (xn) converge a x0.

4. Sean (xn), (yn) sucesiones de un espacio métrico M tales que
d(xn, yn) <

1
n
, n ∈ N. Demostrar que si (xn) converge hacia x0, en-

tonces (yn) también converge hacia x0.

5. Sean M un espacio métrico completo y (αn) una sucesión de números
reales positivos tal que Σ∞

n=1αn < ∞. Si una sucesión (xn) en M es
tal que d(xn, xn+1) ≤ αn, n ∈ N, demuestre que la sucesión (xn) es
convergente en M.

6. a) Sea M un espacio métrico. Demuestre que para que un conjunto A
sea abierto en M es necesario y suficiente que para toda sucesión
(xn) en M convergente hacia un punto x0 ∈ A, exista n0 ∈ N tal
que xn ∈ A, para todo n ≥ n0.

b) Sean d1 y d2 dos métricas en M. Usando a), demuestre la rećıpro-
ca del corolario 2 de la proposición 1: si para toda sucesión (xn)
en M y para todo punto x0 ∈ M, se tiene que las afirmaciones
d1(xn, x0) → 0 y d2(xn, x0) → 0 son equivalentes, entonces
d1 ∼ d2.
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7. Sean M,N espacios métricos, siendo N completo, S un subconjunto
denso en M, y f0 : S −→ N una aplicación uniformemente continua.
Demuestre que existe una única extensión continua de f0, f : M −→ N,
que también es uniformemente continua.

8. (Cantor) Demuestre que para que un espacio métrico M sea comple-
to es necesario y suficiente que para cualquier sucesión decreciente
F1 ⊃ F2 ⊃ . . . ⊃ Fn ⊃ . . . de subconjuntos no vaćıos de M tal que
limn→∞diam(Fn) = 0, se tenga

⋂∞
n=1 Fn = {x0} , en donde x0 ∈ M es

un punto conveniente.

9. Demuestre que un espacio topológico X es un espacio de Baire si y sólo
si todo subconjunto abierto no vaćıo de X es de segunda categoŕıa.

10. Sean X un espacio de Baire y E un conjunto de funciones reales contin-
uas f : X −→ R tales que, para cada x ∈ X,E(x) = {f(x); f ∈ E} es
un conjunto acotado de números reales. Demostrar que existen un sub-
conjunto abierto U ⊂ X y una constante α > 0 tales que |f(x)| ≤ α,
para todo x ∈ U y todo f ∈ E. (Sugerencia: Para n ∈ N, defina el
conjunto Fn =

⋂
f∈E {x ∈ X; |f(x)| ≤ n}) .

0.4. Espacios métricos compactos

Definición 0.4.1. Sean X un espacio topológico y S un subconjunto de
X.

1. Un recubrimiento de S es una familia A = (Aλ)λ∈I de subconjuntos de
X tal que S ⊂ ⋃λ∈I Aλ. Además, si los elementos de la familia A son
subconjuntos abiertos de X, entonces se dice que A es un recubrimiento
abierto de S.

2. Sea A = (Aλ)λ∈I un recubrimiento de S. Un subrecubrimiento de A
es cualquier subfamilia A′ = (Aλ)λ∈J de A (J ⊂ I) que también es
recubrimiento de S.

3. Se dice queX es un espacio compacto, si cualquier recubrimiento abierto
de X admite un subrecubrimiento finito.

4. Un subconjunto K ⊂ X llámase compacto si K, dotado de la topoloǵıa
inducida por la de X, es un espacio compacto.
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Ya que todo abierto de un subconjuntoK deX es la intersección deK con
un conjunto abierto de X, entonces para que K sea compacto es necesario y
suficiente que todo recubrimiento (Vλ)λ∈I de K por abiertos Vλ de X admita
un subrecubrimiento finito.

Se dice que una familia de conjuntos tiene la propiedad de la intersección
finita si la intersección de cualquier subfamilia finita es no vaćıa.

Proposición 0.4.1. Un espacio topológico X es compacto si y sólo si
cualquier familia (Fλ)λ∈I de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de
la intersección finita tiene intersección

⋂
λ∈I Fλ no vaćıa

Demostración. Supongamos que X es compacto y sea (Fλ)λ∈I una fa-
milia de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de la intersección
finita. Si

⋂
λ∈I Fλ = ∅, entonces

(
F ∁
λ

)
λ∈I

es un recubrimiento abierto de

X, y, por hipótesis, existe un subrecubrimiento finito
(
F ∁
λi

)
1≤i≤n

, λi ∈ I,

i = 1, 2, . . . , n, de donde (Fλi
)1≤i≤n es una subfamilia finita con intersección

vaćıa, lo que es una contradicción. Rećıprocamente, supongamos que X tiene
la propiedad enunciada, y sea (Vλ)λ∈I un recubrimiento abierto de X. En-

tonces
⋂
λ∈I V

∁
λ = ∅, de donde, por hipótesis, existen λ1, λ2, . . . λn en I tales

que
⋂n

i=1 V
∁
λi

= ∅, o sea X =
⋃n

i=1 Vλi
. Por lo tanto X es compacto.

Dejamos al lector las demostraciones de las dos proposiciones siguientes:

Proposición 0.4.2. 1. Todo subconjunto cerrado de un espacio com-
pacto es compacto.

2. Si X es un espacio topológico de Hausdorff, entonces todo subconjunto
compacto K de X es cerrado.

3. Todo espacio topológico compacto y discreto es finito.

Proposición 0.4.3. Sean X,Y espacios topológicos y F : X −→ Y una
aplicación continua. Si K es un subconjunto compacto de X, entonces la
imagen de K por F es un subconjunto compacto de Y .

Proposición 0.4.4. (Weierstrass). Si X es un espacio topológico com-
pacto y F : X −→ R es una función continua, entonces existen x1, x2 ∈ X
tales que F (x1) ≤ F (x) ≤ F (x2), para todo x ∈ X, esto es, F asume sus
valores máximo y mı́nimo en X; en particular, F es acotada.

35



Demostración. Como F es continua, entonces F (X) es un subconjunto
compacto de R y por consiguiente cerrado y acotado. Sean

α = ı́nf {F (x);x ∈ X} , β = sup {F (x);x ∈ X}

como α y β son puntos adherentes al conjunto F (X), que es cerrado, entonces
α, β ∈ F (X), de donde se deduce la proposición.

En la demostración de la proposición anterior hemos usado el resultado
de Análisis, de que todo subconjunto compacto de R (o más generalmente
de Rn) es acotado. Esto aún es válido en cualquier espacio métrico.

Proposición 0.4.5. Todo subconjunto compacto de un espacio métrico M
es acotado. En particular, si el propio M es compacto, entonces es acotado.

Demostración. Sea K un subconjunto compacto de M . La familia de
las bolas abiertas en M , (B1(x))x∈K con centro en los puntos de K y ra-
dio 1, es un recubrimiento abierto de K : K ⊂ ⋃

x∈K B1(x), luego, existen
x1, x2, . . . , xn elementos de K tales que K ⊂ ⋃n

i=1B1(xi). En virtud del ejer-
cicio 0,3,1.b, se sigue que diam(K) <∞ y por consiguiente K es acotado.

Observación 0.4.1. Por las proposiciones 0,4,2,2 y 0,4,5, todo subcon-
junto compacto de cualquier espacio métrico es cerrado y acotado. En Rn

vale la rećıproca: todo subconjunto cerrado y acotado de Rn es compacto.
Sin embargo, esto no es cierto en cualquier espacio métrico. En efecto, sea

M =

{
(xn) ⊂ R;

∞∑

n=1

|xn| <∞
}

el conjunto (espacio vectorial) de todas las sucesiones sumables de números
reales. La función d : M ×M −→ R definida por

d(x, y) =
∞∑

n=1

|xn − yn|,

en donde x = (xn), y = (yn), es una métrica en M . Ahora bien, el conjunto
S = {e1, e2, . . . , en, . . .} , en donde en = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . .) es la sucesión
cuyo n-ésimo valor es 1 y cuyos restantes valores son cero, es un subconjunto
cerrado y acotado de M , pero no compacto. En efecto, como d(en, em) = 2
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si m 6= n, entonces S es acotado y ninguna sucesión de elementos de S es de
Cauchy. Por lo tanto, el conjunto de puntos de acumulación de S es vaćıo,
pues todo punto de acumulación de un subconjunto de un espacio métrico
es el ĺımite de alguna sucesión de puntos dos a dos distintos del conjunto.
Se sigue que S es cerrado y acotado. Pero S no es compacto, pues la familia
de las bolas abiertas (B1(en)) de centro en los elementos de S y radio 1, es
un recubrimiento abierto de S que no admite ningún subrecubrimiento finito
ya que B1(en) ∩ S = {en}, para todo n ∈ N, esto es, cualquier bola B1(en)
contiene exactamente un elemento de S.

Definición 0.4.2.

1. Se dice que un espacio métrico M es precompacto o totalmente acotado
si para todo ǫ > 0, existe un recubrimiento finito de M formado por
subconjuntos de M de diámetro menor que ǫ.

2. Se dice que un subconjunto A de un espacio métrico M es precompacto
(o totalmente acotado) cuando A, dotado de la métrica inducida por
la de M , es un espacio métrico precompacto.

Observación 0.4.2.

1. Como todo subconjunto S de un espacio métrico M, con diam(S) < ǫ,
está contenido en una bola abierta en M de radio ǫ > 0, entonces M es
precompacto si y sólo si para todo ǫ > 0 existen elementos x1, x2, . . . , xn
en M tales que M =

⋃n

i=1Bǫ(xi).

2. Ya que toda bola (abierta) de un subconjunto A de un espacio métrico
M es la intersección de A con una bola (abierta) de M, entonces se
sigue que A es precompacto si y sólo si dado un ǫ > 0 cualquiera,
existen elementos x1, x2, . . . , xn en M tales que A ⊂ ⋃n

i=1Bǫ(xi).

Si A es precompacto , dado ǫ > 0, los elementos x1, x2, . . . , xn de M
tales que A ⊂ ⋃n

i=1Bǫ(xi). pueden ser escogidos en A. En efecto, para
ǫ′ = ǫ

2
existen x1, x2, . . . , xn enM tales queA ⊂ ⋃n

i=1B ǫ
2
(xi). escogemos

ai ∈ A∩B ǫ
2
(xi), i = 1, 2, . . . , n. Entonces se tiene que A ⊂ ⋃n

i=1Bǫ(ai).

3. Si A es un subconjunto precompacto de un espacio métrico y B ⊂ A,
entonces B también es precompacto.

4. Evidentemente, todo subconjunto compacto de un espacio métrico es
precompacto.
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Definición 0.4.3. Si S es un subconjunto no vaćıo de un espacio métrico
(M,d) y x ∈M, entonces el número real d(x, S), definido por

d(x, S) = ı́nf {d(x, y); y ∈ S} ,

se llama distancia del punto x al conjunto S 4. Se demuestra fácilmente que
d(x, S) = 0 si y sólo si x ∈ S.

Proposición 0.4.6. Todo espacio métrico compacto posee un subconjunto
enumerable denso.

Demostración. Sea M un espacio métrico compacto. Como M es pre-
compacto, entonces para cada n ∈ N existe un conjunto finito Fn tal que
d(x, Fn) <

1
n
, para cada x ∈ M. El conjunto D =

⋃∞
n=1 Fn es enumerable,

ya que es unión enumerable de conjuntos finitos. D también es denso en
M. En efecto, si x ∈ M, como Fn ⊂ D para todo n, entonces se tiene que
d(x,D) ≤ d(x, Fn) ≤ 1

n
, cualquiera que sea n ∈ N, luego d(x,D) = 0 y por

consiguiente x ∈ D, cualquiera que sea x ∈M. Por lo tanto D es un conjunto
enumerable denso en M.

Definición 0.4.4. Se dice que un espacio métrico M es separable si posee
un subconjunto enumerable denso. Se sigue de la proposición 0,4,6 que todo
espacio métrico compacto es separable.

Teorema 0.4.1. Sea M un espacio métrico. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. M es compacto.

2. Todo subconjunto infinito de M tiene un punto de acumulación.

3. Toda sucesión en M posee una subsucesión convergente.

4. M es completo y precompacto.

Demostración. 1) ⇒ 2): Supongamos que M es compacto y sea S un
subconjunto de M sin puntos de acumulación en M. Se sigue que S es cerrado
y discreto. Además, como M es compacto y S es cerrado, entonces S es
compacto. Aśı, S es discreto y compacto, luego finito.

4d(x, φ) = + ∞
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2) ⇒ 3): Sea (xn) una sucesión enM. Si S = {x1, x2, . . . , xn, . . .} es finito, esto
es, el conjunto de los valores xn de la sucesión es finito, entonces xn = xn1 ,
para infinitos n ∈ N. Por consiguiente la sucesión (xn) tiene una subsucesión
convergente en M. Ahora bien, si S es infinito, entonces, por hipótesis, posee
un punto de acumulación x0 ∈ M. Luego, existe una sucesión de elementos
de S, dos a dos distintos, que converge a x0 (ver observación 0,3,1,2). Por
consiguiente la sucesión (xn) admite una subsucesión convergente.
3) ⇒ 4):

a) Sea (xn) una sucesión de Cauchy en M. Por hipótesis, (xn) posee una
subsucesión convergente en M, luego la propia sucesión (xn) es convergente
en M (ver ejercicio 0,3,3). Por consiguiente M es completo.

b) Mostremos ahora que M es precompacto, esto es, que para todo ǫ > 0
existe un subconjunto finito F de M tal que d(x, F ) < ǫ, cualquiera que
sea x ∈ M. En efecto, supongamos que este no sea el caso; entonces existe
un ǫ > 0 tal que para todo conjunto finito F ⊂ M podemos hallar x ∈ M
con d(x, F ) ≥ ǫ. Fijemos x1 ∈ M. Para F1 = {x1} existe x2 ∈ M tal
que d(x2, x1) = d(x2, F1) ≥ ǫ. Para F2 = {x1, x2} existe x3 ∈ M tal que
d(x3, F2) ≥ ǫ. Prosiguiendo de esta manera, encontramos una sucesión (xn)
en M tal que d(xn+1, Fn) ≥ ǫ, en donde Fn = {x1, x2, . . . , xn} , n ∈ N. Por
tanto, si n,m ∈M y n > m, entonces

d(xn, xm) ≥ d(xn, Fn−1) ≥ ǫ,

ya que n > m implica que xm ∈ Fn−1. Se sigue que (xn) es una sucesión en M
que no admite ninguna subsucesión de Cauchy, y por consiguiente, ninguna
convergente.

4) ⇒ 1): Supongamos que M es completo y precompacto, pero no com-
pacto. Entonces existe un recubrimiento abierto (Vλ)λ∈I de M,M =

⋃
λ∈I Vλ,

que no admite ningún subrecubrimiento finito. Ahora bien, como M es pre-
compacto, se puede expresar como unión de un número finito de subconjuntos
cerrados con diámetro menor que 1. Por lo menos uno de estos subconjuntos,
que denotaremos por F1, no está contenido en ninguna unión finita de los
conjuntos Vλ, λ ∈ I. Como F1 también es precompacto, entonces puede ex-
presarse como una unión finita de subconjuntos cerrados con diámetro menor
que 1

2
. Por lo menos uno de estos subconjuntos, que denotaremos por F2, no

puede ser cubierto con una unión finita de conjuntos Vλ, λ ∈ I. Continuan-
do de esta manera, encontramos una sucesión decreciente de subconjuntos
cerrados de M,

F1 ⊃ F2 ⊃ . . . ⊃ Fn ⊃ . . . ,
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con diam(Fn) < 1
n
, n = 1, 2, . . . . Como M es completo, entonces⋂∞

n=1 Fn = {x0} , para algún punto x0 ∈ M (ver ejercicio 0,3,8). Por otra
parte, existe λ ∈ I tal que x0 ∈ Vλ y como Vλ es abierto, existe un m ∈ N
tal que B 1

m
(x0) ⊂ Vλ. Ahora bien, como x0 ∈ Fm y diam(Fm) < 1

m
, en-

tonces se tiene que Fm ⊂ B 1
m

(x0) ⊂ Vλ; lo que es una contradicción, pues
ningún Fn está contenido en ninguna unión finita de conjuntos Vλ, λ ∈ I.
Por consiguiente d) ⇒ a).

Corolario 0.4.1. Un espacio métrico es precompacto si y sólo si su com-
pletado es compacto.

Demostración. Sean M un espacio métrico y M̂ su completado. El
corolario se deduce inmediatamente de la equivalencia de las afirmaciones
1. y 4. del Teorema 0,4,1, observando que la adherencia de M en M̂ es
precisamente M̂.

Corolario 0.4.2. Sea M un espacio métrico completo. Un subconjunto
S ⊂ M es precompacto si y sólo si la adherencia de S en M es un conjunto
compacto.

Corolario 0.4.3. Para que un subconjunto S de un espacio métrico M sea
precompacto es necesario y suficiente que la adherencia de S en el completado
M̂ de M, sea un subconjunto compacto de M̂.

Definición 0.4.5. Sea M un espacio métrico. Se dice que un subconjunto
S de M, es relativamente compacto si S, la adherencia de S en M, es un
subconjunto compacto de M (esto es, toda sucesión de elementos de S posee
una subsucesión convergente a algún punto de M, el cual no necesariamente
está en S).
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Observación 0.4.3.

1. Evidentemente, en cualquier espacio métrico M, todo subconjunto re-
lativamente compacto de M es precompacto. Sin embargo, en general
la rećıproca no es verdadera. En efecto, sean M = (0, 1) el intervalo
abierto en R con extremos 0, 1, con la métrica usual, y S = (0, 1) el
propio M. Entonces, S no es un subconjunto relativamente compacto
de M, pues la adherencia de S en M es el propio S = (0, 1) que no es
compacto, pero por el corolario 3, S es precompacto.

2. Del corolario 3 se sigue que los conceptos precompacto y relativamente
compacto coinciden en espacios métricos completos.

3. Se dice que un espacio topológico X es secuencialmente compacto si
toda sucesión en X posee una subsucesión convergente en X. El teore-
ma 1 nos dice que en espacios métricos este concepto coincide con el
de compacidad. Sin embargo, existen espacios topológicos secuencial-
mente compactos que no son compactos, como también existen espacios
compactos que no son secuencialmente compactos (ver [17], ejemplo 26,
pág 192, y ejercicio 5-b, pág 209). Todo espacio topológico compacto
de Hausdorff que satisfaga al primer axioma de enumerabilidad, es se-
cuencialmente compacto.

Ejemplo 0.4.1. Sean X un espacio compacto y M un espacio métri-
co. Denotamos por C(X,M) el conjunto de todas las aplicaciones continuas
f : X −→M. La función ρ : C(X,M) × C(X,M) −→ R definida por

ρ(f, g) = sup {d(f(x), g(x));x ∈M} ,

es una métrica en C(X,M). El subconjunto

N = {f ∈ C(X,M); f es sobreyectiva}

es cerrado en C(X,M), o, equivalentemente, el complemento deN en C(X,M),
N∁, es abierto. En efecto, sea f ∈ N∁. entonces existe y0 ∈ M tal que
d(y0, f(x)) > 0, para todo x ∈ X. Además, como f es continua, entonces la
función F : X −→ R, F (x) = d(y0, f(x)) es continua, y siendo X un espacio
compacto. entonces existe x0 ∈ X tal que

0 < d(y0, f(x0)) = ı́nf F (x) = ı́nf {d(y0, f(x));x ∈ X}
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Si 2ǫ = d(y0, f(x0)) > 0, entonces Bǫ(f) ⊂ N∁. En efecto, si g ∈ Bǫ(f)
entonces d(g(x), f(x)) < ǫ, para todo x ∈ X; ahora bien,

d(y0, f(x)) ≤ d(y0, g(x)) + d(g(x), f(x)),

para todo x ∈ X, luego

d(y0, g(x)) ≥ d(y0, f(x)) − d(g(x), f(x)) > 2ǫ− ǫ = ǫ > 0,

para todo x ∈ X, y por consiguiente g no es sobreyectiva.

Ejemplo 0.4.2. Sea M un espacio métrico. Si toda función continua
f : M −→ R es acotada, entonces M es compacto. En efecto supongamos
queM no es compacto. Entonces (por el teorema 0,4,1) existe un subconjunto
infinito enumerable S = {x1, x2, . . . , xn, . . .} sin puntos de acumulación en
M. Se deduce que para cada n ∈ N, existe δn > 0 tal que

a) Bδn(xn) ∩ S = {xn} , y

b) Bδn(xn) ∩Bδm(xm) = ∅, si m 6= n

En efecto, como ningún punto de S es punto de acumulación del propio S,
entonces para cada n ∈ N existe ǫn > 0 tal queBǫn(xn)∩S = {xn} . Pongamos
δn = 1

2
min{ǫ1, ..., ǫn}; a) es evidente y si n > m y z ∈ Bδn(xn) ∩Bδm(xm), se

sigue que xn ∈ Bǫm(xm), lo que es una contradicción, de donde se obtiene la
afirmación b). Consideremos ahora la función f : M −→ R, definida aśı:

f(x) =

{
0, si x /∈ ⋃∞

n=1Bδn(xn)
n
δn

(δn − d(x, xn)), si x ∈ Bδn(xn).

f es una función continua sobre M, que no es acotada, pues f(xn) = n.

Ejemplo 0.4.3. Si un espacio métrico (M,d) es compacto y d1 es una
métrica equivalente a d, entonces (M,d1) también es compacto y por con-
siguiente, acotado. Rećıprocamente, si (M,d) es un espacio métrico que es
acotado con respecto a todas las métricas equivalentes a d, entonces (M,d)
es compacto. En efecto, supongamos que (M,d) no es compacto. Entonces
por el ejemplo 0,4,2, existe una función continua no acotada f : M −→ R.
Ahora bien, la métrica df : M ×M −→ R definida por

df (x, y) = d(x, y) + |f(x) − f(y)|,
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es equivalente a la métrica d (ver ejercicio 0,2,2) y(M,df ) no es acotado.
En efecto, si existiera α > 0 tal que df (x, y) ≤ α para todos los x, y ∈ M,
entonces f seŕıa acotada, lo que es una contradicción.

Ejemplo 0.4.4. Sean M,N espacios métricos y f : M −→ N una
aplicación continua. Las siguientes condiciones son equivalentes:

a) Si una sucesión (xn) en M no admite subsucesiones convergentes en M,
entonces lo mismo sucede con la sucesión (f(xn)) en N.

b) Para todo compacto K ⊂ N, f−1(K) es un subconjunto compacto de
M.

En efecto, supongamos que se cumple la condición a) y que existe un com-
pacto K ⊂ N tal que f−1(K) ⊂ M no es compacto. Por el teorema 0,4,1,
existe una sucesión (xn) ⊂ f−1(K) que no admite subsucesiones conver-
gentes en f−1(K), y por consiguiente en M, pues f−1(K) es cerrado, ya que
f es continua y K es cerrado. Por consiguiente, a) implica que la sucesión
(f(xn)) ⊂ K no posee subsucesiones convergentes en N, y por lo tanto en K,
de donde K no seŕıa compacto, lo que es una contradicción. Por consiguiente
a) ⇒ b). Veamos ahora que b) ⇒ a): supongamos válida la condición b) y
que la condición a) no es verdadera, esto es, que existe una sucesión (xn)
que no posee ninguna subsucesión convergente en M, pero tal que (f(xn))
posee una subsucesión (f(xnk

)) convergente en N, digamos a y0. Entonces,
K = {f(xnk

); k ∈ N}∪ {y0} es un conjunto compacto de N (ver ejercicio 1),
luego, por hipótesis, f−1(K) es compacto, de donde, en virtud de que

(xnk
) ⊂ f−1({f(xnk

); k ∈ N}) ⊂ f−1(K),

la sucesión (xnk
) (y por consiguiente (xn)) posee una subsucesión convergente

en M, lo que es una contradicción.

Ejemplo 0.4.5. Sean X un espacio topológico, M un espacio métrico
y f : X −→ M una aplicación. Si una sucesión equicontinua de aplicaciones
fn : X −→ M, n ∈ N, converge puntualmente a f, entonces f es continua y
la convergencia es uniforme sobre los conjuntos compactos de X. En efecto,
sean K ⊂ X un compacto y ǫ > 0; para cada x ∈ X existe una vecindad Vx
de x tal que

y ∈ Vx =⇒ d(fn(y), fn(x)) <
ǫ

3
,
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n = 1, 2, . . . , . Haciendo n→ ∞, se sigue que

y ∈ Vx =⇒ d(f(y), f(x)) <
ǫ

3
,

de donde f es continua. Ahora bien, como K es compacto y K ⊂ ⋃x∈K Vx,
entonces existen elementos x1, x2, . . . , xs de K tales que K ⊂ ⋃s

i=1 Vxi
. Por

hipótesis, para cada i = 1, 2, . . . , s, existe un ni ∈ N tal que

n > ni =⇒ d(fn(xi), f(xi)) <
ǫ

3
.

Sea n0 = máx {n1, n2, . . . , ns} y demostremos que

n > n0 =⇒ d(fn(x), f(x)) < ǫ,

para todo x ∈ K, lo cual implica que la convergencia es uniforme sobre K.
En efecto, sea x ∈ K. Entonces, existe i, 1 ≤ i ≤ ns, tal que x ∈ Vxi

. Por lo
tanto, si n > n0, entonces se tiene que

d(fn(x), f(x)) ≤ d(fn(x), fn(xi)) + d(fn(xi), f(xi)) + d(f(xi), f(x)) < ǫ

cualquiera que sea x ∈ K.

Ejercicios de la sección 0.4

1. Sean X un espacio topológico y (xn) una sucesión en X convergente
hacia x0 ∈ X.Demuestre queK = {xn;n ∈ N}∪{x0} es un subconjunto
compacto de X.

2. Demostrar que un espacio métrico M es compacto si y sólo si todo
recubrimiento abierto infinito de M posee un subrecubrimiento propio.

3. Demostrar que en un espacio métrico M las siguientes condiciones son
equivalentes:

a) M es compacto.

b) Todo recubrimiento enumerable de M posee un subrecubrimiento
finito.

c) La intersección de cualquier sucesión decreciente de subconjuntos
cerrados no vaćıos de M, es no vaćıa.
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d) Todo subconjunto cerrado y discreto es finito.

4. Sean M,N espacios métricos, f : M → N una aplicación continua y
fn : M −→ N,n ∈ N, una sucesión de aplicaciones continuas. De-
mostrar que las dos condiciones siguientes son equivalentes:

a) Si (xn) es una sucesión convergente hacia x en M, entonces la
sucesión (fn(xn)) converge a f(x) en N.

b) La sucesión (fn) converge a f, uniformemente sobre los subcon-
juntos compactos de M.

5. Demostrar que un subconjunto S de un espacio métrico M es precom-
pacto si y sólo si toda sucesión de elementos de S posee una subsucesión
de Cauchy.

6. Sea M un espacio métrico.

a) Sean K un subconjunto compacto de M y U un abierto en M,
U 6= M, tal que K ⊂ U. Demostrar que existe δ > 0 tal que
d(x, y) ≥ δ, para todo x ∈ K y todo y ∈ U∁.

b) Demostrar que todo subconjunto compacto K de M posee un
sistema fundamental enumerable de vecindades abiertas, esto es,
que existe una familia enumerable (Un) de abiertos Un ⊃ K, tal
que si V es un abierto en M y V ⊃ K, entonces existe un n tal
que K ⊂ Un ⊂ V.

Sugerencia: Para n = 1, 2, . . . , defina Un =
{
x ∈M ; d(x,K) < 1

n

}
.

7. SeanX un espacio topológico,M un espacio métrico,D un subconjunto
denso de X y f : X −→ M una aplicación continua. Demostrar que
si una sucesión equicontinua de aplicaciones fn : X −→ M converge
puntualmente a f en D, entonces (fn) converge puntualmente a f en
todo el espacio X.

8. Sea K un espacio métrico compacto. Demostrar que si una sucesión
equicontinua de funciones complejas fn : K −→ C, n ∈ N, es puntual-
mente acotada (esto es, (fn(x)) es una sucesión acotada en C, para
cada x ∈ K), entonces existen una función continua f : K −→ C y
una subsucesión (fnk

) de (fn) que converge puntualmente hacia f en
K (teorema de Ascoli).
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Sugerencia: Sea D un subconjunto enumerable denso de K. Demostrar
que (fn) posee una subsucesión (fnk

) que converge en todo punto de D.
Se sigue que (fnk

) converge en todo punto de K. Definir f : K −→ C
por f(x) = limk→∞fnk

(x), x ∈ K. Aplicar el ejemplo 0.4.5.
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Caṕıtulo 1

ESPACIOS DE BANACH

1.1. Definiciones y ejemplos.

A lo largo de todo este libro, K denotará el cuerpo R de los números
reales, o el cuerpo C de los números complejos.

Definición 1.1.1. Sea E un espacio vectorial sobre K. Una norma en E
es una función real ‖.‖ : E −→ R definida sobre E, que satisface las siguientes
condiciones, cualesquiera que sean x, y ∈ E y el escalar α ∈ K :

N1) ‖x‖ ≥ 0, y, ‖x‖ = 0 si y solamente si x = 0.

N2) ‖αx‖ = |α|‖x‖

N3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ (desigualdad triangular).

Un espacio vectorial normado (o, simplemente, un espacio normado) es una
pareja (E, ‖.‖), en donde E es un espacio vectorial sobre K y ‖.‖ es una nor-
ma en E. Cuando no hay lugar a dudas, el espacio normado se puede denotar
sencillamente por E.

Ejemplo 1.1.1. En Rn las siguientes funciones son ejemplos de normas:

‖x‖ =
(∑n

i=1 xi
2
) 1

2 (norma euclidiana)

‖x‖1 =
∑n

i=1 |xi|

‖x‖∞ = máx {|xi|; 1 ≤ i ≤ n}
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en donde x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn. Es fácil verificar que las funciones
‖.‖1, ‖.‖∞ son normas en Rn y que la función ‖.‖ satisface las condiciones
N1) y N2) de la definición de norma. Antes de ver que ‖.‖ cumple la condi-
ción N3), vamos a demostrar la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

∣∣∣∣∣

n∑

i=1

xiyi

∣∣∣∣∣ ≤

√√√√
n∑

i=1

xi2

√√√√
n∑

i=1

yi2 (= ‖x‖‖y‖) (1)

para todo x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn y todo y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn. En
efecto, cualquiera que sea λ ∈ R se tiene que:

0 ≤
n∑

i=1

(xi ± λyi)
2 =

= ‖x‖2 ± 2λ
n∑

i=1

xiyi + λ2‖y‖2.

Suponiendo y 6= 0, si hacemos λ = ‖x‖
‖y‖
, entonces las desigualdades (±) ante-

riores implican la de Cauchy-Schwarz, siendo ésta obvia en el caso y = 0.
Veamos ahora que ‖.‖ satisface la condición N3): si x = (x1, x2, . . . , xn),

y = (y1, y2, . . . , yn), se tiene que:

‖x+ y‖2 =
n∑

i=1

(xi + yi)
2 =

= ‖x‖2 + 2
n∑

i=1

xiyi + ‖y‖2 ≤

≤ ‖x‖2 + 2‖x‖ ‖y‖ + ‖y‖2 =

= (‖x‖ + ‖y‖)2

de donde ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖, cualesquiera que sean x, y ∈ Rn.

Ejemplo 1.1.2. La función ‖.‖ : Cn −→ R definida por

‖z‖ =

√√√√
n∑

i=1

|zi|2
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en donde z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Cn, es una norma en Cn (norma euclidia-
na). En efecto, N1) y N2) son inmediatas. Para demostrar N3), verifiquemos
primero la desigualdad de Cauchy-Schwarz en Cn, esto es, la desigualdad

∣∣∣∣∣

n∑

i=1

ziwi

∣∣∣∣∣ ≤

√√√√
n∑

i=1

|zi|2
√√√√

n∑

i=1

|wi|2 (= ‖z‖‖w‖) (2)

para todo z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Cn, y todo w = (w1, w2, . . . , wn) ∈ Cn : para
i = 1, 2, . . . , n, sean xi = |zi|, yi = |wi|; como |Σn

i=1ziwi| ≤ Σn
i=1xiyi, la

desigualdad (2) se sigue de (1). Demostremos ahora la desigualdad triangular:

‖z + w‖2 =
n∑

i=1

|zi + wi|2 =

=
n∑

i=1

(zi + wi)(zi + wi) =

= ‖z‖2 + 2Re

(
n∑

i=1

ziwi

)
+ ‖w‖2 ≤

≤ ‖z‖2 + 2

∣∣∣∣∣

n∑

i=1

ziwi

∣∣∣∣∣+ ‖w‖2 ≤

≤ ‖z‖2 + 2‖z‖‖w‖ + ‖w‖2 =

= (‖z‖ + ‖w‖)2,

de donde ‖z + w‖ ≤ ‖z‖ + ‖w‖, para todo z ∈ Cn y todo w ∈ Cn.

Ejemplo 1.1.3. En todo espacio vectorial E sobre K se puede definir
una norma. En efecto, sea (ei)i∈I una base de Hamel de E sobre K (todo
elemento x ∈ E se expresa entonces de modo único como x = Σi∈Iαiei, en
donde αi = 0, excepto para un número finito de ı́ndices i ∈ I); es fácil ver
que la función

x =
∑

i∈I

αiei 7−→ ‖x‖ =
∑

i∈I

|αi|,

es una norma de E.

Ejemplo 1.1.4. Sea Pn el conjunto de todos los polinomios reales de
grado menor que n, esto es, el conjunto de los polinomios p de la forma
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p(t) = a0 +a1t+a2t
2 + . . .+an−1t

n−1, en donde a0, . . . , an−1 ∈ R. El conjunto
Pn es un espacio vectorial con las dos operaciones siguientes:

(p+ q)(t) = (a0 + b0) + (a1 + b1)t+ . . .+ (an−1 + bn−1)t
n−1

(αp)(t) = (αa0) + (αa1)t+ . . .+ (αan−1)t
n−1

en donde p(t) = a0 + a1t + . . . + an−1t
n−1, q(t) = b0 + b1t + . . . + bn−1t

n−1

y α ∈ R. Además, Pn es de dimensión n. En efecto, si p0(t) ≡ 1, pi(t) = ti,
i = 1, 2, . . . , n − 1, entonces {p0(t), p1(t), . . . , pn−1(t)} es una base de Pn.
Ahora bien, la función ‖.‖ : Pn −→ R definida por

‖p‖ = sup
t∈[0,1]

∣∣a0 + a1t+ . . .+ an−1t
n−1
∣∣ ,

si p(t) = a0 + a1t+ . . .+ an−1t
n−1, es una norma en Pn. En efecto, las condi-

ciones N2), N3) son fáciles de verificar; en cuanto a la N1) se deduce del hecho
de que el conjunto {p0(t), p1(t), . . . , pn−1(t)} es linealmente independiente.

Observación 1.1.1. Como los polinomios p0(t), p1(t), . . . , pn−1(t), son
linealmente independientes, entonces los escalares que definen un polinomio
de grado menor que n son únicos, y se llaman coeficientes del polinomio.
Aśı, los polinomios están uńıvocamente determinados por sus coeficientes. Se
sigue que si ‖.‖ es una norma en Rn, entonces la función

p ∈ Pn
‖|.‖|7−→ ‖|p‖| = ‖(a0, a1, . . . , an−1)‖ ∈ R,

en donde a0, a1, . . . , an−1 son los coeficientes de p, está bien definida, y es una
norma en Pn.

Definición 1.1.2. Se dice que dos normas, ‖.‖1 y ‖.‖2, en un espacio
vectorial E, son equivalentes cuando existen constantes α > 0, β > 0 tales
que

α‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ β‖x‖1,

para todo x ∈ E.

Observación 1.1.2.

1. Si E es un espacio normado, entonces la función d : E × E −→ R
definida por

d(x, y) = ‖x− y‖,
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es una métrica sobre E, invariante por traslaciones, esto es,
d(x+ a, y + a) = d(x, y). Por consiguiente E es un espacio métrico.

2. Todo espacio normado será considerado dotado de la topoloǵıa genera-
da por la métrica inducida por su norma, que se llama simplemente la
topoloǵıa de la norma.

3. Si Pn se dota de la norma ‖|.‖| definida en la observación 1,1,1, entonces
la aplicación f : Pn −→ Rn definida por

f(p(t)) = a,

en donde a ∈ Rn es el vector cuyas coordenadas son los coeficientes del
polinomio p(t), es una isometŕıa, esto es,

‖f(p(t))–f(q(t))‖ = ‖|p(t)–q(t)‖|.

Por consiguiente, la convergencia en el espacio métrico Pn es equivalente
a la convergencia de los coeficientes de los elementos de Pn.

4. Los conjuntos {x ∈ E; ‖x‖ < 1} , {x ∈ E; ‖x‖ ≤ 1} y {x ∈ E; ‖x‖ = 1} ,
se llaman la bola unitaria abierta, la bola unitaria cerrada y la esfera
unitaria de E, respectivamente.

Proposición 1.1.1. Para que dos normas en un espacio vectorial E sean
equivalentes es necesario y suficiente que las métricas inducidas en E por esas
normas sean equivalentes.

Demostración. Sean ‖.‖1, ‖.‖2 dos normas en E, y d1, d2 las respectivas
métricas inducidas por esas normas. Es claro que la condición es necesaria.
Veamos que también es suficiente. En efecto, supongamos que se verifica;
como la aplicación identidad id. : (E, d1) −→ (E, d2) es continua en el punto
x = 0, entonces existe δ > 0 tal que d1(x, 0) < δ implica d2(x, 0) < 1, esto
es, ‖x‖1 < δ =⇒ ‖x‖2 < 1. Si β = 2

δ
, entonces

‖x‖2 ≤ β‖x‖1,

para todo x ∈ E. En efecto, si x ∈ E, x 6= 0, entonces
∥∥∥ δ

2‖x‖1
x
∥∥∥

1
< δ,

luego
∥∥∥ δ

2‖x‖1
x
∥∥∥

2
< 1, esto es ‖x‖2 <

2
δ
‖x‖1, para todo x 6= 0. Se sigue que

‖x‖2 ≤ β‖x‖1, para todo x ∈ E. Análogamente, como la aplicación identidad
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id. : (E, d2) −→ (E, d1) es continua en x = 0, entonces existe α > 0 tal que
α‖x‖1 ≤ ‖x‖2, para todo x ∈ E.

Si ‖.‖, ‖.‖1, y ‖.‖∞ son las normas en Rn definidas en el ejemplo 1,1,1,
entonces se tienen las siguientes desigualdades:

‖x‖∞ ≤ ‖x‖ ≤ √
n‖x‖∞,

‖x‖∞ ≤ ‖x‖1 ≤ n‖x‖∞,

para todo x ∈ Rn. Se concluye que dos cualesquiera de esas normas en Rn

son equivalentes. Más generalmente se tiene la siguiente proposición

Proposición 1.1.2. Si E es un espacio vectorial de dimensión finita,
entonces dos normas cualesquiera en E son equivalentes.

Demostración. Supongamos que dimE = n y sea {e1, e2, . . . , en} una
base de E; la función

‖.‖ : E −→ R

x =
n∑

i=1

αiei 7−→ ‖x‖ =

√√√√
n∑

i=1

|αi|2

es una norma en E1. Sea φ cualquier otra norma en E. Entonces φ es (uni-
formemente) continua en E. En efecto, dado ǫ > 0, sea δ = ǫ

nM
, en donde

M = máx {φ(ei); 1 ≤ i ≤ n} . Nótese que si x = Σn
i=1αiei, y = Σn

i=1βiei son
elementos de E tales que ‖x− y‖ < δ, entonces |αi − βi| ≤ δ, i = 1, 2 . . . , n.
Por lo tanto,

|φ(x) − φ(y)| ≤ φ(x− y) ≤
n∑

i=1

|αi − βi|φ(ei) ≤M

n∑

i=1

|αi − βi| < ǫ,

si ||x−y|| < δ. Por consiguiente φ es uniformemente continua. Como la esfera
unitaria de E es compacta, existen los números α = mı́n {φ(x); ||x|| = 1} ,
β = máx {φ(x); ||x|| = 1} , y ambos son positivos. Por lo tanto α ≤ φ(x) ≤ β,
para todo x ∈ E con ||x|| = 1. Ahora bien, si x ∈ E, x 6= 0, entonces∥∥∥ x
||x||

∥∥∥ = 1, luego α ≤ φ
(

x
‖x‖

)
≤ β, de donde

α‖x‖ ≤ φ(x) ≤ β‖x‖
1Esta norma hace a E isométricamente isomorfo al espacio euclidiano Kn.
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para todo x ∈ E, esto es, φ y ‖.‖ son normas equivalentes en E.

Si E y F son espacios normados, entonces el producto cartesiano
E × F = {(x, y);x ∈ E, y ∈ F} es un espacio normado con una cualquiera
de las siguientes normas equivalentes:

‖(x, y)‖ =
√

‖x‖2 + ‖y‖2

‖(x, y)‖1 = ‖x‖ + ‖y‖
‖(x, y)‖∞ = máx {‖x‖, ‖y‖}

Proposición 1.1.3. Si E es un espacio normado, entonces

1. La operación adición (x, y) ∈ E×E +7−→ x+y ∈ E es (uniformemente)
continua.

2. La norma de E, ‖.‖ : E −→ R, es una función uniformemente conti-
nua.

3. La multiplicación por escalares (α, x) ∈ K×E 7−→ αx ∈ E, es continua.

4. Para cada α0 ∈ K y cada x0 ∈ E, las aplicaciones x ∈ E 7−→ α0x ∈ E,
y, α ∈ K 7−→ αx0 ∈ E, son uniformemente continuas.

Demostración. Mostraremos solamente las afirmaciones 2 y 3, puesto
que las otras son inmediatas. En efecto, la continuidad uniforme de la norma
se sigue de la desigualdad

|‖x‖ − ‖y‖ | ≤ ‖x− y‖.

Demostremos ahora la afirmación 3. Sean α0 ∈ K, x0 ∈ E. Si α ∈ K, x ∈ E,
entonces se tiene la siguiente igualdad:

αx− α0x0 = (α− α0)(x− x0) + (α− α0)x0 + α0(x− x0).

Para obtener ‖αx− α0x0‖ < ǫ es suficiente tomar:

1. |α| < √
ǫ, ‖x‖ < √

ǫ, si α0 = 0, x0 = 0.

2. |α− α0| <
√

ǫ
2
, ‖x‖ < mı́n

{√
ǫ
2
, ǫ

2|α0|

}
, si α0 6= 0, x0 = 0.

3. |α| < mı́n
{√

ǫ
2
, ǫ

2‖x0‖

}
, ‖x− x0‖ <

√
ǫ
2
, si α0 = 0, x0 6= 0.
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4. |α − α0| < mı́n
{√

ǫ
3
, ǫ

3‖x0‖

}
, ‖x − x0‖ < mı́n

{√
ǫ
3
, ǫ

3|α0|

}
, si

α0 6= 0, x0 6= 0.

Proposición 1.1.4. Sea E un espacio normado. Entonces:

1. Para cada x0 ∈ E, la translación en E, x ∈ E 7−→ x + x0 ∈ E es una
isometŕıa. Además,

Bǫ(x0) = x0 +Bǫ(0)

(en donde x + A = {x+ y; y ∈ A} , para x ∈ E, A un subconjunto de
E).

2. Para cada α0 ∈ K, α0 6= 0, la homotecia en E, x ∈ E 7−→ α0x, es un
homeomorfismo de E sobre E.

Definición 1.1.3. Se dice que un espacio normado E es un espacio de
Banach si E es un espacio métrico completo, para la métrica inducida por
su norma. Note que si (E, ‖.‖) es un espacio de Banach, entonces E es un
espacio de Banach con cualquier norma equivalente a la norma ‖.‖.

Ejemplo 1.1.5.

1. El espacio Rn es un espacio de Banach. En efecto, sea (x(m)) una suce-

sión de Cauchy en Rn. Si para cadam ∈ N, x(m) =
(
x

(m)
1 , x

(m)
2 , . . . , x

(m)
n

)
,

entonces para j = 1, 2, . . . , n, se tiene que
∣∣∣x(p)
j − x

(m)
j

∣∣∣ ≤
∥∥x(p) − x(m)

∥∥ ,

para todo p ∈ N y todo m ∈ N. Por lo tanto, para j = 1, 2, . . . , n, la

sucesión
(
x

(m)
j

)
m

es de Cauchy en R, luego convergente a algún número

real. Sea entonces

xj = ĺım
m→∞

x
(m)
j , j = 1, 2, . . . , n

Si x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, entonces x(m) → x en Rn, esto es,
ĺımm→∞

∥∥x(m) − x
∥∥ = 0. En efecto, sea ǫ > 0; para j = 1, 2, . . . , n,

existe n(j, ǫ) ∈ N tal que

m > n(j, ǫ) =⇒
∣∣∣x(m)
j − xj

∣∣∣ < ǫ√
n
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Si n(ǫ) = máx {n(j, ǫ); 1 ≤ j ≤ n} , entonces se tiene que

m > n(ǫ) =⇒
∥∥x(m) − x

∥∥ =

√
Σn
j=1

∣∣∣x(m)
j − xj

∣∣∣
2

< ǫ.

Se sigue que x(m) → x en Rn.

2. Análogamente se demuestra que Cn es un espacio de Banach

Ejemplo 1.1.6. Sea c0 el conjunto de todas las sucesiones de números
complejos convergentes hacia cero, esto es,

c0 =
{

(xn) ⊂ C; ĺım
n→∞

xn = 0
}

c0 es un espacio vectorial con las operaciones adición y multiplicación por un
escalar α ∈ C definidas por

(xn) + (yn) = (xn + yn)

α(xn) = (αxn).

La función ‖.‖ : c0 −→ R definida por

‖(xn)‖ = máx {|xn| ;n ∈ N} ;

es una norma en c0, y c0 es un espacio de Banach para esta norma. En
efecto, demostremos primero que el máximo efectivamente existe: sea (xn)
un elemento no nulo de c0 y xn1 6= 0. Como xn → 0, existe m1 ∈ N,m1 > n1,
tal que

n > m1 =⇒ |xn| < |xn1 |
Si M = máx {|x1| , |x2| , . . . , |xn1| , . . . , |xm1 |} , entonces se tiene que
M = máx {|xn| ;n ∈ N} , de donde se sigue la afirmación.

Demostremos ahora que c0 es completo. En efecto, sea
(
x(n)
)

una sucesión

de Cauchy en c0. Si para cada n ∈ N, x(n) =
(
x

(n)
j

)
j
, entonces se tiene que

∣∣∣x(n)
j − x

(m)
j

∣∣∣ ≤
∥∥x(n) − x(m)

∥∥

para j = 1, 2, . . . . Se sigue que para cada j ∈ N, la sucesión
(
x

(n)
j

)
n

es de

Cauchy en C, luego convergente. Sean

xj = ĺım
n→∞

x
(n)
j ,
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para j = 1, 2, . . . , y x = (xj). Mostremos que x ∈ c0 y que x(n) → x en c0.
En efecto, dado ǫ > 0, existe n(ǫ) ∈ N tal que

m,n > n(ǫ) =⇒
∣∣∣x(n)
j − x

(m)
j

∣∣∣ ≤
∥∥x(n) − x(m)

∥∥ ≤ ǫ

2

para j = 1, 2, . . . . Haciendo m→ ∞, se tiene que

n > n(ǫ) =⇒
∣∣∣x(n)
j − xj

∣∣∣ ≤ ǫ

2
(1)

para j = 1, 2, . . . . Sea n1 ∈ N, n1 > n(ǫ). Ya que x(n1) ∈ c0, entonces existe
m(ǫ) ∈ N tal que

j > m(ǫ) =⇒
∣∣∣x(n1)
j

∣∣∣ < ǫ

2
.

Por consiguiente,

j > m(ǫ) =⇒ |xj| ≤
∣∣∣xj − x

(n1)
j

∣∣∣+
∣∣∣x(n1)
j

∣∣∣ < ǫ,

de donde x ∈ c0. Ahora bien, de (1) se sigue que

n > n(ǫ) =⇒
∥∥x(n) − x

∥∥ < ǫ

y por consiguiente x(n) → x en c0, de donde c0 es completo.

Ejemplo 1.1.7. Sean Ω un abierto de Rn y C00(Ω) el espacio vectorial
de todas las funciones continuas f : Ω −→ C que se anulan en la frontera de
Ω. Esta última expresión significa que para cualesquier f ∈ C00(Ω) y ǫ > 0,
existe un conjunto compacto K ⊂ Ω tal que |f(x)| < ǫ, si x ∈ Ω ∩K∁. Con
la norma

‖f‖ = máx
x∈Ω

|f(x)|

C00(Ω) es un espacio de Banach. En efecto, demostremos primero que el
máximo en Ω de cualquier función f ∈ C00(Ω) efectivamente existe. Sea
f ∈ C00(Ω), f 6≡ 0; entonces, existe x0 ∈ Ω tal que ǫ = |f(x0)| > 0. Por
hipótesis, existe un compacto K ⊂ Ω tal que

x ∈ Ω ∩K∁ =⇒ |f(x)| < ǫ

2
.

De esta implicación vemos que x0 ∈ K. Por lo tanto, si M = máxx∈K |f(x)|,
entonces |f(x0)| ≤M. Por consiguiente, se tiene que

x ∈ Ω ∩K∁ =⇒ |f(x)| < ǫ

2
< |f(x0)| ≤M.
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Además, |f(x)| ≤ M, si x ∈ K. Se sigue que |f(x)| ≤ M, para todo x ∈ Ω,
de donde M es el máximo de f en Ω.

Demostremos ahora que C00(Ω) es completo. En efecto, sea (fn) una suce-
sión de Cauchy en C00(Ω). Ya que para cada x ∈ Ω se tiene que

|fn(x) − fm(x)| ≤ ‖fn − fm‖,

entonces para cada x ∈ Ω, (fn(x)) es una sucesión de Cauchy en C, luego
convergente. Si f : Ω −→ C es la función definida por

f(x) = ĺım
n→∞

fn(x), x ∈ Ω,

entonces f ∈ C00(Ω) y (fn) converge a f en C00(Ω). En efecto, dado ǫ > 0
existe n0 ∈ N tal que

m,n > n0 =⇒ |fn(x) − fm(x)| ≤ ‖fn − fm‖ ≤ ǫ

2
,

para cada x ∈ Ω. Si hacemos m→ ∞, entonces se tiene que

n > n0 =⇒ |fn(x) − f(x)| ≤ ǫ

2
(2)

para cada x ∈ Ω. Se sigue que (fn) converge a f, uniformemente sobre Ω; en
particular f es continua. Fijemos n1 ∈ N, n1 > n0. Como fn1 se anula en la
frontera de Ω, entonces existe un compacto K ⊂ Ω tal que

x ∈ Ω ∩K∁ =⇒ |fn1(x)| <
ǫ

2
.

Por consiguiente, teniendo en cuenta (2), se tiene que

x ∈ Ω ∩K∁ =⇒ |f(x)| ≤ |f(x) − fn1(x)| + |fn1(x)| < ǫ

luego f se anula en la frontera de Ω. Por consiguiente, f ∈ C00(Ω). Finalmente
de (2) se sigue que

n > n0 =⇒ ‖fn − f‖ < ǫ

de donde (fn) converge a f en C00(Ω).

Ejemplo 1.1.8. Sean I = [a, b] (donde a < b) un intervalo compacto
de R y m ∈ N. Entonces el espacio Cm(I; R) de las funciones reales m veces
continuamente diferenciables en I es un espacio de Banach, con la norma

‖f‖ = máx
t∈I

|f(t)| + máx
t∈I

∣∣f (m)(t)
∣∣ ;
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esto es, si (fn) es una sucesión de Cauchy en Cm(I; R), entonces existe

f ∈ Cm(I; R) tal que las sucesiones (fn) y
(
f

(m)
n

)
n

convergen uniforme-

mente en I hacia las funciones f y f (m), respectivamente. Probaremos esto
por inducción sobre m :

1. Para m = 1, C1(I; R) es un espacio de Banach. En efecto, sea (fn) una
sucesión de Cauchy en C1(I; R). En virtud de que

|fn(x) − fk(x)| ≤ ‖fn − fk‖
|f ′
n(x) − f ′

k(x)| ≤ ‖fn − fk‖
para todo x ∈ I, se sigue que existen funciones continuas f, g : I −→ R
tales que (fn) y (f ′

n) convergen uniformemente en I a f y g, respectiva-
mente. Por lo tanto, queda por ver que f es diferenciable y que f ′ = g.
En efecto,

fn(x) = fn(a) +

∫ x

a

f ′
n(t)dt, x ∈ I,

de donde haciendo n→ ∞, se sigue que

f(x) = f(a) +

∫ x

a

g(t)dt, x ∈ I.

De esta igualdad se deduce que f es diferenciable y que f ′ = g. Se sigue
que C1(I; R) es un espacio de Banach.

2. Supongamos que Cm−1(I; R) es un espacio de Banach (hipótesis de
inducción) y demostremos que Cm(I; R) es de Banach: Sea (fn) una
sucesión de Cauchy en Cm(I; R). Ya que

|fn(x) − fk(x)| ≤ ‖fn − fk‖,∣∣∣f (m)
n (x) − f

(m)
k (x)

∣∣∣ ≤ ‖fn − fk‖,

para cada x ∈ I, se sigue que existen funciones f, g : I −→ R tales

que las sucesiones (fn) y
(
f

(m)
n

)
n

convergen uniformemente en I a las

funciones f y g, respectivamente. Para concluir la afirmación, se tiene
que mostrar que f ∈ Cm(I; R) y que f (m) = g. En efecto, por la fórmula
de Taylor con resto integral se tiene que

fn(x) = fn(a) + f ′
n(a)(x− a) + · · · + f

(m−1)
n (a)

(m− 1)!
(x− a)m−1 +Rn(x)
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para todo x ∈ I y todo n ∈ N, en donde

Rn(x) =

∫ 1

0

(1 − t)m−1

(m− 1)!
f (m)
n (a+ t(x− a))(x− a)mdt, x ∈ I

Sea

pn(x) = f ′
n(a)(x− a) + · · · + f

(m−1)
n (a)

(m− 1)!
(x− a)m−1, n ∈ N.

Entonces, se tiene que

pn(x) = fn(x) − fn(a) −Rn(x), x ∈ I.

Ahora bien, el lado derecho de esta igualdad es uniformemente conver-
gente en I, luego (pn) es una sucesión de funciones polinómicas de grado
menor que m, uniformemente convergente en I. Por consiguiente, sus
coeficientes son convergentes (ver observación 1,1,1 y ejercicio 1,1,1). En

particular, la sucesión
(
f

(m−1)
n (a)

)
n

es convergente. Por consiguiente,
como

f (m−1)
n (x) = f (m−1)

n (a) +

∫ x

a

f (m)
n (t)dt, x ∈ I,

y
(∫ x

a
f

(m)
n (t)dt

)
n

es una sucesión uniformemente convergente en I,

se sigue que
(
f

(m−1)
n

)
n

converge uniformemente en I, de donde (fn)

es una sucesión de Cauchy en Cm−1(I; R). Por hipótesis de inducción,

existe h ∈ Cm−1(I; R) tal que las sucesiones (fn) y
(
f

(m−1)
n

)
n

convergen

uniformemente en I a las funciones h y h(m−1), respectivamente. En
virtud de que (fn) también converge (uniformemente) a f en I, se
deduce que h = f. Por consiguiente, si en la igualdad

f (m−1)
n (x) = f (m−1)

n (a) +

∫ x

a

f (m)
n (t)dt, x ∈ I

hacemos n→ ∞, se sigue que

f (m−1)(x) = f (m−1)(a) +

∫ x

a

g(t)dt, x ∈ I,

y por lo tanto f (m−1) es diferenciable y f (m) = g.
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Ejemplo 1.1.9. El espacio ℓp (1 ≤ p <∞). Para 1 ≤ p <∞, sea

ℓp =

{
(xn) ⊂ K;

∞∑

n=1

|xn|p <∞
}
.

Es inmediato que si p = 1, entonces ℓ1 es un espacio vectorial con las ope-
raciones adición y multiplicación por un escalar, definidas respectivamente
por:

(xn) + (yn) = (xn + yn)

α(xn) = (αxn)

y que la función

x = (xn) 7−→ ‖x‖1 =
∞∑

n=1

|xn|

es una norma en ℓ1. También es claro que la operación de multiplicación por
un escalar se puede definir en ℓp, 1 < p < ∞, de manera análoga a como
acabamos de hacerlo en ℓ1.

En lo que sigue mostraremos que se puede definir la operación adición en
ℓp, 1 < p < ∞, de la misma manera como en ℓ1 (haciendo de ℓp un espacio
vectorial) y que la función

x = (xn) 7−→ ‖x‖p =

(
∞∑

n=1

|xn|p
) 1

p

es una norma en ℓp, 1 < p <∞. Esto es consecuencia de la proposición 1,1,6
más adelante. Finalmente probaremos que ℓp(1 ≤ p < ∞) es completo con
la norma arriba definida, y por lo tanto, es un espacio de Banach.

Proposición 1.1.5. (Desigualdad de Hölder) Sean 1 < p <∞,
1 < q <∞ tales que 1

p
+ 1

q
= 1 (en este caso se dice que p y q son exponentes

conjugados). Entonces, para todo x = (xn) ∈ ℓp, y todo y = (yn) ∈ ℓq, la serie
Σ∞
n=1xnyn es absolutamente convergente y se tiene la siguiente desigualdad:

∞∑

n=1

|xnyn| ≤
(

∞∑

n=1

|xn|p
) 1

p
(

∞∑

n=1

|yn|q
) 1

q

(3)
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Demostración.

1. Sean α > 0, β > 0 tales que α + β = 1, y µ ≥ 0, ν ≥ 0. Entonces vale
la siguiente desigualdad:

µανβ ≤ αµ+ βν (4)

En efecto, si ν = 0, (ó µ = 0) la desigualdad es trivial. Supongamos
entonces que ν > 0. La función

t 7−→ h(t) = αt+ β − tα

para t ≥ 0, tiene la siguientes propiedades:

a) h(0) = β, h(1) = 0.

b) h′(t) = α
(
1 − 1

tβ

)
, t > 0.

c) 0 < t < 1 =⇒ h′(t) < 0.

d) h′(1) = 0, y h′(t) > 0, si t > 1.

De las propiedades a) y c) se concluye que h(t) ≥ 0, para t ∈ [0, 1], y
como h(1) = 0, d) implica que h(t) ≥ 0, para t ≥ 1. Por consiguiente,
h(t) ≥ 0, para t ≥ 0, esto es,

tα ≤ αt+ β

para t ≥ 0. Por lo tanto, haciendo t = µ

ν
y teniendo en cuenta que

α+ β = 1, se sigue que

µανβ ≤ αµ+ βν

2. Demostremos ahora la desigualdad (3), de Hölder. En efecto, si x = 0
ó y = 0 la desigualdad es obvia. Supongamos entonces que x 6= 0,
y 6= 0. Para k ∈ N cualquiera, pero fijo, sean

µ =
|xk|p∑∞
n=1 |xn|p

, ν =
|yk|q∑∞
n=1 |yn|q

α =
1

p
, β =

1

q
.
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Se sigue de (4) que

|xkyk|
(
∑∞

n=1 |xn|p)
1
p (
∑∞

n=1 |yn|q)
1
q

≤ 1

p

|xk|p∑∞
n=1 |xn|p

+
1

q

|yk|q∑∞
n=1 |yn|q

Por consiguiente la serie Σ∞
n=1|xnyn| es convergente. Además se tiene

que
∞∑

k=1

|xkyk|
(
∑∞

n=1 |xn|p)
1
p (
∑∞

n=1 |yn|q)
1
q

≤ 1

p
+

1

q
= 1

esto es,
∞∑

n=1

|xkyk| ≤
(

∞∑

n=1

|xn|p
) 1

p
(

∞∑

n=1

|yn|q
) 1

q

Proposición 1.1.6. (Desigualdad de Minkowski) Sea 1 ≤ p < ∞. Si
x = (xn) ∈ ℓp, y = (yn) ∈ ℓp, entonces x + y = (xn + yn) ∈ ℓp, y se tiene la
siguiente desigualdad:

(
∞∑

n=1

|xn + yn|p
) 1

p

≤
(

∞∑

n=1

|xn|p
) 1

p

+

(
∞∑

n=1

|yn|p
) 1

p

(5)

Demostración. Para p = 1 la demostración es inmediata. Supongamos,
pues, 1 < p <∞, y sea 1 < q <∞ tal que 1

p
+ 1

q
= 1. Teniendo en cuenta la

desigualdad de Hölder, se sigue que
m∑

n=1

|xn + yn|p =
m∑

n=1

|xn + yn|p−1|xn + yn| ≤

≤
m∑

n=1

|xn||xn + yn|p−1 +
m∑

n=1

|yn||xn + yn|p−1 ≤

≤
(

m∑

n=1

|xn|p
) 1

p
(

m∑

n=1

|xn + yn|(p−1)q

) 1
q

+

+

(
m∑

n=1

|yn|p
) 1

p
(

m∑

n=1

|xn + yn|(p−1)q

) 1
q

=

=

(
m∑

n=1

|xn + yn|p
) 1

q



(

m∑

n=1

|xn|p
) 1

p

+

(
m∑

n=1

|yn|p
) 1

p



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para todo m ∈ N. Suponiendo el lado izquierdo de esta desigualdad no nulo,
y como 1

p
+ 1

q
= 1, se sigue que

(
m∑

n=1

|xn + yn|p
) 1

p

≤
(

m∑

n=1

|xn|p
) 1

p

+

(
m∑

n=1

|yn|p
)

1
p ,

para todo m ∈ N. Se sigue que si x = (xn) ∈ ℓp, y = (yn) ∈ ℓp, entonces
(x+ y) ∈ ℓp y vale la desigualdad (5), de Minkowski.

Es una consecuencia de la proposición anterior que la función

x = (xn) 7−→ ‖x‖p =

(
∞∑

n=1

|xn|p
) 1

p

,

es una norma en ℓp(1 ≤ p < ∞). Mostremos ahora que ℓp(1 ≤ p < ∞) es
completo para esta norma, y que, por lo tanto, es un espacio de Banach. En

efecto, sea
(
x(m)

)
, x(m) =

(
x

(m)
n

)
n
, una sucesión de Cauchy en ℓp. En virtud

de que ∣∣∣x(m)
j − x

(k)
j

∣∣∣ ≤
∥∥x(m) − x(k)

∥∥
p

para j = 1, 2, . . . , entonces para cada j ∈ N,
(
x

(m)
j

)
m

es una sucesión de

Cauchy en K, luego convergente hacia algún xj ∈ K. Sea x = (xj).Mostremos
que x ∈ ℓp y que la sucesión

(
x(m)

)
converge a x en ℓp. En efecto, ya que la

sucesión
(
x(m)

)
es acotada en ℓp, existe α > 0 tal que

(
s∑

j=1

∣∣∣x(m)
j − x

(k)
j

∣∣∣
p

) 1
p

≤
∥∥x(m)-x(k)

∥∥
p
≤ α,

para todo s ∈ N, todo m ∈ N, y todo k ∈ N. Haciendo m→ ∞, se sigue que

(
s∑

j=1

|xj|p
) 1

p

−
(

s∑

j=1

∣∣∣x(k)
j

∣∣∣
p

) 1
p

≤
(

s∑

j=1

∣∣∣xj − x
(k)
j

∣∣∣
p

) 1
p

≤ α,

para todo s ∈ N y todo k ∈ N. Por consiguiente, se tiene que

(
s∑

j=1

|xj|p
) 1

p

≤ α+
∥∥x(k)

∥∥
p
,
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para todo s ∈ N. Luego x = (xj) ∈ ℓp.
Demostremos finalmente que la sucesión

(
x(m)

)
converge a x en ℓp. En

efecto, dado ǫ > 0, existe n0 ∈ N tal que

m, k > n0 =⇒
(

s∑

j=1

∣∣∣x(m)
j − x

(k)
j

∣∣∣
p

) 1
p

≤
∥∥x(m) − x(k)

∥∥
p
<
ǫ

2

para todo s ∈ N. Haciendo k → ∞, se sigue que

m > n0 =⇒
(

s∑

j=1

∣∣∣x(m)
j − xj

∣∣∣
p

) 1
p

≤ ǫ

2

para todo s ∈ N. Por lo tanto, si s→ ∞, entonces se tiene que

m > n0 =⇒
∥∥x(m)-x

∥∥
p
< ǫ.

Se sigue que x(m) → x en ℓp.

Ejemplo 1.1.10. Sea ℓ∞ el espacio vectorial sobre K, de todas las suce-
siones acotadas en K, esto es,

ℓ∞ =

{
(xn) ⊂ K; sup

n∈N

|xn| <∞
}

Entonces ℓ∞ es un espacio de Banach con la norma

‖x‖∞ = sup
n∈N

|xn|.

(Ver ejercicio 1,1,5).

Una propiedad importante de los espacios ℓp (1 ≤ p <∞) es la caracteri-
zación de sus subconjuntos precompactos dada por la siguiente proposición:

Proposición 1.1.7. Para que un subconjunto S de ℓp (1 ≤ p < ∞)
sea precompacto es necesario y suficiente que satisfaga las dos condiciones
siguientes:

1. S es acotado, y
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2. ĺımn→∞ [supx∈S
∑∞

i=n |xi|p] = 0.

Demostración. Sea S un subconjunto precompacto de ℓp. Es claro que
S es acotado; mostremos la condición 2. En efecto, sea K = S la adherencia
de S en ℓp. Entonces K es un subconjunto compacto de ℓp (ver Obs.0,4,3,2).
Para cada n ∈ N, sea fn : ℓp −→ R la función definida por

fn(x) =

(
∞∑

i=n

|xi|p
) 1

p

.

Entonces, para todo x = (xn) ∈ ℓp y todo y = (yn) ∈ ℓp, se tiene que

|fn(x)-fn(y)| =

∣∣∣∣∣∣

(
∞∑

i=n

|xi|p
) 1

p

−
(

∞∑

i=n

|yi|p
) 1

p

∣∣∣∣∣∣
≤

≤
(

∞∑

i=n

|xi-yi|p
) 1

p

≤

≤ ‖x− y‖p

Por consiguiente, (fn) es una sucesión (uniformemente) equicontinua en el
espacio métrico ℓp. Además,

ĺım
n→∞

fn(x) = 0

para cada x ∈ ℓp. Por lo tanto, la sucesión (fn) converge a la función idéntica-
mente nula, uniformemente en los compactos de ℓp (ejemplo 0,4,5). Se sigue
que dado ǫ > 0, existe n0 ∈ N tal que

n > n0 =⇒
(

∞∑

i=1

|xi|p
) 1

p

= |fn(x)| <
( ǫ

2

) 1
p

para todo x = (xn) ∈ K, en particular para todo x ∈ S. Por consiguiente,

n > n0 =⇒ sup
x∈S

∞∑

i=1

|xi|p < ǫ
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de donde se sigue la condición 2). Por consiguiente las condiciones son nece-
sarias. Las condiciones también son suficientes. En efecto, supongamos que
S las satisfaga. 2) implica que, dado ǫ > 0, existe n0 ∈ N tal que

n > n0 =⇒ sup
x∈S

(
∞∑

i=1

|xi|p
) 1

p

<
ǫ

2
. (6)

Sean En0 = {(x1, x2, . . . , xn0 , 0, 0, . . .);xi ∈ K, i = 1, 2, . . . , n0} y S0 el sub-
conjunto de En0 formado por los elementos de En0 cuyas coordenadas son las
primeras n0 coordenadas de elementos de S. Ya que S es acotado en ℓp, en-
tonces S0 es un subconjunto acotado de En0 , el cual es un espacio vectorial de
dimensión finita n0. Se sigue que S0 es un subconjunto precompacto de En0 .
Por lo tanto, existen elementos a1, . . . , am en S0, a

k = (ak1, . . . , a
k
n0
, 0, . . .),

k = 1, 2, . . . ,m, tales que

S0 ⊂
m⋃

i=1

B ǫ
2
(ak) (7)

Demostremos que S ⊂ ∪mi=1Bǫ(a
k) : sea x = (x1, . . . , xn0 , xn0+1, . . .) ∈ S;

entonces el punto x0 = (x1, x2, . . . , xn0 , 0, . . .) ∈ S0, luego por (7) existe k,
1 ≤ k ≤ m, tal que x0 ∈ B ǫ

2
(ak), esto es,

∥∥x0 − ak
∥∥
p
< ǫ

2
. Por lo tanto,

teniendo en cuenta (6), se tiene que

∥∥x− ak
∥∥
p

=
∥∥x0 − ak

∥∥
p
+

(
∞∑

i=n0+1

|xi|p
) 1

p

< ǫ

de donde x ∈ Bǫ(a
k). Se concluye que S es precompacto, y por consiguiente

las condiciones 1) y 2) también son suficientes.

Observación 1.1.3.

1. Se puede demostrar directamente, usando la mera definición, que si
S ⊂ ℓp es precompacto, entonces ĺımn→∞ [supx∈S

∑∞
i=n |xi|p] = 0.

2. Cualquier espacio vectorial normado E de dimensión finita n, es natu-
ralmente isométrico a Kn y por consiguiente tiene las mismas propiedades
topológicas (y algebraicas) que Kn. En particular, un subconjunto de
E es acotado si y sólo si es precompacto. Ahora bien las propiedades
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de que un conjunto sea acotado, precompacto, compacto, etc., en un
espacio normado son preservados por normas equivalentes, y como en
un espacio vectorial de dimensión finita dos normas cualesquiera son
equivalentes, entonces las propiedades de que un conjunto sea acota-
do, precompacto, compacto, etc., en un espacio vectorial de dimensión
finita no dependen de la norma en él definida.

Ejercicios de la sección 1.1

1. Sea Pn el espacio vectorial de todas las funciones polinómicas reales de
grado menor que n, y consideremos un intervalo cerrado [a, b] (donde
a < b) de R.

a) Demostrar que Pn es un espacio de Banach con la norma

‖|p‖| = ‖(a0, a1, . . . , an−1)‖,

en donde (a0, a1, . . . , an−1) es el vector de Rn cuyas coordenadas
son los coeficientes de p (ejemplo 1,1,4) y ‖.‖ es cualquier norma
en Rn.

b) Usando a), demostrar que Pn también es un espacio de Banach
para cualquier norma en él definida. En particular, Pn es un espa-
cio de Banach con la norma

‖p‖ = sup
t∈[a,b]

∣∣a0 + a1t+ a2t
2 + . . .+ an−1t

n−1
∣∣ .

c) Usando a) y b), concluya que si una sucesión (pk) en Pn converge
a una función real f, uniformemente sobre [a, b], entonces f ∈ Pn
(o sea, f es una función polinómica real de grado menor que n) y
cada coeficiente de pk converge hacia el coeficiente correspondiente
de f.

2. Sea K un espacio topológico compacto. Demostrar que el espacio
C(K; Rn) de todas las aplicaciones continuas f : K −→ Rn es un
espacio de Banach con la norma

‖f‖ = sup
x∈K

‖f(x)‖.
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3. Demuestre que el espacio C0(R) de todas las funciones reales continuas
f : R −→ R con soporte compacto (esto es, tales que el conjunto
{t ∈ R; f(t) 6= 0} es relativamente compacto) no es un espacio completo
para la norma

‖f‖ = sup
t∈R

|f(t)|.

4. Sean S un conjunto cualquiera no vaćıo, F(S) la familia de todos los
subconjuntos finitos de S y c0(S) el espacio de las funciones f : S −→ C
tales que para cada ǫ > 0 existe F ∈ F(S) tal que |f(t)| < ǫ, para
t ∈ S \ F. Demostrar que la función

f 7−→ ‖f‖s = máx
t∈S

|f(t)|

es una norma en c0(S), para la cual c0(S) es un espacio de Banach.

5. Demuestre que el espacio ℓ∞ de todas las sucesiones acotadas de números
complejos es un espacio de Banach con la norma

x = (xn) 7−→ ‖x‖∞ = sup
n

|xn|.

6. Sean I = [a, b] (donde a < b) un intervalo compacto de R, 0 < α ≤ 1,
y

Lip(α) =

{
f : I −→ C;Mf = sup

s 6=t

|f(s) − f(t)|
|s− t|α <∞

}
.

a) Demostrar que el espacio Lip(α) es un espacio de Banach con la
norma

‖f‖1 = sup
t∈I

|f(t)| +Mf .

b) Demostrar que Lip(α) también es un espacio de Banach con la
norma

‖f‖2 = |f(a)| +Mf .

Sugerencia: Demostrar que ‖.‖1 y ‖.‖2 son normas equivalentes en el
espacio Lip(α).
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7. Demostrar que un subconjunto S de c0 (ejemplo 1,1,6) es precompacto
si y sólo si satisface las condiciones siguientes:

a) S es acotado, y

b) ĺımn→∞ sup {|xn|;x = (xn) ∈ S} = 0.

1.2. Subespacios - Transformaciones lineales

- Espacios cocientes

Si E es un espacio vectorial y S un subconjunto de E, entonces denotare-
mos por [S] el subespacio lineal de E generado por S, o sea, el formado por
todas las combinaciones lineales finitas de elementos de S. Además, si x0 ∈ E,
denotaremos por [x0, S] el subespacio lineal de E generado por {x0} ∪ S. En
particular, si S es un subespacio lineal de E, entonces se tiene que

[x0, S] = {λx0 + s;λ ∈ K, s ∈ S} .

Proposición 1.2.1. Sean E un espacio normado y F un subespacio lineal
de E. Entonces la adherencia F de F también es un subespacio lineal de E.

Demostración. Sean x ∈ F , y ∈ F, α ∈ K, β ∈ K. Vamos a demostrar
que (αx+βy) ∈ F . En efecto, existen sucesiones (xn), (yn) en F convergentes
a x e y, respectivamente. Como F es un subespacio lineal de E y las opera-
ciones en E, adición y multiplicación por un escalar, son continuas, entonces
(αxn + βyn) es una sucesión de elementos de F que converge a αx + βy, de
donde (αx+ βy) ∈ F.

Un subespacio cerrado de un espacio normado E es un subespacio lineal
F de E que es cerrado en el espacio métrico E.

Observación 1.2.1. En un espacio normado E, todo subespacio M de
dimensión finita es un subespacio cerrado. En efecto, si dimM = n, entonces
M es isométricamente isomorfo a Kn, y por consiguiente M es un subespacio
completo (luego cerrado) del espacio métrico E.

Definición 1.2.1. Sean E un espacio normado y F un subespacio cer-
rado de E. Se dice que una familia (xi)i∈I de elementos de F es total en F,
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si F es el subespacio lineal cerrado generado por la familia (xi)i∈I , o sea, si
todo elemento de F se puede aproximar por una sucesión de elementos que
son combinaciones lineales finitas de los xi, i ∈ I.

Ejemplo 1.2.1. En Kn cualquier base es una familia total.

Ejemplo 1.2.2. En el espacio ℓp (1 ≤ p ≤ ∞), o en el espacio c0,
denotemos en(n ∈ N) al vector que tiene 1 como n-ésima componente y
cuyas otras componentes son 0, ó sea:

en = (0, 0, . . . , 0,

n-ésima
↑

1 , 0, 0, . . .).

Es inmediato que la familia (en) es total en ℓp (1 ≤ p < ∞). Sin embargo,
(en) no es total en ℓ∞. En efecto, si x = (1, 1, . . . , 1, . . .), entonces x ∈ ℓ∞,
pero x /∈ [(en)], pues

[(en)] =

{
m∑

i=1

αiei;αi ∈ K, i = 1, 2, . . . ,m, m ∈ N

}

y ∥∥∥∥∥x−
m∑

i=1

αiei

∥∥∥∥∥
∞

= sup {|1 − α1| , |1 − α2| , . . . , |1 − αm| , 1} ≥ 1

para todo m ∈ N y todo αi ∈ K, i = 1, 2, . . . ,m. Por consiguiente, ninguna
sucesión de elementos de [(en)] puede converger a x.

Ejemplo 1.2.3. Si I es un intervalo compacto de R, entonces la fami-
lia de funciones {t 7−→ tn;n ≥ 0} es total en el espacio C(I,R) de todas las
funciones reales continuas definidas en I (teorema de Weierstrass).

Definición 1.2.2. Se dice que una familia (xi)i∈I de elementos de un
espacio normado E es topológicamente libre si xk /∈ [{xi; i 6= k}], para todo
k ∈ I.

Ejemplo 1.2.4. En ℓp (1 ≤ p ≤ ∞), la familia (en) es topológicamente
libre. En efecto, sea k ∈ N; si Σm

i=1αiei es cualquier combinación lineal finita
de los vectores en, n 6= k, entonces la k-ésima componente del vector
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ek − Σm
i=1αiei tiene el valor de 1, luego

∥∥∥∥∥ek −
m∑

i=1

αiei

∥∥∥∥∥
p

≥ 1,

cualesquiera que sean m ∈ N, αi ∈ K, i = 1, 2, . . . ,m. 2 Por lo tanto,
ek /∈ [{en;n 6= k}].

Es claro que cualquier familia topológicamente libre en un espacio nor-
mado es linealmente independiente. Sin embargo, la rećıproca es falsa, como
lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.5. En ℓ2 la familia {en;n ∈ N} ∪
{
(1, 1

2
, . . . , 1

n
, . . .)

}
es

linealmente independiente, pero no topológicamente libre.

Proposición 1.2.2. Sean E,F espacios normados sobre K, y
T : E −→ F una aplicación lineal . Si T es continua en el origen de E,
entonces T es continua en E.

Demostración. Es consecuencia inmediata del hecho de que en un es-
pacio normado, toda translación es un homeomorfismo del espacio sobre
śı mismo.

Proposición 1.2.3. Sean E,F espacios normados sobre K. Para que
una aplicación lineal T : E −→ F sea continua es necesario y suficiente que
exista una constante real α > 0 tal que

‖T (x)‖ ≤ α‖x‖,
para todo x ∈ E.

Demostración. Es inmediato que la condición es suficiente. La condición
también es necesaria. En efecto, supongamos por reducción al absurdo, que
la condición no se cumple; entonces, para todo entero n ≥ 1, existirá un
vector xn ∈ E, tal que

‖T (xn)‖ > n ‖xn‖
Poniendo, para cada n ∈ N, yn = xn

n‖xn‖
, se tiene que

yn → 0, y, ‖T (yn)‖ =
‖T (xn)‖
n ‖xn‖

> 1

Por consiguiente, T no es continua en el origen de E.

2se entiende que αk = 0, si m ≥ k
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Corolario 1.2.1. Si E y F son espacios normados sobre K, toda apli-
cación lineal continua T : E −→ F es uniformemente continua sobre E.

Observación 1.2.2. Si E y F son espacios normados, entonces una apli-
cación (o transformación) lineal continua T : E −→ F también se llama
aplicación lineal acotada u operador (lineal) acotado u operador (lineal) con-
tinuo. Las aplicaciones lineales continuas T : E −→ F forman un espacio
vectorial que se denota por L(E;F ). Es fácil verificar que la función

T 7−→ ‖T‖ = ı́nf {α > 0; ‖T (x)‖ ≤ α‖x‖,∀x ∈ E} ,

es una norma en L(E;F ). Además, valen las siguientes igualdades:

‖T‖ = sup
‖x‖≤1

‖T (x)‖ = sup
‖x‖=1

‖T (x)‖. (8)

En efecto, por una parte,

sup
‖x‖=1

‖T (x)‖ ≤ sup
‖x‖≤1

‖T (x)‖ = sup
‖x‖≤1, x 6=0

‖x‖
(∥∥∥∥T

(
x

‖x‖

)∥∥∥∥
)

≤ sup
‖x‖=1

‖T (x)‖

de donde
sup
‖x‖=1

‖T (x)‖ = sup
‖x‖≤1

‖T (x)‖.

Por otra parte, tenemos que si α > 0 es tal que ‖T (x)‖ ≤ α‖x‖ para todo
x ∈ E, se tiene que sup‖x‖=1 ‖T (x)‖ ≤ α, y por lo tanto

sup
‖x‖=1

‖T (x)‖ ≤ ‖T‖;

además, para x ∈ E, x 6= 0, tenemos que

1

‖x‖‖T (x)‖ =

∥∥∥∥T
(

x

‖x‖

)∥∥∥∥ ≤ sup
‖x‖=1

‖T (x)‖

de donde ‖T (x)‖ ≤
(
sup‖x‖=1 ‖T (x)‖

)
‖x‖ para todo x ∈ E, y por consi-

guiente
‖T‖ ≤ sup

‖x‖=1

‖T (x)‖.
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Teorema 1.2.1. Sean E,F espacios normados sobre el cuerpo K. En-
tonces la función

T 7−→ ‖T‖ = sup
‖x‖≤1

‖T (x)‖

es una norma en L(E;F ). Además, si F es completo, entonces L(E;F ) es
de Banach.

Demostración. Ejercicio

Definición 1.2.3. Sean E,F espacios normados y T ∈ L(E;F ) una
aplicación lineal continua.

1. Se dice que T es un isomorfismo si es biyectiva y la aplicación inversa
T−1 : F −→ E es continua. Si, además ‖T‖ = ‖T−1‖ = 1, entonces se
dice que T es un isomorfismo isométrico.

2. Se dice que T es un homomorfismo topológico, si T : E −→ T (E) es
una aplicación abierta de E sobre T (E) (o sea, la imagen por T de todo
abierto de E es un abierto en T (E)).

Teorema 1.2.2. Sea E un espacio normado. Entonces existe un espacio
de Banach Ê que contiene un subespacio denso E0 isométricamente isomorfo
a E. Además, Ê es único, salvo isomorfismos isométricos.

Demostración. Demostremos primero la unicidad. En efecto, si F̂ es otro
espacio de Banach que contiene también un subespacio denso F0 isométri-
camente isomorfo a E, entonces E0 y F0 son isométricamente isomorfos.
Luego, por continuidad uniforme, la isometŕıa entre E0 y F0 se extiende a
una isometŕıa entre Ê y F̂ (ejercicio 0,3,7) que también es un isomorfismo.

Demostremos ahora la existencia del espacio de Banach Ê : Sea d la
métrica inducida por la norma ‖.‖ de E : d(x, y) = ‖x, y‖. Por el teorema

0,3,1, existe un espacio métrico completo (Ê, d̂) (el completado de (E, d))
que contiene un subconjunto denso E0 isométrico a E. Más precisamente,
existe una aplicación f : E −→ Ê tal que f(E) = E0 es denso en Ê y

d̂(f(x), f(y)) = ‖x− y‖ (9)

para todo x ∈ E, y todo y ∈ E. Evidentemente, el conjunto E0 es un espacio
vectorial para las operaciones :

f(x) + f(y) = f(x+ y),

αf(x) = f(αx), α ∈ K
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La operación adición aśı definida en E0 es uniformemente continua en E0×E0,
pues

d(f(x+ y), f(x0 + y0)) = ‖(x+ y)-(x0 + y0)‖ ≤
≤ ‖x− x0‖ + ‖y − y0‖ =

= d̂(f(x), f(x0)) + d̂(f(y), f(y0)),

y para cada λ ∈ K, la aplicación

ẋ ∈ E0 −→ λẋ ∈ E0,

es uniformemente continua. En virtud de que E0 es denso en Ê, se sigue
que estas operaciones pueden ser extendidas a Ê por continuidad uniforme,
haciendo aśı de Ê un espacio vectorial. Ahora bien, la función

ẋ
‖ ‖17−→ ‖ẋ‖1 = d̂(ẋ, 0) (= ‖x‖, si f(x) = ẋ),

es una norma en E0. Como las normas son funciones uniformemente conti-
nuas, y E0 es denso en Ê, la norma ‖.‖1 en E0 se puede extender a una norma

‖.‖2 en Ê de la siguiente manera (ejercicio 0,3,7):

Si ẋ ∈ Ê, entonces existe una sucesión (ẋn) de elementos de E0 tal que
ĺımn→∞ ẋn = ẋ. Se define

‖ẋ‖2 = ĺım
n→∞

‖ẋn‖1 .

La métrica d̂ en Ê es la inducida por esta norma definida en Ê. En efecto,
si ẋ ∈ Ê, ẏ ∈ Ê, y (ẋn), (ẏn) son sucesiones en E0 convergentes a ẋ e ẏ,
respectivamente, entonces se tiene que

d̂(ẋ, ẏ) = ĺım
n→∞

d(xn, yn) =

= ĺım
n→∞

‖xn-yn‖ =

= ĺım
n→∞

d̂(ẋn − ẏn, 0) =

= ‖ẋ− ẏ‖2.

Se concluye que Ê es un espacio de Banach, y que E0 es un subespacio denso
de Ê, isométricamente isomorfo a E.

74



Definición 1.2.4. Sean E un espacio vectorial y M un subespacio lineal
de E. En E se define la siguiente relación de equivalencia: dos elementos
x ∈ E, y ∈ E son congruentes módulo M , lo cual se denota x ≡ y (modM),
si x− y ∈M.

La clase de equivalencia ẋ de un elemento x ∈ E es el conjunto

ẋ = x+M = {x+ y; y ∈M} .

En el conjunto E/M de todas las clases de equivalencia, se definen las dos
operaciones siguientes:

ẋ+ ẏ = (x+ y)̇ ,

λẋ = (λx)̇ .

Con estas operaciones, E/M es un espacio vectorial, llamado espacio vectorial
cociente (o simplemente espacio cociente) de E por (o módulo) M. El vector
nulo de E/M es el propio M.

Proposición 1.2.4. Sean E un espacio normado y M un subespacio
cerrado de E. Entonces la función

ẋ = x+M 7−→ ‖ẋ‖ = ı́nf
y∈M

‖x+ y‖, (10)

es una norma en el espacio E/M, llamada la norma cociente. Además, si E
es completo, entonces E/M también es completo, y por lo tanto de Banach.

Demostración. Demostremos que la función (10) es una norma enE/M :
N1) ‖ẋ‖ = 0 ⇐⇒ ẋ = M. En efecto, trivialmente, ‖0̇‖ = 0. Ahora, dado

x ∈ E con ‖ẋ‖ = 0, tenemos: ı́nf ‖x + y‖ = 0, de donde x ∈ M = M, y por
lo tanto ẋ = 0̇.

N2) ‖λẋ‖ = |λ|‖ẋ‖, para todo x ∈ E/M. En efecto,

‖λẋ‖ = ı́nf
y∈M

‖λx+ y‖ =

= ı́nf
y∈M

‖λ(x+ y)‖ =

= |λ| ı́nf
y∈M

‖x+ y‖ =

= |λ|‖ẋ‖,
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de donde se sigue la afirmación.
N3) ‖ẋ + ẏ‖ ≤ ‖ẋ‖ + ‖ẏ‖, para todo ẋ ∈ E/M y todo ẏ ∈ E/M. En

efecto, dado ǫ > 0 existen z1 ∈ ẋ, z2 ∈ ẏ tales que

‖z1‖ < ‖ẋ‖ +
ǫ

2
,

‖z2‖ < ‖ẏ‖ +
ǫ

2
,

luego
‖z1 + z2‖ ≤ ‖z1‖+‖z2‖ < ‖ẋ‖+‖ẏ‖+ ǫ, y, (z1 + z2) ∈ ẋ+ ẏ. Por lo tanto,

‖ẋ+ ẏ‖ ≤ ‖ẋ‖ + ‖ẏ‖ + ǫ, para todo ǫ > 0, de donde

‖ẋ+ ẏ‖ ≤ ‖ẋ‖ + ‖ẏ‖.

Demostremos ahora que si E es de Banach, entonces E/M es también de
Banach. En efecto, sea (ẋn) es una sucesión de Cauchy en E/M. Entonces,
existe una subsucesión (ẋnk

) de (ẋn) tal que

∥∥ẋnk+1
− ẋnk

∥∥ < 1

2k
(11)

para todo k ∈ N. Dejamos al lector verificar la siguiente afirmación: Si ǫ > 0,
ż ∈ E/M,w ∈ E, son tales que ‖ż− ẇ‖ < ǫ, entonces existe un x ∈ ż tal que
‖x − w‖ < ǫ. Aplicando sucesivamente este resultado a la desigualdad (11),
encontramos una sucesión (ynk

) en E tal que ynk
∈ ẋnk

, y,
∥∥ynk+1

-ynk

∥∥ < 1
2k ,

para todo k ∈ N. Se sigue (ejercicio 0,3,5) que (ynk
) es una sucesión de

Cauchy en E y por consiguiente, convergente a algún punto x ∈ E. Por lo
tanto, se tiene que

‖ẋnk
− ẋ‖ ≤ ‖ynk

− x‖ → 0

luego (ẋnk
) es una subsucesión convergente de la sucesión de Cauchy (ẋn) ,

de donde la propia sucesión (xn) es convergente (ejercicio 0,3,3). Se sigue que
E/M es completo.

Proposición 1.2.5. Sean E un espacio normado y M un subespacio ce-
rrado de E. Entonces, la aplicación canónica φ : E −→ E/M,
φ(x) = x+M, es un homomorfismo topológico.
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Demostración.

1. Demostremos primero que la imagen φ(V ) por φ de toda vecindad V
de 0 en E es una vecindad 0 en E/M. En efecto, existe ǫ > 0 tal que
para todo x ∈ E,

‖x‖ < ǫ =⇒ x ∈ V.

Demostremos ahora que para ẋ ∈ E/M,

‖ẋ‖ < ǫ =⇒ ẋ ∈ φ(V ).

En efecto, si ‖ẋ‖ < ǫ, existe y ∈ ẋ con ‖y‖ < ǫ; por lo tanto, y ∈ V, y
ẋ = φ(y) ∈ φ(V ).

2. Sean ahora A un abierto cualquiera en E, ẋ ∈ φ(A), y x0 ∈ A tal
que φ(x0) = ẋ. Como en un espacio normado toda translación es un
homomorfismo, tenemos que el conjunto A − x0 es una vecindad de 0
en E, de donde (parte 1)) el conjunto φ(A − x0) = φ(A) − φ(x0) es
una vecindad de 0̇ en E/M, y por consiguiente φ(A) es una vecindad
de φ(x0) = ẋ. Como ẋ se escogió arbitrariamente en φ(A), se concluye
que el conjunto φ(A) es abierto en E/M.

Proposición 1.2.6. Sean E,F espacios normados, T ∈ L(E;F ),
N = ker(T ) (núcleo de T ), y, φ : E −→ E/N , la aplicación canónica.
Entonces:

1. Existe una única aplicación lineal continua T̃ : E/N −→ F tal que

T̃ ◦ φ = T.

2. T es un homomorfismo topológico si y sólo si T̃ es un isomorfismo de
E/N sobre T̃ (E/N) = T (E).

Demostración.

1. Se define T̃ : E/N −→ F aśı:

T̃ (x+N) = T (x).

T̃ es una aplicación bien definida:

x− y ∈ N =⇒ T̃ (x+N) = T (x) = T (y) = T̃ (y +N).
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Además, T̃ es lineal y por su propia definición, T̃ ◦ φ = T. Finalmente,
demostremos que T̃ es continua. En efecto, por la continuidad de T,
existe α > 0 tal que ‖T (x)‖ ≤ α‖x‖, para todo x ∈ E. Por lo tanto, si
ẋ ∈ E/N, entonces

∥∥∥T̃ (ẋ)
∥∥∥ = ‖T (y)‖ ≤ α‖y‖

para todo y ∈ ẋ. Se sigue que
∥∥∥T̃ (ẋ)

∥∥∥ ≤ α‖ẋ‖, cualquiera que sea

ẋ ∈ E/N, de donde T̃ es continua.

2. Supongamos que T es un homomorfismo topológico. Ya que T̃ es con-
tinua e inyectiva, sólo se tiene que mostrar que T̃−1 es continua en
T̃ (E/N) = T (E), o, equivalentemente, que T̃ es una aplicación abierta
de E/N sobre T (E). En efecto, sea A un abierto en E/N ; entonces,

φ−1(A) es un abierto en E, luego, por hipótesis, T̃ (A) = T
(
φ−1(A)

)
es

un abierto en T (E).

Rećıprocamente, supongamos que T̃ es un isomorfismo y sea A un abier-
to en E. Entonces, φ(A) es un abierto en E/N, luego, por hipótesis,

T (A) = T̃ (φ(A)) es un abierto en T (E). Por lo tanto, T es un homo-
morfismo topológico.

Observación 1.2.3. Con las notaciones de la proposición anterior, vale
la siguiente igualdad: {

T̃ (ẋ)
}

= T (φ−1(ẋ)),

para todo ẋ ∈ E/N. Más generalmente, se tiene que

T̃ (X) = T (φ−1(X)),

para cualquier subconjunto X de E/N.

Si un espacio vectorial E tiene dimensión finita, entonces la bola unitaria
de E es precompacta. La rećıproca de este hecho es verdadera y es el siguiente
teorema.

Teorema 1.2.3. (Riesz) Si en un espacio normado E la bola unitaria
(abierta o cerrada) es precompacta, entonces E tiene dimensión finita.
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Demostración. Supongamos que la bola unitaria abierta de E,
B = {x ∈ E; ‖x‖ < 1} , es un conjunto precompacto. Entonces para ǫ = 1

2
,

existen elementos a1, a2, . . . , an en E tales que

B ⊂
n⋃

j=1

B 1
2
(aj) =

n⋃

j=1

(aj +
1

2
B). (12)

SeaM = [a1, a2, . . . , an] el subespacio vectorial de E generado por el conjunto
{a1, a2, . . . , an} . Demostremos que E = M y por consiguiente, que E es de
dimensión finita. En efecto, de (12) se tiene la siguiente relación: B ⊂M+ 1

2
B.

Usando esta relación se muestra inductivamente que

B ⊂M +
1

2k
B

para todo k ∈ N, de donde se sigue que

B ⊂
∞⋂

k=1

(M +
1

2k
B) = M = M

esto es, B ⊂M y por consiguiente E = M.

Observación 1.2.4. Si alguna bola (abierta o cerrada) en un espacio
normado E es precompacta, entonces también lo es la bola unitaria de E,
y por consiguiente, cualquier bola de E. En efecto, supongamos que la bola
abierta Bδ(x0) de centro x0 y radio δ > 0 es precompacta y sea ǫ > 0. En-
tonces, existen elementos a1, a2, . . . , an en E tales que Bδ(x0) ⊂ ∪ni=1Bǫδ(ai).
Demostremos que

B ⊂
n⋃

i=1

Bǫ(bi)

en donde bi = ai−x0

δ
, i = 1, 2, . . . , n. En efecto, sea x ∈ B. Como

Bδ(x0) = x0 + δB, entonces x0 + δx = y ∈ Bδ(x0). Por consiguiente,
existe 1 ≤ i ≤ n tal que x0 + δx = y ∈ Bǫδ(ai), de donde se tiene que

x =
y − x0

δ
, y, ‖y − ai‖ < ǫδ

Por lo tanto se sigue que

‖x− bi‖ =

∥∥∥∥
y − ai
δ

∥∥∥∥ < ǫ.

De esta observación y del teorema 1,2,3, resulta el siguiente corolario.
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Corolario 1.2.2. En un espacio normado E de dimensión infinita, todo
subconjunto precompacto (en particular, compacto) tiene interior vaćıo.

Ejercicios de la sección 1.2

1. ¿Cuál es el subespacio lineal cerrado de ℓ∞ generado por los vectores
unitarios en = (0, 0, . . . , 0, 1

↑
n

, 0, 0, . . .), n ∈ N ?

2. Sean E,F,G espacios normados sobre el mismo cuerpo K, y
B : E × F −→ G una aplicación bilineal. Demostrar que B es con-
tinua en el espacio producto E × F si y sólo si existe m > 0 tal que
‖B(x, y)‖ ≤ m‖x‖‖y‖, para todo x ∈ E y todo y ∈ F.
Sugerencia: B(x, y)−B(a, b) = B(x−a, y−b)+B(x−a, b)+B(a, y−b).

3. Sean E un espacio normado y M ⊂ E un subespacio completo de E.
Demostrar que si el espacio cociente E/M es completo, entonces E es
un espacio de Banach.

4. Demuestre que la inclusión canónica de ℓ1 en c0 es una aplicación lineal
y continua, pero no un homomorfismo topológico.

5. Sean E un espacio normado y F un subespacio lineal de E. Para cada
punto x ∈ E, se define la distancia de x al subespacio F como el número
d(x, F ) = ı́nf {‖x− y‖; y ∈ F} .

a) Demostrar que d(αx, F ) = |α|d(x, F ), para todo α ∈ K y todo
x ∈ E.

b) Demostrar que si existe 0 < α < 1 tal que d(x, F ) ≤ α‖x‖, para
todo x ∈ E, entonces F es denso en E. Sugerencia: Dado x ∈ E,
constrúır inductivamente una sucesión (xn) en F tal que, para un
β ∈ (α, 1) fijado,

∥∥∥∥∥

(
x−

n∑

j=1

xj

)
− xn+1

∥∥∥∥∥ ≤ β

∥∥∥∥∥x−
n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ .

c) Usando b) , deducir que si la bola unitaria abierta B de E es
precompacta, entonces E es de dimensión finita.
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Sugerencia: Para ǫ = 1
2

escoger elementos a1, a2, . . . , an en B tales que
B ⊂ ⋃n

j=1B 1
2
(aj). Si F = [a1, a2, . . . , an], demostrar que F es denso en

E, usando b).

1.3. El espacio dual - Teorema de Hahn-Banach

Definición 1.3.1. El espacio dual (topológico) E ′ de un espacio normado
E es el espacio L(E; K) de todas las formas lineales continuas sobre E. La
norma en E ′ es la función

φ 7−→ ‖φ‖ = sup
‖x‖≤1

|φ(x)|.

Nótese que el dual (topológico) de cualquier espacio normado E es un espacio
de Banach (1,3,1).

Definición 1.3.2. Sea E un espacio vectorial. Se dice que un subespacio
lineal H de E es un hiperplano en E cuando,

1. H 6= E, y

2. Si M es un subespacio lineal de E tal que H ⊂ M ⊂ E, entonces
M = H, o, M = E. En otras palabras, un hiperplano en E es un
subespacio lineal propio maximal de E.

Proposición 1.3.1. Sean E un espacio vectorial y H un subespacio lineal
de E. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. H es un hiperplano en E

2. dim(E/H) = 1

3. H es el núcleo de una forma lineal sobre E, no nula.

Demostración. 1 =⇒ 2 : Supongamos que H es un hiperplano en E y
sea x0 ∈ E tal que x0 /∈ H. Entonces, el subespacio lineal M de E generado
por H y x0,

M = [x0, H] = {h+ λx0;h ∈ H,λ ∈ K}
contiene estrictamente a H. Se tiene entonces, M = E. Demostremos que
E/H = [x0 +H] y por consiguiente, dim(E/H) = 1. En efecto, dado x ∈ E,
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existen h ∈ H, y, λ ∈ K tales que x = h+λx0; por lo tanto, x+H = λ(x0+H),
de donde E/H = [x0 +H] .

2 =⇒ 3 : Supongamos que E/H = [x0 +H] , en donde x0 /∈ H. Se sigue
que E = [x0, H] . La función

x = h+ λx0
φ7−→ φ(x) = λ

es una forma lineal sobre E no nula, y H = φ−1(0).
3 =⇒ 1 : Supongamos que H = φ−1(0) es el núcleo de una forma lineal

no nula φ : E −→ K. Demostremos que H es un hiperplano en E. En efecto,

a) Evidentemente, H 6= E.

b) Ahora, sea M un subespacio lineal de E tal que H ⊂M ⊂ E. Suponga-
mos que M 6= E, y demostremos que M = H. Para esto sólo falta
mostrar que M ⊂ H, esto es, que φ(x) = 0 para todo x ∈ M. En
efecto, supongamos que existe x ∈M tal que φ(x) 6= 0. Como M 6= E,

existe x0 ∈ E tal que x0 /∈M. Por otra parte, ya que
(
x− φ(x)

φ(x0)
x0

)
∈M

(pues pertenece a H ⊂M) y vale la identidad

M ∋ x =

(
x− φ(x)

φ(x0)
x0

)
+

φ(x)

φ(x0)
x0

se tiene que φ(x)
φ(x0)

x0 ∈M, de donde x0 ∈M, lo que es una contradicción.
Por consiguiente, M ⊂ H. Se sigue que H es un hiperplano.

Lema 1.3.1. Sean E un espacio normado real, M un subespacio lineal
propio de E, f ∈ M ′ una forma lineal continua sobre M, x0 ∈ E, x0 /∈ M y
N = [x0,M ] = {m+ λx0;m ∈M,λ ∈ R} el subespacio lineal de E generado
por N y x0. Entonces existe g ∈ N ′, forma lineal continua sobre N, extensión
de f, tal que ‖g‖ = ‖f‖.

Demostración. Para todo x ∈M y todo y ∈M, se tiene que:

f(x) − f(y) = f(x− y) ≤
≤ ‖f‖‖x− y‖ ≤
≤ ‖f‖ (‖x+ x0‖ + ‖−x0 − y‖) =

= ‖f‖ ‖x+ x0‖ + ‖f‖‖y + x0‖
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o sea,
−f(y) − ‖f‖ ‖y + x0‖ ≤ −f(x) + ‖f‖ ‖x+ x0‖ ; (1)

sean
ξ = sup

y∈M
(−f(y) − ‖f‖ ‖y + x0‖) ,

y,
η = ı́nf

x∈M
(−f(x) + ‖f‖ ‖x+ x0‖) .

Se sigue de (1) que ξ ≤ η. Escogemos c ∈ R tal que ξ ≤ c ≤ η y sea
g : N −→ R la función definida por:

g(m+ λx0) = f(m) + λc, m ∈M, λ ∈ R.

Evidentemente la g aśı definida es lineal y extiende a f. Demostremos que g
es continua y ‖g‖ ≤ ‖f‖. En efecto, para todo x ∈M, se tiene que

−f(x) − ‖f‖ ‖x+ x0‖ ≤ ξ ≤ c ≤ η ≤ −f(x) + ‖f‖ ‖x+ x0‖ ,

de donde,
|f(x) + c| ≤ ‖f‖ ‖x+ x0‖ , (2)

para todo x ∈M. Por lo tanto, si λ ∈ R, λ 6= 0, y x ∈M, entonces, teniendo
en cuenta (2), se tiene que

|g(x+ λx0)| = |f(x) + λc| =

= |λ||f(λ−1x) + c| ≤
≤ |λ|‖f‖

∥∥λ−1x+ x0

∥∥ =

= ‖f‖ ‖x+ λx0‖ ,

o sea, |g(z)| ≤ ‖f‖ ‖z‖, para todo z ∈ N. Por consiguiente, g es continua y
‖g‖ ≤ ‖f‖. Por otra parte, como g es una extensión de f, entonces se tiene
que ‖g‖ ≥ ‖f‖ y por consiguiente, ‖g‖ = ‖f‖.

Teorema 1.3.1. (Hahn - Banach). Sean E un espacio normado sobre
K, M un subespacio lineal de E y f ∈ M ′ una forma lineal continua sobre
M. Entonces, existe g ∈ E ′, forma lineal continua sobre E, extensión de f,
tal que ‖g‖ = ‖f‖.

Demostración. La demostración se hará en dos partes, primero para el
caso real y luego para el caso complejo.
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1. Caso K = R. Sea F el conjunto de los pares (h,N) tales que N es un
subespacio lineal de E, N ⊃M , h : N −→ R, es lineal continua, h ⊃ f
y ‖h‖ = ‖f‖. Se define en F la siguiente relación de orden:

(h,N) ≤ (h1, N1) ⇐⇒ N1 ⊃ N, h1 ⊃ h.

El conjunto F tiene las dos propiedades siguientes:

a) F 6= φ, pues (f,M) ∈ F
b) (F ,≤) es un conjunto inductivo, esto es, la relación ≤ es de orden

parcial y toda familia en F totalmente ordenada posee una cota
superior en F . En efecto, sea ((hα, Nα))α∈L una familia en F ,
totalmente ordenada. Sea N = ∪α∈LNα y definimos la función
h : N −→ R de la siguiente manera:

h(x) = hα(x)

si x ∈ Nα, para α ∈ L. Se tienen las siguientes afirmaciones:

i) N es un subespacio lineal de E que contiene a M. En efecto,
en virtud de que dados α ∈ L, β ∈ L, se tiene que Nα ⊂ Nβ,
ó, Nβ ⊂ Nα, entonces se sigue que N es un subespacio lineal
de E. Además, Nα ⊃M, para todo α ∈ L, luego N ⊃M.

ii) h está bien definida, esto es, su definición no
depende de la elección de α. En efecto, si x ∈ Nα, y también
x ∈ Nβ, entonces se tiene que

h(x) = hα(x), y, h(x) = hβ(x).

Ahora bien, Nα ⊂ Nβ y hβ ⊃ hα, o, Nβ ⊂ Nα y hα ⊃ hβ. Por
consiguiente, en ambos casos se tiene que hα(x) = hβ(x), de
donde se sigue la afirmación.

iii) La función h : N −→ R es lineal, continua, h ⊃ f , y
‖h‖ = ‖f‖. En efecto, sean x ∈ Nα, y y ∈ Nβ. Supong-
amos, por ejemplo, que Nβ ⊂ Nα y hα ⊃ hβ. Entonces,
h(x) + h(y) = hα(x) + hβ(y) = hα(x) + hα(y) =
= hα(x+ y) =
= h(x + y), de donde h es lineal. Como para cada α ∈ L,
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hα ⊃ f, entonces se sigue que h ⊃ f, luego ‖h‖ ≥ ‖f‖.
Además

|h(x)| = |hα(x)| ≤
≤ ‖hα‖ ‖x‖ =

= ‖f‖‖x‖,

para todo x ∈ N, de donde ‖h‖ ≤ ‖f‖ y por consiguiente
‖h‖ = ‖f‖. De las afirmaciones anteriores se sigue que (h,N)
es una cota superior en F de la familia ((hα, Nα))α∈L . Por el
lema de Zorn, existe un elemento maximal (g,N) del conjunto
F . Ahora bien, N = E, pues de lo contrario, por el lema,
existiŕıa una extensión h de g definida sobre un subespacio
que contiene propiamente a N y tal que ‖h‖ = ‖g‖ = ‖f‖.
Por consiguiente, (g,N) no seŕıa un elemento maximal de F ,
lo que es una contradicción. Esto completa la demostración
del teorema en el caso real.

2. Caso K = C. Sea E0 el espacio normado real subyacente al espacio
complejo E (esto es, el espacio normado E como espacio vectorial sobre
R). Análogamente, seaM0 el espacio vectorial real subyacente al espacio
complejo M. Se tiene que M0 es un subespacio lineal de E0.

Si f1 = Re(f) y f2 = Im(f), entonces f1 y f2 son formas R-lineales
reales sobre M0 y f = f1 + if2. Demostremos que f2(x) = −f1(ix),
para todo x ∈M0 y que por consiguiente, se tiene que

f(x) = f1(x) − if1(ix), (3)

para todo x ∈M0. En efecto, para todo x ∈M0, se tiene que

f1(ix) + if2(ix) = f(ix) = if(x) = if1(x) − f2(x)

de donde f2(x) = −f1(ix), para todo x ∈M0.

Por otra parte, como

|f1(x)| ≤ |f(x)| ≤ ‖f‖‖x‖,

para todo x ∈M0, entonces f1 es una forma R-lineal real continua, con
‖f1‖ ≤ ‖f‖, luego, por el primer caso, existe una forma R-lineal real

85



continua g1 sobre E0 tal que g1 ⊃ f1 y ‖g1‖ = ‖f1‖ . Se define la forma
R-lineal compleja g : E −→ C por

g(x) = g1(x) − ig1(ix), x ∈ E. (4)

La función g es C-lineal. Para esto basta probar que g(ix) = ig(x). En
efecto,

g(ix) = g1(ix) − ig1(−x) =

= g1(ix) + ig1(x) =

= i [g1(x) − ig1(ix)] =

= ig(x),

para todo x ∈ E, de donde se sigue la afirmación.

Comparando las igualdades (3) y (4), y teniendo en cuenta que
g1 ⊃ f1, se tiene que g ⊃ f, luego ‖g‖ ≥ ‖f‖. Finalmente, demostremos
que ‖g‖ = ‖f‖. En efecto, sean x ∈ E y g(x) = |g(x)|eiθ, en donde
0 ≤ θ ≤ 2π. Entonces,

|g(x)| = e−iθg(x) = g(e−iθx) = g1(e
−iθx) ≤ ‖g1‖ ‖x‖ ≤ ‖f‖‖x‖,

de donde ‖g‖ ≤ ‖f‖ y por consiguiente, ‖g‖ = ‖f‖. Esto termina la
demostración del teorema.

Corolario 1.3.1. Sean E un espacio normado sobre K, M un subespacio
cerrado de E y x0 ∈ E, x0 /∈ M. Entonces existe f ∈ E ′ tal que f(x0) = 1 y
f(M) = {0} .

Demostración. Sea N el subespacio lineal de E generado por x0 y M,
esto es,

N = {y + λx0; y ∈M,λ ∈ K} .
La forma lineal g : N −→ K definida por

g(y + λx0) = λ, y ∈M, λ ∈ K

es continua. En efecto, como M es cerrado y x0 /∈M, entonces

α = ı́nf
y∈M

‖y + x0‖ = d(x0,M) > 0.
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Ahora bien, si y ∈M, λ ∈ K, λ 6= 0, entonces se tiene que

‖y + λx0‖ = |λ|
∥∥λ−1y + x0

∥∥ ≥ α|λ| = α|g(y + λx0)|,

o sea, |g(z)| ≤ 1
α
‖z‖, para todo z ∈ N, de donde g es continua. Por el teorema

de Hahn-Banach, existe f ∈ E ′ tal que f ⊃ g y ‖f‖ = ‖g‖. Evidentemente,
f(x0) = 1 y f(M) = {0} .

Corolario 1.3.2. Sean E un espacio normado, M un subespacio cerrado
de E y G un subconjunto de M. Para que G sea total en M es necesario
y suficiente que toda forma lineal continua sobre E que se anule sobre G,
también se anule sobre M.

Demostración. Supongamos que G es total en M y sea f ∈ E ′ tal que
f(G) = {0} . Sean x ∈ M y ǫ > 0 cualquiera. Existe una combinación lineal
Σλixi, en donde xi ∈ G y λi = 0, excepto para un número finito de ı́ndices
i, tal que ∥∥∥x−

∑
λixi

∥∥∥ < ǫ

1 + ‖f‖
Por lo tanto,

|f(x)| =
∣∣∣f(x−

∑
λixi)

∣∣∣ ≤ ‖f‖
∥∥∥x−

∑
λixi

∥∥∥ < ǫ

para todo ǫ > 0. Por consiguiente, f(x) = 0, cualquiera que sea x ∈M, luego
la condición es necesaria.

Rećıprocamente, supongamos que G no es total en M. Por consiguiente,
si N = [G], entonces N es un subespacio cerrado de M y existe x0 ∈ M,
con x0 /∈ N ; luego, por el corolario 1,3,1, existe f ∈ E ′ tal que f(x0) = 1 y
f(N) = {0} . En particular, f(G) = {0} y f(M) 6= {0} .

Corolario 1.3.3. Una familia (xi)i∈I de elementos de un espacio nor-
mado E es topológicamente libre si y sólo si existe una familia (fi)i∈I ⊂ E ′

tal que fi(xk) = δik.

Demostración. Supongamos que la familia (xi)i∈I es topológicamente
libre y sean Mi = [{xk; k 6= i}], i ∈ I. Por hipótesis, xi /∈ Mi, luego ex-
iste fi ∈ E ′, i ∈ I, tal que fi(xi) = 1 y fi(Mi) = {0} . Por consiguiente,
fi(xk) = δik. Rećıprocamente, supongamos que la familia (xi)i∈I no es topológi-
camente libre. Entonces, existe k ∈ I tal que xk ∈ [{xi; i 6= k}] = Mk, luego
por el corolario 1,3,2, se sigue que si f ∈ E ′ y f(xi) = 0, para i 6= k, entonces
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f(xk) = 0.

Ejemplo 1.3.1. Si E es un espacio normado no trivial (esto es, E 6= {0}),
entonces el teorema de Hahn-Banach nos asegura la existencia de formas lin-
eales continuas no nulas sobre E. En efecto, sea x1 ∈ E, x1 6= 0, y M = [x1].
La función f : M −→ K definida por f(λx1) = λ, es una forma lineal continua
sobre M, no nula (observe que ‖f‖ = 1

‖x1‖
). Por el teorema de Hahn-Banach,

existe g ∈ E ′ tal que g ⊃ f y ‖g‖ = ‖f‖ = 1
‖x1‖

. Por consiguiente, g es una
forma lineal continua no nula sobre E.

Ejemplo 1.3.2. Si E es un espacio de Banach de dimensión infinita,
entonces la dimensión algebraica de E es por lo menos 2ℵ0 , el cardinal de los
números reales. En efecto:

1. Como la dimensión de E es infinita, entonces existe una sucesión (Hn)
estrictamente decreciente de subespacios cerrados de E,

E = H0 ' H1 ' H2 ' . . . ' Hn ' . . . ,

y una sucesión (xn) en E tal que xn ∈ Hn−1 − Hn, y, ‖xn‖ = 1
2n−1 ,

n ∈ N. En efecto, sea f1 : E −→ K una forma lineal continua no nula.
Entonces, H1 = ker(f1) es un hiperplano cerrado de E (de dimensión
infinita). Se escoge x1 ∈ E − H1 con ‖x1‖ = 1. Sea f2 : H1 −→
K una forma lineal continua no nula. Entonces H2 = ker(f2) es un
hiperplano cerrado de H1 (de dimensión infinita). Se escoge x2 ∈ H1 −
H2 con ‖x2‖ = 1

2
. Supongamos, por inducción que hemos encontrado

subespacios cerrados E = H0 ' H1 ' H2 ' . . . ' Hn y elementos
x1, x2, . . . , xn de E, en donde Hi es un hiperplano cerrado de Hi−1,
de dimensión infinita, xi ∈ Hi−1 −Hi y ‖xi‖ = 1

2i−1 , i = 1, 2, . . . , n. Si
fn+1 : Hn −→ K es una forma lineal continua no nula, entonces Hn+1 =
ker(fn+1) es un hiperplano cerrado de Hn, de dimensión infinita. Se
escoge xn+1 ∈ Hn −Hn+1 con ‖xn+1‖ = 1

2n .

2. Como la sucesión (Hn) es decreciente y xn ∈ Hn−1−Hn, n ∈ N, entonces
se tiene que

xi /∈ Hn, si i ≤ n,

xi ∈ Hn, si i > n,
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para cada n ∈ N.

3. Si (λn) ∈ ℓ∞, entonces la sucesión (ym) de E, en donde ym = Σm
n=1λnxn,

es de Cauchy en E y por consiguiente, convergente en E (en este caso
se dice que la serie Σ∞

n=1λnxn es convergente en E). Sea

∞∑

n=1

λnxn = ĺım
m→∞

m∑

n=1

λnxn.

La aplicación

T : ℓ∞ −→ E

(λn) 7−→ T ((λn)) =
∞∑

n=1

λnxn,

es lineal (y continua). Además, T es inyectiva. En efecto, supongamos
T ((λn)) = 0, esto es,

ĺım
m→∞

m∑

n=1

λnxn = 0 (4)

Entonces:

a) λ1 = 0. En efecto, dado ǫ > 0, por (4), existe m0 ∈ N, m0 > 1, tal
que ∥∥∥∥∥λ1x1 −

m0∑

n=2

(−λnxn)
∥∥∥∥∥ < ǫ.

Por otro lado, la parte 2) en el caso n = 1 implica que x2, x3, . . . , xm0

son elementos de H1, luego Σm0
n=2(−λnxn) ∈ H1. Se sigue que

λ1x1 ∈ H1 = H1, de donde λ1 = 0, pues x1 /∈ H1.

b) Supongamos, por inducción, que hemos demostrado que λi = 0,
para i = 1, 2, . . . ,m. De (4) se tiene que ĺımk→∞ Σk

n=m+1λnxn = 0.
Análogamente, como en a), usando 2) en el caso n = m + 1, se
muestra que λm+1xm+1 ∈ Hm+2 = Hm+2, de donde λm+1 = 0, pues
xm+1 /∈ Hm+2. Se sigue que λn = 0, para todo n ∈ N, y por con-
siguiente, T es inyectiva. Ahora bien, la familia {(tn)n; 0 < t < 1}
en ℓ∞ es linealmente independiente y, siendo T : ℓ∞ −→ E lineal
e inyectiva, se sigue que dimE ≥ 2ℵ0 . 3

3Admitiendo la hipótesis del continuo, se puede demostrar esta afirmación como con-
secuencia del teorema de Baire (Ejercicio 1.3.17)
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Ejemplo 1.3.3. Sean E un espacio vectorial y f, f1, f2, . . . , fn : E −→ K,
n+ 1 formas lineales sobre E tales que

ker(f) ⊃
n⋂

i=1

ker(fi)

esto es, fi(x) = 0, para i = 1, 2, . . . , n, implica que f(x) = 0. Entonces,
existen escalares λ1, λ2, . . . , λn en K tales que

f =
n∑

i=1

λifi

En efecto, sea T : E −→ Kn la aplicación lineal definida de la siguiente
manera: T (x) = (f1(x), . . . , fn(x)), x ∈ E. La fórmula L(T (x)) = f(x) define
entonces una forma lineal L sobre T (E), que podemos extender a una forma
lineal Λ sobre Kn. Los escalares λ1, . . . , λn buscados son los que verifican la
igualdad

Λ(y) =
n∑

i=1

λiyi,

para todo y ∈ Kn.

Ejemplo 1.3.4. En el espacio C[0, 2π] de todas las funciones continuas
complejas definidas en el intervalo [0, 2π], la familia de funciones

{1, cos x, cos 2x, . . . , sen x, sen 2x, . . .} ,

es topológicamente libre . En efecto, sea (F0, F1, . . . , G1, G2, . . .) la familia de
formas lineales continuas en C[0, 2π] definida aśı:

F0(f) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)dt,

Fn(f) =
1

π

∫ 2π

0

f(t) cos(nt)dt, n ≥ 1,

Gn(f) =
1

π

∫ 2π

0

f(t) sen(nt)dt, n ≥ 1.

Entonces, se tienen las siguientes igualdades:

F0(1) = 1; F0(sen(nx)) = 0 = F0(cos(nx)), n ≥ 1
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Fn(cos(mx)) = δnm, Fn(sen(mx)) = 0(m ≥ 1),

Gn(sen(mx)) = δnm, Gn(cos(mx)) = 0(m ≥ 1),

de donde por el corolario 1,3,3 del teorema de Hahn-Banach, la familia
{1, cos x, cos 2x, . . . , sen x, sen 2x, . . .} es topológicamente libre.

Ejemplo 1.3.5. El espacio dual (ℓp)′ de ℓp (1 < p < ∞) es isométri-
camente isomorfo a ℓq, en donde q es el exponente conjugado de p, esto es,
1
p

+ 1
q

= 1. En efecto, se define la aplicación

φ : ℓq −→ (ℓp)′

f = (αn) 7−→ φ(f) = f̃

en donde

f̃(x) =
∞∑

n=1

αnxn, x = (xn) ∈ ℓp (5)

Se tienen las siguientes afirmaciones:

1. φ está bien definida, esto es, la serie en el lado derecho de (5) es abso-
lutamente convergente. Además, ‖φ(f)‖ ≤ ‖f‖q, f ∈ ℓq. En efecto por
la desigualdad de Hölder, se tiene que

∞∑

n=1

|αnxn| ≤
(

∞∑

n=1

|αn|q
) 1

q
(

∞∑

n=1

|xn|p
) 1

p

=

= ‖f‖q‖x‖p,

de donde φ está bien definida y además,
∣∣∣f̃(x)

∣∣∣ ≤ ‖f‖q‖x‖p, para todo

x ∈ ℓp, luego
∥∥∥f̃
∥∥∥ ≤ ‖f‖q.

2. φ es sobreyectiva y ‖φ(f)‖ ≥ ‖f‖q, para todo f ∈ ℓq, de donde
‖φ(f)‖ = ‖f‖q, para todo f ∈ ℓq, y por consiguiente φ es isomorfismo

isométrico: En efecto, sean f̃ ∈ (ℓp)′, αn = f̃(en), n ∈ N, y f = (αn);
para cada n ∈ N, existe 0 ≤ θn ≤ 2π tal que αn = |αn|eiθn . Sea

y(m) =
m∑

k=1

βkek = (β1, β2, . . . , βm, 0, 0, . . .) , m ∈ N,
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en donde βk = e−iθk |αk|q−1, k = 1, 2, . . . ,m; se tiene que

f̃
(
y(m)

)
=

m∑

k=1

|αk|q,

y por consiguiente,

m∑

k=1

|αk|q =
∣∣∣f̃
(
y(m)

)∣∣∣ ≤
∥∥∥f̃
∥∥∥
∥∥y(m)

∥∥
p

=

=
∥∥∥f̃
∥∥∥
(

m∑

k=1

|αk|(q−1)p

) 1
p

=
∥∥∥f̃
∥∥∥
(

m∑

k=1

|αk|q
) 1

p

,

de donde se sigue que

(
m∑

k=1

|αk|q
) 1

q

≤
∥∥∥f̃
∥∥∥ ,

cualquiera que sea m ∈ N. Se concluye que f = (αn) ∈ ℓq y que

‖f‖q ≤
∥∥∥f̃
∥∥∥ . Finalmente, demostremos que φ(f) = f̃ . En efecto, si

x = (xn) ∈ ℓp, entonces

f̃(x) =f̃

(
ĺım
m→∞

m∑

n=1

xnen

)
= ĺım

m→∞

m∑

n=1

xnf̃(en)

= ĺım
m→∞

m∑

n=1

αnxn =
∞∑

n=1

αnxn,

siendo que la última igualdad es válida por el hecho de que la se-
rie Σ∞

n=1αnxn es (absolutamente) convergente (parte 1). Se sigue que

φ(f) = f̃ . Esto completa el ejemplo.

Usualmente se identifica (ℓp)′ (1 < p <∞) con ℓq
(

1
p

+ 1
q

= 1
)
.

Ejemplo 1.3.6.

1. El espacio dual (ℓ1)′ de ℓ1 es isométricamente isomorfo a ℓ∞. En efecto,
la aplicación

φ : ℓ∞ −→ (ℓ1)′

f = (αn) 7−→ φ(f) = f̃ ,
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en donde

f̃(x) =
∞∑

n=1

αnxn, x = (xn) ∈ ℓ1,

es un isomorfismo isométrico. (Ejercicio 1,3,9)

2. El espacio dual (c0)
′ de c0 es isométricamente isomorfo a ℓ1. En efecto,

la aplicación

ψ : ℓ1 −→ (c0)
′

f = (αn) 7−→ ψ(f) = f̃ ,

en donde

f̃(x) =
∞∑

n=1

αnxn, x = (xn) ∈ c0

es un isomorfismo isométrico. (Ejercicio 1,3,9)

Definición 1.3.3. Se dice que un espacio normado E es separable si E
como espacio métrico es separable, esto es, posee un subconjunto enumerable
denso.

Proposición 1.3.2. Si un espacio normado E posee un subconjunto enu-
merable total, entonces E es separable.

Demostración. Sean S = (xn) un subconjunto enumerable total en E
y L un subconjunto enumerable denso en el cuerpo K. Denotemos por M el
conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de elementos de S, con
coeficientes en L, esto es,

M =

{
n∑

i=1

tixi; ti ∈ L, i = 1, 2, . . . , n, n ∈ N

}
.

Se sigue que M es un subconjunto enumerable de E. Además, M es denso
en E. En efecto, sean x ∈ E y ǫ > 0 cualesquiera. Como E = [S], entonces
existen n ∈ N y escalares α1, α2, . . . , αn en K, tales que

∥∥∥∥∥x−
n∑

i=1

αixi

∥∥∥∥∥ <
ǫ

2
.
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Ahora bien, como L es denso en K, existen escalares t1, t2, . . . , tn en L tales
que

|ti − αi| <
ǫ

2(β + 1)n
, i = 1, 2, . . . , n,

en donde β = máx1≤i≤n ‖xi‖. Por consiguiente, se tiene que

∥∥∥∥∥x−
n∑

i=1

tixi

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥x−
n∑

i=1

αixi −
n∑

i=1

(ti − αi)xi

∥∥∥∥∥ ≤

≤
∥∥∥∥∥x−

n∑

i=1

αixi

∥∥∥∥∥+
n∑

i=1

|ti − αi| ‖xi‖ <

<
ǫ

2
+
ǫ

2
= ǫ.

Además, Σn
i=1tixi es un elemento de M. Se sigue que M es denso en E, luego

E es separable.

Ejemplo 1.3.7. Los espacios ℓp (1 ≤ p < ∞) y c0 son separables, pues
poseen un subconjunto enumerable total, a saber, (en).

Ejemplo 1.3.8. El espacio ℓ∞ no es separable. En efecto, el conjunto

S = {(xn) ∈ ℓ∞;xn = 1 ó xn = 0} = 2N,

es discreto, ya que cualesquiera que sean x, y ∈ S,

x 6= y =⇒ ‖x− y‖∞ = 1.

Además, S no es enumerable, de donde se sigue que ℓ∞ no puede poseer un
subconjunto enumerable denso.

Obsérvese que ℓ1 es separable y (ℓ1)′ = ℓ∞ no es separable. Por consi-
guiente, el dual de un espacio separable puede no ser separable. Sin embargo,
se tiene la siguiente proposición:

Proposición 1.3.3. Si el dual E ′ de un espacio normado E es separable,
entonces E es separable.

Demostración. Sean (fn) un subconjunto enumerable denso en E ′, con
fn 6= 0 para todo n ∈ N.
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Como ‖fn‖ > ‖fn‖
2
, existe xn ∈ E tal que ‖xn‖ ≤ 1, y, |fn(xn)| > ‖fn‖

2
.

Demostremos que el conjunto (xn) es total en E, de donde, por la proposición
1,3,2, E es separable. En efecto, sea f : E −→ K una forma lineal continua
tal que f(xn) = 0, para todo n ∈ N. Como (fn) es denso en E ′, existe una
subsucesión (fnk

) de (fn) tal que ĺımk→∞ ‖fnk
− f‖ = 0. Además, como

‖fnk
‖

2
< |fnk

(xnk
)| = |(f − fnk

) (xnk
)| ≤ ‖f–fnk

‖

se sigue que ‖f‖ = ĺımk→∞ ‖fnk
‖ = 0, esto es f ≡ 0. Por lo tanto, (xn) es

total en E (corolario 1,3,2).

Observación 1.3.1. Sean E un espacio normado y E ′ su dual. Si x ∈ E
y x′ ∈ E ′, entonces el escalar x′(x) se denota por 〈x, x′〉 . La función

(x, x′) ∈ E × E
〈,〉7−→ 〈x, x′〉 = x′(x) ∈ K,

es una forma bilineal sobre el producto cartesiano E ×E ′, llamada la forma
bilineal canónica sobre E × E ′, y tiene las siguientes propiedades:

1. La forma bilineal 〈 , 〉 es una función continua en E × E ′. En efecto,
| 〈x, x′〉 | ≤ ‖x′‖ ‖x‖, para todo x ∈ E y todo x′ ∈ E ′ (ejercicio 1,2,2).

2. Si 〈x, x′〉 = 0, para todo x ∈ E, entonces x′ = 0.

3. Dado x ∈ E, si 〈x, x′〉 = 0, para todo x′ ∈ E ′, entonces x = 0. En
efecto, si x 6= 0, por el corolario 1,3,1 del teorema 1,3,1, existe x′ ∈ E ′

tal que 〈x, x′〉 6= 0.

Definición 1.3.4. Sea E un espacio normado.

1. Para x ∈ E y x′ ∈ E ′, se dice que x es ortogonal a x′, o que x′ es
ortogonal a x, o que x y x′ son ortogonales, lo cual se denota x ⊥ x′, si
〈x, x′〉 = 0.

2. Se dice que x′ ∈ E ′ es ortogonal a un subconjunto G ⊂ E, lo cual se
denota x′ ⊥ G, cuando x′ es ortogonal a todo elemento x ∈ G, esto es,
x ⊥ x′ para todo x ∈ G.

El conjunto de todos los elementos de E ′ que son ortogonales a un
conjunto G ⊂ E es un subespacio lineal de E ′, que se denota por G⊥.
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3. Análogamente a 2), se dice que x ∈ E es ortogonal a un conjunto
G′ ⊂ E ′, lo cual se denota x ⊥ G′, cuando x ⊥ x′, para todo x′ ∈ G′.

El conjunto de todos los elementos de E que son ortogonales a un
conjunto G′ ⊂ E ′ es un subespacio lineal de E, que se denota por ⊥G′.

Proposición 1.3.4. Sean E un espacio normado y G un subconjunto de
E. Entonces,

1. G⊥ es un subespacio cerrado de E ′.

2. ⊥(G⊥) es el subespacio cerrado de E generado por G, esto es, G es total
en ⊥(G⊥).

Demostración.

1. Es obvio que G⊥ es un subespacio lineal de E ′. Ahora, como para cada
x ∈ E, la función f : E ′ −→ K, f(x′) = 〈x, x′〉 , es continua, entonces
{x}⊥ = f−1(0) es cerrado en E ′, para cada x ∈ E, de donde

G⊥ =
⋂

x∈G

{x}⊥

es cerrado en E ′.

2. Es inmediato queG ⊂ ⊥(G⊥) y que ⊥(G⊥) es cerrado. Demostremos que
G es total en ⊥(G⊥) o equivalentemente, que toda forma lineal continua
en E que se anula en G también se anula en ⊥(G⊥) o, equivalentemente
que G⊥ ⊂ (⊥(G⊥))⊥. En efecto, sea x′ ∈ G⊥. Si y ∈ ⊥(G⊥), entonces
〈y, x′〉 = 0. Se sigue que x′ ∈ (⊥(G⊥))⊥.

Proposición 1.3.5. Sean E un espacio normado y M,N subespacios
lineales de E. Entonces,

(M +N)⊥ = M⊥ ∩N⊥,

en donde M +N = {x+ y;x ∈M, y ∈ N} .
Demostración. Es claro que M⊥ ∩ N⊥ ⊂ (M + N)⊥. Ahora, sea

x′ ∈ (M +N)⊥. Se tiene que 〈x+ y, x′〉 = 0, para todo x ∈M y todo y ∈ N.
Por consiguiente, si hacemos y = 0 ∈ N, entonces 〈x, x′〉 = 0, para todo
x ∈ M, de donde x′ ∈ M⊥, y si hacemos x = 0 ∈ M, entonces < y, x′ >= 0,
para todo y ∈ N, de donde x′ ∈ N⊥. Por lo tanto, x′ ∈M⊥ ∩N⊥.
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Proposición 1.3.6. Sea E un espacio normado. Entonces,

1. Para cada x ∈ E, la función

x′ ∈ E ′ ex7−→ x̃(x′) = 〈x, x′〉 ∈ K

es una forma lineal continua sobre E ′.

2. La aplicación

x ∈ E
φ7−→ φ(x) = x̃ ∈ (E ′)′ = E ′′

es un isomorfismo isométrico de E sobre el subespacio φ(E) = Ẽ del
espacio bidual E ′′ de E.

Demostración.

1. Para cada x ∈ E, se tiene que

|〈x′, x̃〉| = |〈x, x′〉| ≤ ‖x′‖ ‖x‖ ,

para todo x′ ∈ E ′, luego x es continua en E ′ y ‖x̃‖ ≤ ‖x‖.

2. De la parte 1, se tiene que

‖φ(x)‖ = ‖x̃‖ ≤ ‖x‖,

para todo x ∈ E. Demostremos la desigualdad contraria, de donde se
obtendrá que ‖φ(x)‖ = ‖x‖, x ∈ E. En efecto, sean x ∈ E, x 6= 0, y
M = [x] el subespacio generado por {x} . La función

y = λx ∈M
y
′

07−→ y
′

0(y) = λ‖x‖,

es una forma lineal continua sobre M para la cual ‖y′

0‖ ≤ 1, y co-

mo
〈

x
‖x‖
, y

′

0

〉
= 1 entonces se tiene que ‖y′

0‖ = 1. Por el teorema de

Hahn-Banach, existe y′ ∈ E ′ tal que y′ ⊃ y
′

0, y ‖y′‖ = ‖y′

0‖ = 1. Por
consiguiente, resulta que

‖φ(x)‖ = ‖x̃‖ ≥ | 〈y′, x̃〉 | = | 〈x, y′〉 | = |
〈
x, y

′

0

〉
| = ‖x‖,

de donde ‖φ(x)‖ = ‖x‖, cualquiera que sea x ∈ E. Por lo tanto, φ es

una isometŕıa de E sobre φ(E) = Ẽ ⊂ E ′′.
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Definición 1.3.5. Se dice que un espacio normado E es reflexivo si y
sólo si Ẽ = φ(E) = E ′′. Más precisamente, E es reflexivo si y sólo si para
todo x′′ ∈ E ′′, existe x ∈ E tal que cualquiera que sea x′ ∈ E ′ se tiene:
〈x′, x′′〉 = 〈x, x′〉 . Obsérvese que todo espacio normado reflexivo es de Ba-
nach.

Ejemplo 1.3.9. El espacio ℓp (1 < p < ∞) es reflexivo. En efecto, si
1
p
+ 1

q
= 1, sean φ : ℓq −→ (ℓp)′ y ψ : ℓp −→ (ℓq)′ los isomorfismos isométricos

definidos en el ejemplo 1,3,5 :

φ : ℓq −→ (ℓp)′

y = (yn) 7−→ φ(y) : ℓp −→ K

x = (xn) 7−→ 〈x, φ(y)〉 =
∞∑

n=1

xnyn,

y análogamente,

ψ : ℓp −→ (ℓq)′

x = (xn) 7−→ ψ(x) : ℓq −→ K

y = (yn) 7−→ 〈y, ψ(x)〉 =
∞∑

n=1

xnyn.

Sea x′′ ∈ (ℓp)′′, esto es, x′′ : (ℓp)′ −→ K una forma lineal continua sobre (ℓp)′.
Entonces, x′′ ◦ φ ∈ (ℓq)′, luego existe x = (xn) ∈ ℓp tal que ψ(x) = x′′ ◦ φ.
Demostremos que

〈x′, x′′〉 = 〈x, x′〉 ,
para todo x′ ∈ (ℓp)′. En efecto, si x′ ∈ (ℓp)′, entonces existe y = (yn) ∈ ℓq tal
que φ(y) = x′. Por lo tanto, se tiene que

〈x, x′〉 = 〈x, φ(y)〉 =
∞∑

i=1

xnyn.

Por otra parte,

〈x′, x′′〉 = 〈φ(y), x′′〉 = x′′(φ(y)) = ψ(x)(y) = 〈y, ψ(x)〉 =
∞∑

n=1

xnyn,
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de donde 〈x′, x′′〉 = 〈x, x′〉 , cualquiera que sea x′ ∈ (ℓp)′. Por consiguiente,
ℓp (1 < p <∞) es reflexivo.

Ejemplo 1.3.10. El espacio c0 de todas las sucesiones en K convergentes
a cero, no es reflexivo. En efecto, sea φ : ℓ1 −→ (c0)

′ el isomorfismo isométrico
definido en el ejemplo 1,3,6 :

φ : ℓ1 −→ (c0)
′

x = (xn) 7−→ φ(x) : c0 −→ K

y = (yn) 7−→ 〈y, φ(x)〉 =
∞∑

n=1

xnyn.

Sea x′′ : (c0)
′ −→ K la forma lineal continua sobre (c0)

′ definida de la siguiente
manera: dado y′ ∈ (c0)

′, existe un único x = (xn) ∈ ℓ1 tal que y′ = φ(x);
entonces, se define

〈y′, x′′〉 =
∞∑

n=1

xn.

Demostremos que x′′ 6= x̃, para cualquier x ∈ c0. En efecto, sean
x = (xn) ∈ c0, y n0 ∈ N tal que xn0 6= 1. Si y′ = φ(en0) (en donde en0 es el
vector unitario de ℓ1 que tiene 1 en la n0 componente y cero en las restantes),
entonces, por la definición de x′′, se tiene que

〈y′, x′′〉 = 1.

Por otra parte,

〈y′, x̃〉 = 〈x, y′〉 = 〈x, φ(en0)〉 = xn0 6= 1,

y por lo tanto, 〈y′, x′′〉 6= 〈y′, x̃〉 .

Proposición 1.3.7. Un espacio de Banach E es reflexivo si y sólo si su
dual E ′ es reflexivo.

Demostración. Supongamos que E es reflexivo, esto es, que la aplicación
φ : E −→ E ′′, φ(x) = x̃, es sobreyectiva. Demostremos que la aplicación

x′ ∈ E
ψ7−→ ψ(x′) = x̃′ ∈ (E ′)′′ = E ′′′,
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es sobreyectiva. En efecto, sea x′′′ : E ′′ −→ K una forma lineal continua sobre
E ′′. Entonces, x′ = x′′′ o φ ∈ E ′. Afirmamos que x′′′ = x̃′, esto es, que

〈
x′′, x̃′

〉
= 〈x′, x′′〉 ,

para todo x′′ ∈ E ′′, de donde ψ es sobreyectiva. En efecto si x′′ ∈ E ′′, entonces
existe x ∈ E tal que x′′ = x̃ = φ(x). Por lo tanto, se tienen las siguientes
igualdades:

〈
x′′, x̃′

〉
= 〈x′, x′′〉 = 〈x′, x̃〉 = 〈x, x′〉 = x′(x) =

= (x′′′ ◦ φ)(x) = x′′′(x̃) = x′′′(x′′) = 〈x′′, x′′′〉 ,

esto es,
〈
x′′, x̃′

〉
= 〈x′′, x′′′〉 , para todo x′′ ∈ E ′′.

Rećıprocamente, supongamos que E ′ es reflexivo. La imagen Ẽ de E por
el isomorfismo canónico φ : E −→ E ′′, φ(x) = x̃, es un subespacio cerrado

de E ′′, pues E es de Banach. Demostremos que Ẽ es denso en E ′′, de donde
Ẽ = E ′′, y por lo tanto E es reflexivo. Sea x′′′ ∈ E ′′′ una forma lineal continua
sobre E ′′ que se anule en Ẽ ⊂ E ′′. Como E ′ es reflexivo, existe x′ ∈ E ′ tal
que

〈x′′, x′′′〉 = 〈x′, x′′〉 , (∗)
para todo x′′ ∈ E ′′. En particular,

〈x, x′〉 = 〈x′, x̃〉 = 〈x̃, x′′′〉 = 0

para todo x ∈ E, luego x′ = 0, de donde por (*), x′′′ = 0. Por consiguiente,

Ẽ es denso en E ′′ (corolario 1,3,2 del teorema de Hahn-Banach 1,3,1).

Corolario 1.3.4. Los espacios ℓ1 y ℓ∞ no son reflexivos.

En efecto, c0 no es reflexivo, luego por el teorema, (c0)
′ = ℓ1 no es reflexi-

vo, de donde (ℓ1)′ = ℓ∞ no es reflexivo.

Observación 1.3.2. Sea I un intervalo compacto de la recta real, y
consideremos sobre I la medida de Lebesgue λ. Si 1 ≤ p < ∞, se define el
espacio Lp(I) como el espacio vectorial formado por las funciones (reales o
complejas) medibles f definidas casi en todo punto (ctp) de I, tales que

∫

I

|f |pdλ <∞
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Aqúı se identifican las funciones iguales ctp. de modo que los elementos de
Lp(I) son en realidad clases de funciones. Lp(I) es un espacio de Banach para
la norma

f 7−→ ‖f‖p =

(∫

I

|f |pdλ
) 1

p

.

Si 1 < p < ∞, entonces el espacio dual de Lp(I) se identifica con el espacio
Lq(I), en donde 1

p
+ 1

q
= 1, siendo

(f, g) 7−→ 〈f, g〉 =

∫

I

fg.dλ

la forma bilineal canónica; vale la desigualdad de Hölder:
∫

I

|fg| ≤ ‖f‖p‖g‖p,

para
f ∈ Lp(I), g ∈ Lq(I).

El espacio dual de L1(I) se identifica con el espacio L∞(I) de las funciones
medibles esencialmente acotadas (esto es, acotadas ctp) sobre I, en donde la
norma está dada por:

‖f‖∞ = ess sup
I

|f |

(extremo superior esencial de f, esto es, ‖f‖∞ es el ı́nfimo de los números α
tales que |f | ≤ α ctp. en I). El desarrollo de esta teoŕıa puede encontrarse
en los libros sobre integración (ver, p.ej.,[9]). Para una presentación muy
completa de la teoŕıa de dualidad, con importantes ejemplos desarrollados,
consultar [16].

Observación 1.3.3. Se debe tener bien presente que cuando un espacio
de Banach E es reflexivo, E es isométricamente isomorfo a su bidual E ′′ a
través del isomorfismo que hemos denotado por φ : x 7−→ x̃. James [11] dió un
ejemplo de un espacio de Banach no reflexivo E, isométricamente isomorfo
a su bidual E ′′.

Ejercicios de la sección 1.3

1. Sea E un espacio normado real. Demostrar que existe en E×E una es-
tructura de espacio normado complejo tal que las inclusiones
x 7−→ (x, 0) y y 7−→ (0, y) son isometŕıas R-lineales.
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2. Sea E un espacio normado sobre un cuerpo K. Demostrar que toda
forma lineal no nula sobre E es una función abierta.

Sugerencia: Sean f : E −→ K una forma lineal no nula, a ∈ E con
f(a) = 1, A un abierto en E y x0 ∈ A. Entonces, A− x0 es abierto en
E y 0 ∈ A−x0. Demostrar que existe α > 0 tal que si λ ∈ K y |λ| < α,
entonces λa ∈ A − x0, de donde (f(x0) + λ) ∈ f(A), para λ ∈ K con
|λ| < α. Concluir que f(A) es abierto.

3. Demostrar que en un espacio normado E todo hiperplano H o es denso,
o es cerrado.

4. Demostrar que en un espacio normado E toda forma lineal con núcleo
cerrado es continua.

5. Sea c el espacio de todas las sucesiones convergentes en K. Demostrar
que la función

x = (xn) ∈ c
‖ ‖7−→ ‖x‖ = sup

n

|xn|

es una norma en c, para la cual c es un espacio de Banach, y demostrar
que c0 es un hiperplano cerrado de c.

6. a) Dar expĺıcitamente un ejemplo de una forma lineal no continua en
un espacio normado.

Sugerencia: Considerar el siguiente conjunto:
{x = (xn) ∈ ℓ2;xn = 0, excepto para un número finito de ı́ndices n}

b) Usar el ejemplo anterior para definir una forma lineal no continua
en ℓ2.

7. a) Demostrar que todo espacio normado E de dimensión infinita
posee un hiperplano denso.

Sugerencia: Considere β, una base de Hamel conveniente de E,
S = {v0, v1, . . . , vn, . . .} un subconjunto enumerable de β y sea
H =

[
(β \ S) ∪

{
1
n
vn + v0;n ≥ 1

}]
el subespacio vectorial genera-

do por el complemento de S en β y el conjunto
{

1
n
vn + v0;n ≥ 1

}
.

b) Demostrar que en todo espacio normado E de dimensión infinita
existe una forma lineal no continua.
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c) Deducir de b), que si la bola unitaria abierta de un espacio nor-
mado E es precompacta, entonces E es de dimensión finita.

Sugerencia: Suponga que E es de dimensión infinita y sea
f : E −→ K una forma lineal no continua. Entonces, para ca-
da n ∈ N existe xn ∈ E tal que ‖xn‖ = 1, y, |f(xn)| > n. Sean
Mn = [x1, x2, . . . , xn], y αn = ‖f |Mn‖ . Escoja yn ∈ Mn tal que
‖yn‖ = 1, y, |f(yn)| = αn. Demostrar que la sucesión (yn) ⊂ B1(0)
no posee ninguna subsucesión de Cauchy.

8. Sean

M = {(xn) ∈ ℓ∞;xn = 0, excepto para un número finito de ı́ndices n}
y x0 = (1, 1, . . . , 1, . . .) ∈ ℓ∞. Demostrar que existe x′ ∈ (ℓ∞)′ tal que
〈x0, x′〉 = 1 y 〈x, x′〉 = 0, para todo x ∈M.

9. a) Demostrar que el espacio dual de c0 es isométricamente isomorfo
a ℓ1.

b) Demostrar que el espacio dual de ℓ1 es isométricamente isomorfo
a ℓ∞.

10. a) Sean E un espacio normado y E ′ su dual. Demostrar que
‖x‖ = sup {| 〈x, x′〉 |; ‖x′‖ ≤ 1} , para todo x ∈ E.

b) Demostrar que cualquier espacio de Banach E cuyo dual E ′ es
separable es isométricamente isomorfo a un subespacio cerrado de
ℓ∞.

Sugerencia: Sea (x′n) una sucesión densa en la bola unitaria ce-
rrada de E ′. Considerar la aplicación T : E −→ ℓ∞ definida por
T (x) = (〈x, x′n〉), x ∈ E.

11. Sean E un espacio normado, M un subespacio cerrado de E y x0 /∈M.
Demostrar que existe f ∈ E ′ tal que ‖f‖ = 1, f(x0) = d(x0,M) y
f(M) = {0} .
Sugerencia: Sea N = [x0,M ] el subespacio lineal generado por x0 y M.
Sea g : N −→ K la forma lineal definida aśı: g(λx0 +m) = λd(x0,M),
λ ∈ K, m ∈M.

12. Demostrar que en un espacio normado E sobre K todo subespacio
cerrado M es la intersección de todos los hiperplanos cerrados que lo
contienen.
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13. Sean E un espacio normado real, B una bola abierta en E y M un
subespacio lineal de E tal que B ∩M = ∅. Demostrar que existe un
hiperplano cerrado H ⊃ M tal que B está contenida en uno de los
semiespacios en que H divide a E.

14. Sean E un espacio normado y F un subespacio lineal de E.

a) Demostrar que E ′/F⊥ es isométricamente isomorfo a F ′.

b) Demostrar que si F es denso en E, entonces E ′ es isométricamente
isomorfo a F ′.

15. Sean E un espacio de Banach reflexivo y M un subespacio cerrado de
E. Demostrar que M es reflexivo.

16. (Teorema de Hahn-Banach para seminormas) Se dice que una función
p : E −→ R definida en un espacio vectorial E es positivamente ho-
mogénea si p(λx) = λp(x), para todo x ∈ E y todo λ > 0. Se dice que
p es subaditiva si p(x+y) ≤ p(x)+p(y), para todo x ∈ E y todo y ∈ E.
Se dice que p es una seminorma si i) p(λx) = |λ|p(x), para todo x ∈ E
y todo λ ∈ K, ii) p es subaditiva; y iii) p(x) ≥ 0, para todo x ∈ E.

a) Demostrar que si E es un espacio vectorial real, p una función posi-
tivamente homogénea y subaditiva en E,M un subespacio lineal
de E y f : M −→ R una forma lineal en M tal que f(x) ≤ p(x),
para todo x ∈M, entonces existe una forma lineal g : E −→ R en
E, extensión de f, tal que g(x) ≤ p(x), para todo x ∈ E.

Sugerencia:

1) Si x0 /∈M, se puede extender f al subespacio [x0,M ], conser-
vando la propiedad, de la siguiente manera:

−f(y) − p(−y − x0) ≤ −f(x) + p(x+ x0)

para todo x ∈ M y todo y ∈ M. Se define g : [x0,M ] −→ R
aśı:

g(y + λx0) = f(y) + λµ, y ∈M,λ ∈ R

en donde

sup
y∈M

{−f(y) − p(−y − x0)} ≤ µ ≤ ı́nf
x∈M

{−f(x) + p(x+ x0)}
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2) Usar el lema de Zorn.

b) Si p es una seminorma en un espacio vectorial E, y F : E −→ R
es una forma lineal real, entonces se tiene que

f(x) ≤ p(x) ⇐⇒ |f(x)| ≤ p(x), x ∈ E.

Usando este resultado, deducir de a), que si E es un espacio vec-
torial real, p una seminorma en E, M un subespacio lineal de E
y f : M −→ R una forma lineal en M tal que |f(x)| ≤ p(x),
para todo x ∈ M, entonces existe una forma lineal g : E −→ R,
extensión de f, tal que |g(x)| ≤ p(x), para todo x ∈ E.

c) Imite la demostración del teorema 1,3,1 en el caso K = C para
extender el resultado b) al caso complejo: Si E es un espacio vec-
torial complejo, M un subespacio lineal de E, p una seminorma
en E y f : M −→ C una forma lineal compleja en M, tal que
|f(x)| ≤ p(x) para todo x ∈ M, entonces existe una forma lineal
g : E −→ C, extensión de f, tal que |g(x)| ≤ p(x), para todo
x ∈ E.

17. Demostrar, usando el teorema de Baire, que un espacio de Banach E
de dimensión infinita no puede tener una base de Hamel enumerable.

1.4. La topoloǵıa débil en un espacio norma-

do

Proposición 1.4.1. Sean X un conjunto, (Yi)i∈I una familia de espacios
topológicos, y fi : X −→ Yi, i ∈ I, una familia de aplicaciones. Entonces,
existe en X una topoloǵıa menos fina para la cual todas las aplicaciones fi,
i ∈ I, son continuas. Esta topoloǵıa se llama la topoloǵıa inicial en X definida
por la familia (fi)i∈I . Una base para esta topoloǵıa está formada por todas
las intersecciones finitas de la forma

f−1
i1

(Ui1) ∩ f−1
i2

(Ui2) ∩ . . . ∩ f−1
in

(Uin)

en donde Uik ⊂ Yik es abierto, k = 1, 2, . . . , n.

Demostración. Se sigue de la proposición 0,2,1, que los conjuntos de
la forma ∩nk=1f

−1
ik

(Uik) , en donde Uik ⊂ Yik es abierto, forman una base de
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una topoloǵıa τ en X. Resulta inmediatamente que si se dota a X de esta
topoloǵıa, entonces las aplicaciones fi, i ∈ I, son continuas. Demostremos
que τ es la menos fina de todas las topoloǵıas en X con esta propiedad. En
efecto, sea τ1 otra topoloǵıa en X tal que las aplicaciones fi : (X, τ1) −→ Yi,
i ∈ I, son continuas. Ahora bien, para todo U ∈ τ y todo x0 ∈ U , existen
abiertos Uik ⊂ Yik , k = 1, 2, . . . , n, tales que

x0 ∈
n⋂

k=1

f−1
ik

(Uik) ⊂ U. (1)

Como para k = 1, 2, . . . , n, la aplicación fik : (X, τ1) −→ Yik es continua,
tenemos que f−1

ik
(Uik) ∈ τ1, k = 1, 2, . . . , n, de donde, por (1), se tiene que

U ∈ τ1. Por consiguiente, τ ⊂ τ1.

Proposición 1.4.2. Sean X un espacio topológico, (Yi)i∈I una familia
de espacios topológicos y fi : X −→ Yi, i ∈ I, una familia de aplicaciones.
Para que la topoloǵıa de X sea la topoloǵıa inicial definida por la familia
de aplicaciones (fi)i∈I es necesario y suficiente que satisfaga la siguiente
condición:

Dados cualquier espacio topológico Z y cualquier aplicación g : Z −→ X,
entonces g es continua si y sólo si las aplicaciones fi ◦ g : Z −→ Yi, i ∈ I
son continuas.

Demostración. Supongamos que la topoloǵıa de X es la inicial definida
por la familia de aplicaciones fi : X −→ Yi, i ∈ I, y sean Z un espacio
topológico, y g : Z −→ X cualquier aplicación.

1. Si g es continua, como cada fi, i ∈ I, es continua, entonces fi ◦ g :
Z −→ Yi, i ∈ I, es continua.

2. Supongamos que cada aplicación fi ◦ g : Z −→ Yi, i ∈ I, es continua.
Demostremos que g es continua. En efecto, sean z0 ∈ Z, y, U vecindad
de g(z0) en X. Entonces, existen abiertos Uik ⊂ Yik , k = 1, 2, . . . , n,
tales que g(z0) ∈ ∩nk=1f

−1
ik

(Uik) ⊂ U, de donde se tiene que

g−1(U) ⊃ g−1

(
n⋂

k=1

f−1
ik

(Uik)

)
=

n⋂

k=1

(fik ◦ g)−1 (Uik) ∋ z0

y como (fik ◦ g)−1 (Uik) ⊂ Z es abierto, k = 1, 2, . . . , n, entonces g−1(U)
es vecindad de z0 en Z. Por lo tanto, g es continua.
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Por consiguiente, la condición es necesaria.
La condición también es suficiente. En efecto, sea Z = X el propio es-

pacio X. Entonces, la aplicación identidad g : id. : X −→ X es continua,
luego, por hipótesis, fi = fi ◦ g : X −→ Yi, i ∈ I, es continua. Queda por
ver que la topoloǵıa τ de X es la menos fina para la cual las aplicaciones
fi : (X, τ) −→ Yi, i ∈ I, son continuas. En efecto, sea τ1 otra topoloǵıa
en X tal que cada aplicación fi : (X, τ1) −→ Yi, i ∈ I, es continua. Si
Z = (X, τ1) y g = id. : (X, τ1) −→ (X, τ) es la aplicación identidad, entonces
fi ◦ g = fi : (X, τ1) −→ Yi, i ∈ I, es continua, luego, por hipótesis, g = id. es
continua, esto es, τ1 ⊃ τ. Esto completa la demostración de la proposición.

Sean (Xi)i∈I una familia de espacios topológicos y X = Πi∈IXi el pro-
ducto cartesiano de los espacios Xi, i ∈ I. Si para cada i ∈ I, πi : X −→ Xi

es la i-ésima proyección de X sobre Xi, entonces los conjuntos de la forma
n⋂

k=1

π−1
ik

(Uik) = Ui1 × Ui2 × . . . ,×Uin × Πi6=ikXi, k = 1, 2, . . . , n

en donde Uik ⊂ Xik es abierto, constituyen una base para una topoloǵıa τ
en X (proposición 0,2,1), llamada la topoloǵıa producto. Resulta inmediata-
mente, que la topoloǵıa producto es la topoloǵıa inicial definida por la familia
de proyecciones (πi)i∈I . En particular, dados un espacio topológico Z y una
aplicación g : Z −→ X, g = (gi)i∈I , en donde, gi : Z −→ Xi, entonces g es
continua si y sólo si cada aplicación gi = πi ◦g : Z −→ Xi, i ∈ I, es continua.

Definición 1.4.1. Sean E un espacio normado y E ′ su dual. La topoloǵıa
débil σ(E,E ′) en E es la topoloǵıa inicial definida por la familia de funciones
(fx′)x′∈E′ , en donde fx′ : E −→ K es la función definida por fx′(x) = 〈x, x′〉 ,
x ∈ E.

En otras palabras, la topoloǵıa débil σ(E,E ′) en E es la menos fina de
todas las topoloǵıas en E para la cual las funciones x ∈ E 7−→ 〈x, x′〉 ∈ K,
x′ ∈ E ′, son continuas. Resulta de la propia definición que la topoloǵıa débil
σ(E,E ′) en un espacio normado E es menos fina que la topoloǵıa de la
norma.4

Proposición 1.4.3. Sean E un espacio normado y E ′ su dual. Un sistema
fundamental de vecindades de 0 en la topoloǵıa débil σ(E,E ′) en E está dado

4por contraste, la topoloǵıa de la norma se llama también topoloǵıa fuerte en E.
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por los conjuntos de la forma

V (ǫ;x′1, x
′
2, . . . , x

′
n) =

n⋂

i=1

{x ∈ E; | 〈x, x′i〉 | ≤ ǫ} ,

en donde ǫ > 0, x′i ∈ E ′, i = 1, 2, . . . , n, n ∈ N.

Demostración. Los conjuntos V (ǫ;x′1, x
′
2, . . . , x

′
n) , ǫ > 0, x′i ∈ E ′,

i = 1, 2, . . . , n, n ∈ N, son vecindades de 0 ∈ E en la topoloǵıa σ(E,E ′),
pues se tiene que

V (ǫ;x′1, x
′
2, . . . , x

′
n) =

n⋂

i=1

x′i
−1

(Dǫ), en donde Dǫ = {α ∈ K; |α| ≤ ǫ} .

Ahora bien, sea V una vecindad de 0 en la topoloǵıa σ(E,E ′). Entonces, por
la proposición 1,4,1, existen vecindades abiertas W1,W2, . . . ,Wn de 0 en K
y elementos x′1, x

′
2, . . . , x

′
n en E ′ tales que 0 ∈ ∩ni=1x

′
i
−1(Wi) ⊂ V. Si ǫ > 0 es

tal que Dǫ ⊂ Wi, i = 1, 2, . . . , n, entonces se tiene que

0 ∈
n⋂

i=1

x′i
−1

(Dǫ) ⊂
n⋂

i=1

x′i
−1

(Wi) ⊂ V.

Pero,

n⋂

i=1

x′i
−1

(Dǫ) =
n⋂

i=1

{x ∈ E; | 〈x, x′i〉 | ≤ ǫ} = V (ǫ;x′1, x
′
2, . . . , x

′
n) ,

de donde se sigue la proposición.

Observación 1.4.1. Fácilmente se verifica que la colección de los con-
juntos de la forma

V (x′1, x
′
2, . . . , x

′
n) =

n⋂

i=1

{x ∈ E; | 〈x, x′i〉 | ≤ 1}

en donde x′i ∈ E ′, i = 1, 2, . . . , n, n ∈ N, también es un sistema fundamental
de vecindades de 0 en E para la topoloǵıa σ(E,E ′).
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Proposición 1.4.4. Sean E un espacio normado, E ′ su dual y x0 ∈ E.
Un sistema fundamental de vecindades de x0 en E para la topoloǵıa σ(E,E ′)
está dado por los conjuntos de la forma

x0 +
n⋂

i=1

{x ∈ E; | 〈x, x′i〉 | ≤ 1} , x′i ∈ E ′, i = 1, 2, . . . , n, n ∈ N.

Demostración. Sean V una σ(E,E ′)-vecindad de x0. Entonces, exis-
ten abiertos W1,W2, . . . ,Wn en R y elementos y

′

1, y
′

2, . . . , y
′

n en E ′ tales que

x0 ∈ ∩ni=1y
′

i

−1
(Wi) ⊂ V. En particular,

〈
x0, y

′

i

〉
∈ Wi, i = 1, 2, . . . , n, luego

existe ǫ > 0 tal que (
〈
x0, y

′

i

〉
+Dǫ) ⊂ Wi, i = 1, 2, . . . , n. Se sigue que

x0 ∈
n⋂

i=1

y
′

i

−1
(
〈
x0, y

′

i

〉
+Dǫ) ⊂

n⋂

i=1

y
′

i

−1
(Wi) ⊂ V.

Ahora bien,

y
′

i

−1
(
〈
x0, y

′

i

〉
+Dǫ) =

{
x ∈ E; |

〈
x, y

′

i

〉
−
〈
x0, y

′

i

〉
| ≤ ǫ

}
=

= x0 +
{
x ∈ E; |

〈
x, y

′

i

〉
| ≤ ǫ

}
.

Por lo tanto, si x′i = 1
ǫ
y

′

i ∈ E ′, i = 1, 2, . . . , n, entonces se tiene que

x0 ∈ x0 +
n⋂

i=1

{x ∈ E; | 〈x, x′i〉 | ≤ 1} ⊂ V.

Proposición 1.4.5. Sean E un espacio normado y Eσ = (E, σ(E,E ′)) el
conjunto E dotado de la topoloǵıa débil σ(E,E ′). Entonces, las operaciones
adición y multiplicación por escalares

(x, y) ∈ Eσ × Eσ
+7−→ (x+ y) ∈ Eσ,

(λ, x) ∈ K × Eσ 7−→ λx ∈ Eσ,

son aplicaciones continuas.

Demostración. Sean x0 ∈ E, y0 ∈ E y λ0 ∈ K.
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1. Sean x′1, x
′
2, . . . , x

′
n elementos de E ′ y

V = (x0 + y0) +
n⋂

i=1

{x ∈ E; | 〈x, x′i〉 | ≤ 1}

la σ(E,E ′)-vecindad de (x0 + y0) correspondiente. Si

V1 = x0 +
n⋂

i=1

{
x ∈ E; | 〈x, x′i〉 | ≤

1

2

}
,

y,

V2 = y0 +
n⋂

i=1

{
x ∈ E; | 〈x, x′i〉 | ≤

1

2

}
,

entonces V1 × V2 es una vecindad del punto (x0, y0) en Eσ ×Eσ tal que
V1 + V2 ⊂ V. Por lo tanto, la operación adición es continua.

2. Procediendo análogamente como en 1) y usando la identidad

λx− λ0x0 = (λ− λ0)(x− x0) + (λ− λ0)x0 + λ0(x− x0),

se muestra que la operación multiplicación por un escalar es continua
en λ0x0 ∈ E.

Corolario 1.4.1. Para cada x0 ∈ E y cada λ ∈ K, λ 6= 0, las aplicaciones,
translación

x ∈ Eσ 7−→ x+ x0 ∈ Eσ,

y homotecia,
x ∈ Eσ 7−→ λx ∈ Eσ,

son homeomorfismos de Eσ sobre śı mismo.

Proposición 1.4.6. La topoloǵıa débil σ(E,E ′) en un espacio normado
E es de Hausdorff.

Demostración. Sean x0 ∈ E, y0 ∈ E, con x0 6= y0. Entonces existe
x′ ∈ E ′ tal que 〈x0, x

′〉 6= 〈y0, x
′〉 (véase la observación 1,3,1,3). Si

ǫ = | 〈x0 − y0, x
′〉 | > 0 y

V =
{
x ∈ E; | 〈x, x′〉 | < ǫ

2

}
,

entonces (x0 + V ) ∩ (y0 + V ) = ∅.

110



Proposición 1.4.7. Sean E un espacio normado y E ′ su dual. Una forma
lineal f : (E, σ(E,E ′)) −→ K es continua si y sólo si existe x′ ∈ E ′ tal que

f(x) = 〈x, x′〉

para todo x ∈ E, esto es, si y sólo si f ∈ E ′.

Demostración. Por la propia definición de la topoloǵıa σ(E,E ′) en E,
la forma lineal

x ∈ E
x′7−→ 〈x, x′〉 ∈ K,

es continua para todo x′ ∈ E ′. Rećıprocamente, sea f : (E, σ(E,E ′)) −→ K
una forma lineal continua. Entonces, existen elementos x′1, . . . , x

′
n en E ′ tales

que

x ∈
n⋂

i=1

{x ∈ E; | 〈x, x′i〉 | ≤ 1} =⇒ |f(x)| < 1.

Ahora bien, si f /∈ [x′1, x
′
2, . . . , x

′
n], entonces existe x0 ∈ E tal que f(x0) = 1,

y, 〈x0, x
′
i〉 = 0, i = 1, 2, . . . , n, luego x0 ∈ ∩ni=1 {x ∈ E; | 〈x, x′i〉 | < 1} , y,

|f(x0)| = 1, lo que es una contradicción.
Por lo tanto, existen escalares α1, α2, . . . , αn en K tales que

f = α1 〈., x′1〉 + α2 〈., x′2〉 + . . .+ αn 〈., x′n〉 = 〈., α1x
′
1 + α2x

′
2 + . . .+ αnx

′
n〉

esto es, f = 〈., x′〉 , en donde x′ = Σn
i=1αix

′
i ∈ E ′.

Definición 1.4.2. Sea E un espacio normado y E ′ su dual. Se define la
topoloǵıa débil* (léase: débil estrella) en E ′(la cual se denota σ(E ′, E), ó, w∗)
como la topoloǵıa inicial de E ′ definida por la familia de funciones (fx)x∈E,
en donde fx : E ′ −→ K es la función definida por fx(x

′) = 〈x, x′〉 , x′ ∈ E ′.

Un sistema fundamental de vecindades de 0 en E ′ para la topoloǵıa
σ(E ′, E) está formado por los conjuntos

V (x1, x2, . . . , xn) =
n⋂

i=1

{x′ ∈ E ′; | 〈xi, x′〉 | ≤ 1} ,

xi ∈ E, i = 1, 2, . . . , n; n ∈ N. Además, para cada x′ ∈ E ′, los conjuntos
x′ + V (x1, x2, . . . , xn), con xi ∈ E, i = 1, 2, . . . , n, n ∈ N, forman un sistema
fundamental de vecindades de x′ en la topoloǵıa σ(E ′, E)de E ′.
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Siendo la topoloǵıa débil* σ(E ′, E) en E ′ la menos fina de las topoloǵıas
en E ′ para la cual las funciones x′ ∈ E ′ 7−→ 〈x, x′〉 ∈ K, x ∈ E, son con-
tinuas, resulta que σ(E ′, E) es menos fina que la topoloǵıa de la norma de E ′.

Ejemplo 1.4.1. Si E es un espacio normado de dimensión infinita, en-
tonces la topoloǵıa débil σ(E,E ′) es estrictamente menos fina que la topoloǵıa
de la norma de E, pues la bola unitaria abierta de E, B = {x ∈ E; ‖x‖ < 1} ,
no es vecindad de 0 en la topoloǵıa σ(E,E ′), dado que para x′1, x

′
2, . . . , x

′
n

elementos cualesquiera de E ′, V = ∩ni=1 {x ∈ E; | 〈x, x′i〉 | < 1} no puede estar
contenida en B.

En efecto, como E ′ también es de dimensión infinita, existe x′ ∈ E ′, tal
que x′ /∈ [x′1, x

′
2, . . . , x

′
n]. Por consiguiente, existe x0 ∈ E con ‖x0‖ = 1 tal

que 〈x0, x
′
i〉 = 0, i = 1, 2, . . . , n. Se sigue que x0 ∈ V y x0 /∈ B. Por lo tanto,

V 6⊂ B.

Observación 1.4.2. Sean E un espacio normado, E ′ su dual y,
B = {x ∈ E; ‖x‖ ≤ 1} y B′ = {x′ ∈ E ′; ‖x′‖ ≤ 1} las bolas unitarias cerradas
de E y E ′, respectivamente. Entonces, B es un conjunto σ(E,E ′)-cerrado de
E. En efecto, el ejercicio 1,3,10, implica que

B =
⋂

x′∈B′

{x ∈ E; | 〈x, x′〉 | ≤ 1} ,

de donde, en virtud de que la función x ∈ E 7−→ 〈x, x′〉 , x′ ∈ E ′, es σ(E,E ′)-
continua en E, se sigue que B es σ(E,E ′)-cerrado.

Análogamente, como

B′ =
⋂

x∈B

{x′ ∈ E ′; | 〈x, x′〉 | ≤ 1} ,

entonces se sigue que B′ es σ(E ′, E)-cerrado.

Definición 1.4.3. Sean E un espacio normado y E ′ su dual.

1. Se dice que una sucesión (xn) en E es débilmente convergente a x0 ∈ E,
lo cual se denota xn−⇀ x0, si

ĺım
n→∞

〈xn, x′〉 = 〈x0, x
′〉

para todo x′ ∈ E ′.
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2. Se dice que una sucesión (x′n) en E ′ converge w∗ (léase: converge débil-
mente estrella) o que es w*-convergente (léase: débilmente estrella-

convergente) a x′0 ∈ E ′, lo cual se denota x′n
w∗−→ x′0, si

ĺım
n→∞

〈x, x′n〉 = 〈x, x′0〉 ,

para todo x ∈ E.

Si una sucesión (xn) en E converge a x0 en la topoloǵıa de la norma,
esto es, si ĺımn→∞ ‖xn− x0‖ = 0, lo cual se denota xn −→ x0, entonces
se dice que la sucesión converge fuertemente a x0.

Observación 1.4.3. Nótese que la sucesión (xn) en E (respectivamente,
(x′n) en E ′) converge débilmente a x0 ∈ E (respectivamente, es w∗-convergente
a x′0 ∈ E ′) si y sólo si (xn) es convergente a x0 en la topoloǵıa σ(E,E ′) (respec-
tivamente, es convergente a x′0 en la topoloǵıa σ(E ′, E)). Para la definición
de convergencia de una sucesión en un espacio topológico, ver observación
0,3,1,1.

Ejemplo 1.4.2.

1. La convergencia en la norma implica la convergencia débil. Más pre-
cisamente, si E es un espacio normado y (xn) es una sucesión en E,
entonces

xn −→ x0 =⇒ xn−⇀ x0.

En efecto,
| 〈xn, x′〉 − 〈x0, x

′〉 | ≤ ‖x′‖ ‖xn − x0‖,
para cada x′ ∈ E ′, de donde se sigue la afirmación.

2. En general, la convergencia débil no implica la convergencia en la nor-
ma. En efecto, sean E = ℓ2, en = (0, 0, . . . 0, 1, 0, . . .), n∈N. Entonces
se tiene que

〈en, x〉 = xn −→ 0 = 〈0, x〉
para cada x = (xn) ∈ ℓ2, esto es, en −→ 0. Sin embargo, ‖en‖2 = 1,
para todo n ∈ N, de donde en 6−→ 0.

Sin embargo, se verá más adelante (teorema 1,6,2) que para sucesiones
en ℓ1, la convergencia débil implica la convergencia en la norma, y que
por consiguiente son equivalentes (resultado debido a Banach).
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3. Análogamente, como en 1), la convergencia en la norma en el dual E ′

de un espacio normado E implica la w∗-convergencia en E ′, esto es, si
(x′n) es una sucesión en E ′, entonces se tiene que

x′n −→ x′0 =⇒ x′n
w∗−→ x′0.

4. La convergencia débil en el espacio dual E ′, esto es, la convergencia en
la topoloǵıa σ(E ′, E ′′), implica la w∗-convergencia en E ′. Más precisa-
mente, si (x′n) es una sucesión en E ′, entonces se tiene que

x′n−⇀ x′0 =⇒ x′n
w∗−→ x′0.

En efecto, si x′n ⇀ x′0 (esto es, si ĺımn→∞ 〈x′n, x′′〉 = 〈x′0, x′′〉 , para todo
x′′ ∈ E ′′), entonces resulta que

| 〈x, x′n〉 − 〈x, x′0〉 | = | 〈x′n, x̃〉 − 〈x′0, x̃〉 | −→ 0

para cada x ∈ E, esto es, x′n
w∗−→ x′0.

En general, la rećıproca del resultado 4) no es verdadera: sean E = c0,
x(n) = en ∈ (c0)

′ = ℓ1 y x′′ = (1, 1, . . . , 1, . . .) ∈ ℓ∞ = (ℓ1)′. Entonces,
se tiene que 〈

x, x(n)
〉

= xn −→ 0,

para todo x = (xn) ∈ c0, de donde x(n) w∗−→ 0. Por otra parte,

〈
x(n), x′′

〉
= 1 6−→ 0,

luego x(n)−6⇀ 0.

Sin embargo, si el espacio E es reflexivo, entonces vale la rećıproca del
resultado 4), como lo muestra la siguiente proposición:

Proposición 1.4.8. Si E es un espacio reflexivo y (x′n), una sucesión en
E ′, entonces se tiene que

x′n
w∗−→ x′ =⇒ x′n−⇀ x′.

Consecuentemente, la convergencia débil en el dual E ′ de un espacio reflexivo
E coincide con la w∗-convergencia en E ′.
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Demostración. Sean E un espacio reflexivo y (x′n) una sucesión en E ′ tal

que x′n
w∗−→ x′0. Si x′′ ∈ E ′′, entonces existe x ∈ E tal que 〈x′, x′′〉 = 〈x, x′〉 ,

para todo x′ ∈ E ′. Por lo tanto, se tiene que

ĺım
n→∞

〈x′n, x′′〉 = ĺım
n→∞

〈x, x′n〉 = 〈x, x′0〉 = 〈x′0, x′′〉

cualquiera que sea x′′ ∈ E ′′. Por consiguiente, x′n ⇀ x′0.

Proposición 1.4.9. Sea E un espacio normado reflexivo. Entonces, toda
sucesión acotada en E posee una subsucesión débilmente convergente en E.

Demostración. Sean (xn) una sucesión acotada en E, α > 0 tal que
‖xn‖ ≤ α, para todo n ∈ N, y E1 = [(xn)]. Como E es un espacio reflexivo y
E1 es un subespacio cerrado de E, entonces E1 también es reflexivo (ejercicio
1.3.15) y siendo separable (proposición 1,3,2), entonces el espacio bidual E ′′

1

de E1 es separable, luego, E ′
1 es separable (proposición 1,3,3).

Sea (x′k) un conjunto enumerable denso en E ′
1. Como | 〈xn, x′1〉 | ≤ α‖x′

1‖,
para todo n ∈ N, entonces (〈xn, x′1〉) es una sucesión acotada en K, luego
posee una subsucesión convergente, digamos (〈xn,1, x′1〉) . Análogamente, co-
mo |〈xn,1, x′2〉| ≤ α‖x′2‖, n ∈ N, entonces la sucesión (〈xn,1, x′2〉) es acotada
en K, luego posee una subsucesión convergente, digamos (〈xn,2, x′2〉) . Prosi-
guiendo de esta manera, para cada k ∈ N, existe una sucesión (xn,k)n con las
siguientes propiedades:

1. Para cada k ∈ N, la sucesión numérica (〈xn,k, x′k〉)n es convergente, y

2. Si k > s, entonces (xn,k)n es una subsucesión de (xn,s)n.

Si yn = xn,n, entonces la sucesión numérica (〈yn, x′k〉)n es convergente, para
cada k ∈ N.

x1,1 x2,1 . . . xk,1 . . . xn,1 . . .

ց
x1,2 x2,2 . . . xk,2 . . . xn,2 . . .
...

... ց ...
...

x1,k x2,k . . . xk,k . . . xn,k . . .
...

...
... ց ...

x1,n x2,n . . . xk,n . . . xn,n . . .
...

...
...

... ց
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En efecto, sea k ∈ N cualquiera, pero fijo. Entonces, se tiene que

n > k =⇒ yn = xn,n ∈ (xs,n)s ⊂ (xs,k)s

luego
n > k =⇒ (〈yn, x′k〉) ∈ (〈xs,n, x′k〉)s ⊂ (〈xs,k, x′k〉)s

y como por 1) la sucesión numérica (〈xs,k, x′k〉)s es convergente, entonces la
sucesión (〈yn, x′k〉)n>k también es convergente, de donde la propia sucesión
(〈yn, x′k〉)n es convergente en K, cualquiera que sea k ∈ N.

Demostremos ahora que la sucesión numérica (〈yn, x′〉) es convergente en
K, para cada x′ ∈ E ′

1. En efecto, sean x′ ∈ E ′
1 y ǫ > 0. Como (x′k) es densa

en E ′
1, entonces existe k0 ∈ N tal que x′k0 ∈ B ǫ

3α
(x′), esto es,

∥∥x′k0 − x′
∥∥ < ǫ

3α
. (∗)

Como la sucesión
(〈
yn, x

′
k0

〉)
n

es convergente, luego de Cauchy, entonces
existe n0 ∈ N tal que

m > n0, n > n0 =⇒
∣∣〈yn, x′k0

〉
−
〈
ym, x

′
k0

〉∣∣ < ǫ

3
.

Por lo tanto, teniendo en cuenta que ‖yn‖ ≤ α, n ∈ N, y la desigualdad (*),
resulta que

m > n0, n > n0 =⇒ |〈yn, x′〉 − 〈ym, x′〉| ≤
∣∣〈yn, x′〉 −

〈
yn, x

′
k0

〉∣∣+
+

∣∣〈yn, x′k0
〉
−
〈
ym, x

′
k0

〉∣∣+
+

∣∣〈ym, x′k0
〉
− 〈ym, x′〉

∣∣ <
< ‖yn‖ . ‖x′ − x′k0‖ +

ǫ

3
+

+ ‖ym‖ ‖x′k0 − x′‖ ≤
≤ ǫ

de donde (〈yn, x′〉) es una sucesión de Cauchy en K, luego convergente para
cada x′ ∈ E ′

1. La función y′′ : E ′
1 −→ K definida por

y′′(y′) = ĺım
n→∞

〈yn, y′〉 , y′ ∈ E ′
1

es una forma lineal continua en E ′
1, esto es, y′′ ∈ E ′′

1 , y siendo el espacio E1

reflexivo, entonces existe x ∈ E1 ⊂ E tal que

〈y′, y′′〉 = 〈x, y′〉
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para todo y′ ∈ E ′
1. Demostremos finalmente que yn−⇀ x. En efecto, sea

x′ ∈ E ′; entonces y′ = x′|E1 ∈ E ′
1 (en donde x′|E1 denota la restricción de x′

a E1). Por consiguiente, se tiene que

〈x, x′〉 = 〈x, y′〉 = 〈y′, y′′〉 = ĺım
n→∞

〈yn, y′〉 = ĺım
n→∞

〈yn, x′〉

cualquiera que sea x′ ∈ E ′, de donde yn−⇀ x.

Definición 1.4.4. Sean E un espacio normado y A un subconjunto de
E.

1. Se dice que A es débilmente secuencialmente compacto, si es un sub-
conjunto secuencialmente compacto para la topoloǵıa débil σ(E,E ′) de
E, esto es, si toda sucesión en A posee una subsucesión débilmente
convergente hacia algún punto de A.

2. Se dice que A es relativamente débilmente secuencialmente compacto
si toda sucesión de elementos de A posee una subsucesión débilmente
convergente hacia algún punto de E.

La proposición 1,4,9 asegura que en un espacio normado reflexivo to-
do subconjunto acotado es relativamente débilmente secuencialmente
compacto.

Ejemplo 1.4.3. Sea A el subconjunto de ℓ2 definido aśı:
A =

{
x(m,n) ∈ ℓ2; 1 ≤ m < n, n ∈ N

}
, en donde

x
(m,n)
m = 1, x

(m,n)
n = m, y, x

(m,n)
j = 0, si j 6= m, j 6= n.

Entonces, el origen de ℓ2 está en la adherencia débil de A, pero ninguna
sucesión de elementos de A converge débilmente a cero:

1. El origen está en la adherencia débil deA. En efecto, sean y(1), y(2), . . . , y(k),

k ≥ 1, elementos cualesquiera de ℓ2, y(i) =
(
y

(i)
n

)
, i = 1, 2, . . . , k y

V =
k⋂

i=1

{
x ∈ ℓ2;

∣∣〈x, y(i)
〉∣∣ ≤ 1

}

la correspondiente vecindad débil del origen. Como ĺımn→∞ y
(i)
n = 0,

i = 1, 2, . . . , k, existe m0 ∈ N, m0 ≥ 1, tal que

∣∣y(i)
m0

∣∣ < 1

2
, i = 1, 2, . . . , k.
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También existe n0 ∈ N, n0 > m0, tal que

∣∣m0y
(i)
n0

∣∣ < 1

2
, i = 1, 2, . . . , k.

Entonces, como

∣∣〈x(m0,n0), y(i)
〉∣∣ =

∣∣y(i)
m0

+m0y
(i)
n0

∣∣ < 1

para i = 1, 2, . . . , k, también x(m0,n0) ∈ V, de donde V ∩ A 6= ∅. Por
consiguiente, el origen está en la adherencia débil de A.

2. Ninguna sucesión de elementos de A converge débilmente a cero. En
efecto, sea

(
x(k)
)

una sucesión cualquiera de elementos de A,

x(k) = x(mk,nk) con 1 ≤ mk < nk, k ∈ N. Existen dos posibilidades,
a saber:

a) La sucesión (mk) es acotada en N, esto es, existe j ∈ N tal que
mk ≤ j, para todo k ∈ N. Si z = (1, 1, . . . , 1, 0, 0, . . .) es elemento
de ℓ2 cuyas j primeras componentes son iguales a 1, y que tiene
cero en las restantes, entonces se tiene que

〈
x(mk,nk), z

〉
=

{
1, si nk > j
1 +mk, si nk ≤ j

luego
〈
x(mk,nk)

〉
≥ 1 6−→ 0, de donde x(mk,nk)−6⇀ 0.

b) La sucesión (mk) no es acotada en N. Entonces, existe una sub-
sucesión

(
mkj

)
de (mk) tal que mkj

→ ∞.

Ahora bien, ∥∥∥x(mkj
,nkj)

∥∥∥
2

=
√

1 +m2
kj

→ ∞

de donde
(
x(mkj

,nkj)
)

es una subsucesión no acotada de la suce-

sión
(
x(k)
)
. Por lo tanto, la sucesión

(
x(k)
)

no puede converger
débilmente a cero, pues toda sucesión débilmente convergente en
un espacio de Banach es acotada (ejercicio 1,5,2, más adelante).

De acuerdo con a) y b) se sigue que ninguna sucesión de elementos de
A converge débilmente a cero. Por consiguiente, hemos completado el
ejemplo.
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Ejemplo 1.4.4. Si un punto x0 ∈ ℓ2 está en la adherencia débil de
un conjunto acotado B ⊂ ℓ2, entonces x0 es ĺımite débil de una sucesión de
elementos de B. En efecto:

1. Supongamos inicialmente que x0 = 0. Para k = 1, 2, . . . , sea

Vk =
k⋂

i=1

{
x ∈ ℓ2; | 〈x, ei〉 | ≤

1

k

}

donde, ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .), i ∈ N. Por hipótesis, existe z(k) ∈ Vk∩B,
para cada k ∈ N. Como B es acotado y

(
z(k)
)
⊂ B, entonces

(
z(k)
)

es
una sucesión acotada en ℓ2, espacio de Banach reflexivo, luego, por la
proposición 1,4,9, existe una subsucesión

(
z(ki)

)
de
(
z(k)
)

que converge
débilmente hacia un punto y = (yn) ∈ ℓ2. Demostremos que y = 0. En
efecto, sea j ∈ N arbitrario, pero fijo. Para todo ki > j,

(
z(ki)

)
∈ Vki

,
luego se tiene que ∣∣〈z(ki), ej

〉∣∣ ≤ 1

ki
por consiguiente,

0 = ĺım
i→∞

〈
z(ki), ej

〉
= 〈y, ej〉 = yj

esto es, yj = 0, cualquiera que sea j ∈ N. Por lo tanto, y = 0.

2. Supongamos que x0 6= 0. Sea A = B−x0 = {y − x0; y ∈ B} . Entonces,
A es un subconjunto acotado de ℓ2, y, como A = B − x0, y, x0 ∈ B,
entonces 0 ∈ A, luego, por 1), existe una sucesión

(
z(n)
)

en A tal que

z(n)−⇀ 0. Si z(n) = x(n) −x0 con x(n) ∈ B, n ∈ N, entonces se tiene que
x(n)−⇀ x0. Queda aśı demostrada la afirmación.

Observación 1.4.4. Del ejemplo 1,4,3 se deduce que la topoloǵıa débil
σ(ℓ2, ℓ2) no es metrizable, esto es, no existe una métrica d en ℓ2 tal que la
topoloǵıa τd inducida por d en ℓ2 coincida con σ(ℓ2, ℓ2). Más generalmente, si
E es un espacio normado, entonces la topoloǵıa débil σ(E,E ′) no es metri-
zable, a menos que E sea de dimensión finita (ver ejercicio 3,1,8). También
se tiene que la topoloǵıa débil* σ(E ′, E) en E ′ es metrizable si y sólo si E
posee una base de Hamel enumerable ([24], ejercicio 15, pag. 84).

Teorema 1.4.1. (Alaoglu) Sean E un espacio normado y E ′ su dual.
Entonces, la bola unitaria cerrada B′ de E ′ es σ(E ′, E)-compacta.
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Demostración. Sea KE el producto cartesiano E-veces del cuerpo K :
KE = Πx∈EKx, en donde Kx = K, para todo x ∈ E.

Cualquier elemento (αx)x∈E de KE se puede considerar, de una manera
natural, como una función f : E −→ K, definiendo f(x) = αx, x ∈ E.
Viceversa toda función f : E −→ K puede ser considerada como el elemento
(f(x))x∈E de KE. Con estas consideraciones, se tiene que

E ′ ⊂ KE.

Se dota a KE con la topoloǵıa producto τ. Un sistema fundamental de vecin-
dades de f0 ∈ KE está formado por los conjuntos de la forma

U =
n⋂

i=1

{
f ∈ KE; |f(xi) − f0(xi)| < δ

}

en donde xi ∈ E, i = 1, 2, . . . , n, n ∈ N y δ > 0. Se sigue que la topoloǵıa
producto τ induce en E ′ la topoloǵıa σ(E ′, E).

Sean Px = {α ∈ K; |α| ≤ ‖x‖} , para cada x ∈ E, y P = Πx∈EPx ⊂ KE;
en otras palabras, P =

{
f ∈ KE; |f(x)| ≤ ‖x‖, para cada x ∈ E

}
. Como

cada Px, x ∈ E, es un conjunto compacto, el teorema de Tijonov 5 impli-
ca que P es τ -compacto. Ahora bien, B′ ⊂ P, pues si x′ ∈ B′, entonces
| 〈x, x′〉 | ≤ ‖x‖, para cada x ∈ E, luego, x′ ∈ P. Por lo tanto, si mostramos
que B′ es τ -cerrado, siendo P τ -compacto, resultará que B′ es τ -compacto.
Por consiguiente, como B′ ⊂ E ′ y τ induce en E ′ la topoloǵıa σ(E ′, E),
entonces B′ será σ(E ′, E)-compacto, lo cual queŕıamos demostrar.

Demostremos entonces queB′ es τ -cerrado. En efecto, sean f0 un elemento
de la τ -adherencia de B′, x ∈ E, y ∈ E, α ∈ K, β ∈ K y ǫ > 0. El conjunto

V =
3⋂

i=1

{
f ∈ KE; |f(xi) − f0(xi)| <

ǫ

1 + |α| + |β|

}

en donde x1 = x, x2 = y, x3 = αx+ βy, es una τ -vecindad de f0, luego existe
f ∈ V ∩B′. Como, en particular, f es lineal, se tiene la siguiente identidad:

f0(αx+ βy) − αf0(x) − βf0y = (f0(αx+ βy) − f(αx+ βy)) +

+ (αf(x) − αf0(x)) +

+ (βf(y) − βf0(y))

5Ver p.ej.[10],[17].
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de donde, como f ∈ V, se sigue que

|f0(αx+ βy) − αf0(x) − βf0(y)| < ǫ

cualquiera que sea ǫ > 0. Por consiguiente,

f0(αx+ βy) = αf0(x) + βf0(y)

para todo x ∈ E, todo y ∈ E, todo α ∈ K y todo β ∈ K. Por lo tanto, f0 es
lineal.

Finalmente, demostremos que f0 es continua y ‖f0‖ ≤ 1, de donde
f0 ∈ B′, y en consecuencia, B′ es cerrado. En efecto, sean x ∈ E con ‖x‖ ≤ 1,
y ǫ > 0.

El conjunto
W =

{
f ∈ KE; |f(x) − f0(x)| < ǫ

}

es una τ -vecindad de f0 en KE, luego existe f ∈W ∩B′, esto es, f ∈ E ′, con
‖f‖ ≤ 1, y, |f(x) − f0(x)| < ǫ. Por consiguiente, se tiene que

|f0(x)| ≤ |f0(x) − f(x)| + |f(x)| < ǫ+ 1

cualquiera que sea ǫ > 0, de donde |f0(x)| ≤ 1, para todo x ∈ E con ‖x‖ ≤ 1.
De aqúı se sigue que f ∈ E ′ y ‖f0‖ ≤ 1.

Corolario 1.4.2. Toda bola cerrada en E ′ es σ(E ′, E)-compacta.

Demostración. Sea Bǫ(x′) una bola cerrada en E ′, de centro x′ y radio
ǫ > 0. Como

Bǫ(x′) = x′ + ǫB′

y B′ es σ(E ′, E)-compacta, entonces el corolario de la proposición 1,4,5 im-
plica que Bǫ(x′) es σ(E ′, E)-compacta.

Corolario 1.4.3. Todo subconjunto σ(E ′, E)-cerrado y acotado de E ′ es
σ(E ′, E)-compacto.

Proposición 1.4.10. Sean E un espacio normado separable y E ′ su dual.
Entonces, la topoloǵıa inducida por σ(E ′, E) en los subconjuntos σ(E ′, E)-
compactos de E ′ es metrizable. Más exactamente, si K ⊂ E ′ es un conjunto
σ(E ′, E)-compacto, entonces K, dotado de la topoloǵıa inducida por σ(E ′, E),
es un espacio topológico metrizable.
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Demostración.

1. Sean τ1 y τ2 dos topoloǵıas en un conjunto X, con τ2 más fina que τ1. Si
τ1 es de Hausdorff y X es τ2-compacto, entonces τ2 = τ1. En efecto, si
F ⊂ X es un conjunto τ2-cerrado, como X es τ2-compacto, entonces F
es τ2-compacto, luego F es τ1-compacto, pues τ1 ⊂ τ2. (Ver Prop. 0,4,3)
Por consiguiente, siendo τ1 de Hausdorff, F es τ1-cerrado. Se sigue que
τ2 = τ1.

2. Sean (X, τ) un espacio topológico compacto y fn : (X, τ) −→ K, n ∈ N,
una sucesión de funciones continuas que separa los puntos de X, esto
es, dados x ∈ X, y ∈ X con x 6= y, existe n ∈ N tal que fn(x) 6= fn(y).
Entonces, (X, τ) es un espacio metrizable. En efecto, sin pérdida de
generalidad, se puede suponer que |fn(x)| ≤ 1, para todo x ∈ X y todo
n ∈ N. Sea d : X ×X −→ R la función definida por

d(x, y) =
∞∑

n=1

1

2n
|fn(x) − fn(y)| .

Si x 6= y, entonces, por hipótesis, existe n ∈ N tal que fn(x) 6= fn(y),
esto es |fn(x) − fn(y)| > 0, luego, d(x, y) > 0. Se sigue que d es una
métrica en X. Ahora bien, como cada función fn es τ -continua y la
serie que define d es uniformemente convergente en X × X, entonces
d como función de y es τ -continua, luego cualquier bola d-abierta en
X, Bǫ(x) = {y ∈ X, d(y, x) < ǫ} , ǫ > 0, x ∈ X, es un τ -abierto de X.
Se sigue que τd ⊂ τ, en donde τd es la topoloǵıa en X inducida por
la métrica d. Además, como τd es de Hausdorff y X es τ -compacto,
entonces 1) implica que τ = τd, esto es, τ es metrizable.

3. Sean (xn) un conjunto enumerable denso en E, y, fn : E ′ −→ K, n ∈ N,
la función definida por fn(x

′) = 〈xn, x′〉 , x′ ∈ E ′. Cada fn es una
función σ(E ′, E)-continua. Además, la sucesión (fn) separa los puntos
en E ′, pues si fn(x

′) = fn(y
′), para todo n ∈ N, entonces x′ coincide

con y′ en un conjunto denso en E, de donde x′ = y′. La proposición es
ahora una consecuencia inmediata de la parte 2).

Corolario 1.4.4. Sea E un espacio normado separable. Entonces, toda
sucesión acotada en E ′ posee una subsucesión w∗-convergente en E ′.
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Demostración. En efecto, cualquier sucesión acotada (x′n) enE ′ está con-
tenida en una bola cerrada Bε(x

′) de E ′, la cual, para la topoloǵıa inducida
por σ(E ′, E), es un espacio métrico compacto.

Este corolario es una forma dual de la proposición 1,4,10, y se puede de-
mostrar directamente, imitando la demostración de la misma (ejercicio 1,4,2).

Definición 1.4.5. Sea E un espacio vectorial. Una seminorma en E es
una función q : E −→ R que satisface a las siguientes condiciones, cua-
lesquiera que sean x, y ∈ E, λ ∈ K :

1. q(x) ≥ 0;

2. q(λx) = |λ|q(x);

3. q(x+ y) ≤ q(x) + q(y).

La condición 2) implica que q(0) = 0. Además, si q es una seminorma tal que
q(x) = 0 implica x = 0, entonces q es una norma.

Definición 1.4.6. Sean E un espacio vectorial y A un subconjunto de
E.

1. Se dice que A es convexo si (αx+βy) ∈ A, cualesquiera que sean x ∈ A,
y ∈ A, α ∈ K, α ≥ 0, β ∈ K, β ≥ 0 con α+ β = 1.

2. Se dice que A es equilibrado o circular, si λA ⊂ A (esto es, λx ∈ A,
para todo x ∈ A), cualquiera que sea λ ∈ K con |λ| ≤ 1.

Nótese que si A es equilibrado, entonces necesariamente 0 ∈ A. Tam-
bién, si A es equilibrado, entonces λA = A, para todo λ ∈ K con
|λ| = 1.

3. Si A es convexo y equilibrado, entonces se dice que A es absolutamente
convexo.

4. Se dice que A es absorbente si para todo x ∈ E existe α0 > 0 tal que
x ∈ λA, para todo λ ∈ K con |λ| ≥ α0. Si A es equilibrado y para todo
x ∈ E existe µ ∈ K, µ 6= 0, tal que x ∈ µA, entonces A es absorbente.
En efecto, sea α0 = |µ| > 0. Si λ ∈ K y |λ| ≥ |µ|, entonces |λ−1µ| ≤ 1,
luego

x ∈ µA = λ
(
λ−1µ

)
A ⊂ λA.
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Ejemplo 1.4.5. Sea E un espacio normado.
Toda vecindad de 0 en E es un conjunto absorbente. En efecto, sean V

una vecindad de 0 y x ∈ E cualquiera. Por la continuidad de la operación
multiplicación por un escalar en el punto (0, x) (proposición 1,1,3,3) existen
β0 > 0 y W, una vecindad de x, tales que

|λ| ≤ β0, y ∈W =⇒ λy ∈ V.

Por lo tanto, como x ∈W, si α0 = 1
β0
, entonces

|λ| ≥ α0 =⇒ x ∈ λV

de donde V es absorbente. Se deduce que, en particular, toda vecindad débil
de 0 es un conjunto absorbente.

Ejemplo 1.4.6. Si q : E −→ R es una seminorma en E, entonces los
conjuntos

V = {x ∈ E; q(x) < 1}
W = {x ∈ E; q(x) ≤ 1}

son absolutamente convexos y absorbentes. En efecto, es inmediato que V
y W son absolutamente convexos. Demostremos, por ejemplo, que V es ab-
sorbente. En efecto, sea x ∈ E. Entonces, q(x) = 0, ó, q(x) > 0.

1. Si q(x) = 0, entonces, 1
λ
x ∈ V, para todo λ ∈ K con λ 6= 0, pues

q
(

1
λ
x
)

= 1
|λ|
q(x) = 0 < 1. Por consiguiente, si α0 > 0 es cualquier

número fijo, entonces se tiene que

|λ| ≥ α0 =⇒ x = λ

(
1

λ
x

)
∈ λV.

2. Si α0 = 2q(x) > 0, entonces resulta que

|λ| ≥ α0 =⇒ q

(
1

λ
x

)
≤ 1

2
< 1 =⇒

=⇒ 1

λ
x ∈ V =⇒

=⇒ x = λ

(
1

λ
x

)
∈ λV.

Se concluye que V es absorbente.
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Definición 1.4.7. Sean E un espacio vectorial y A un subconjunto de E.
Se llama funcional de Minkowski del conjunto A a la función qA : E −→ [0,∞]
definida de la siguiente manera:

qA(x) =

{
ı́nf {ρ > 0;x ∈ ρA} , si x ∈ ρA, para algún ρ > 0.
∞, si x 6∈ ρA, para ningún ρ > 0.

Proposición 1.4.11. El funcional de Minkowski qA de un subconjunto
A de un espacio vectorial E, tiene las siguientes propiedades:

1. Si A es absorbente, entonces qA(x) <∞, para cada x ∈ E.

2. qA(λx) = λqA(x), para todo x ∈ E y todo λ ∈ R con λ > 0, esto es, qA
es una función positivamente homogénea.

3. Si A es convexo, entonces qA es una función subaditiva, esto es,

qA(x+ y) ≤ qA(x) + qA(y)

para todo x ∈ E y todo y ∈ E.

4. Si A es equilibrado, entonces

qA(λx) = |λ|qA(x)

para todo x ∈ E y todo λ ∈ K.

5. Si A es convexo y 0 ∈ A, entonces se tienen las siguientes relaciones:

{x ∈ E; qA(x) < 1} ⊂ A ⊂ {x ∈ E; qA(x) ≤ 1}

Demostración.

1. Es inmediato a partir de la definición.

2. Sean x ∈ E y λ > 0. De la siguiente igualdad entre conjuntos,

{ρ > 0 : λx ∈ ρA} = λ {α > 0;x ∈ αA}

se obtiene que qA(λx) = λqA(x). Por lo tanto, 2).
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3. Supongamos que A es convexo. De la siguiente relación:

{ρ > 0; (x+ y) ∈ ρA} ⊃ {α > 0;x ∈ αA} + {β > 0; y ∈ βA} (∗)

válida para cada x ∈ E y cada y ∈ E, resulta que

qA(x+ y) ≤ qA(x) + qA(y)

y por consiguiente, 3). Demostremos la relación (∗). Sea ρ = α + β,
en donde α > 0, β > 0, x ∈ αA, y ∈ βA. Entonces, x

α
∈ A, y

β
∈ A,

α
α+β

+ β

α+β
= 1 y como A es convexo, resulta que

(
α

α+β
x
α

+ β

α+β
y

β

)
∈ A,

luego

x+ y = (α+ β)

(
α

α+ β

x

α
+

β

α+ β

y

β

)
∈ (α+ β)A

esto es, (x+ y) ∈ ρA.

4. Supongamos que A es equilibrado. Sean x ∈ E y λ ∈ K, λ 6= 0.
Demostremos la siguiente igualdad:

{ρ > 0;λx ∈ ρA} = |λ| {α > 0;x ∈ αA}

de donde se obtiene que qA(λx) = |λ|qA(x) y por lo tanto, 4). En efecto:

a) Sea ρ > 0 tal que λx ∈ ρA y demostremos que ρ = |λ|α con α > 0
y x ∈ αA. Como λx ∈ ρA, entonces

x ∈ ρ

λ
A =

ρ

|λ|

( |λ|
λ

)
A =

ρ

|λ|A

pues |λ|
λ
A = A, ya que A es equilibrado. Por consiguiente, si

α = ρ

|λ|
, entonces ρ = |λ|α, y, x ∈ αA.

b) Sea α > 0 tal que x ∈ αA y demostremos que λx ∈ (|λ|α)A. En
efecto,

λx ∈ λαA = |λ|α
(
λ

|λ|

)
A = |λ|αA

pues λ
|λ|
A = A, ya que A es equilibrado.

5. Supongamos que A es convexo y 0 ∈ A.
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a) Demostremos que

{x ∈ E; qA(x) < 1} ⊂ A.

Si qA(x) < 1, entonces existe 0 < ρ < 1 tal que x ∈ ρA, esto es,
x
ρ
∈ A. Además, como 0 ∈ A, entonces se tiene que

x = ρ

(
x

ρ

)
+ (1 − ρ)0 ∈ A.

b) Ahora bien,
A ⊂ {x ∈ E; qA(x) ≤ 1}

pues si x ∈ A, entonces 1 ∈ {ρ > 0;x ∈ ρA} , luego qA(x) ≤ 1.

Corolario 1.4.5. Si A es un subconjunto absolutamente convexo y ab-
sorbente de un espacio vectorial E, entonces el funcional de Minkowski qA de
A es una seminorma en E. Además,

{x ∈ E; qA(x) < 1} ⊂ A ⊂ {x ∈ E; qA(x) ≤ 1} .

Se dice que un subconjunto M de un espacio vectorial E es un sub-
espacio af́ın de E si es el transladado de un subespacio lineal de E, esto es,
M = x0 + F, con x0 ∈ E, y F un subespacio lineal de E.

Teorema 1.4.2. (Forma geométrica del teorema de Hahn-Banach) Sean
E un espacio normado, A un subconjunto abierto convexo de E, y M un
subespacio af́ın de E tal que M ∩A = ∅. Entonces, existe un hiperplano af́ın
cerrado H tal que H ⊃M y H ∩ A = ∅.

Demostración. Caso 1: K = R. Por translación, se puede suponer que
0 ∈ A. Sea M = x0 + F, en donde F es un subespacio lineal de E, x0 ∈ E y
x0 6∈ F.

Como A es absorbente (ejemplo 1,4,5) y convexo, entonces, por la proposi-
ción 1,4,11, el funcional de Minkowski de A, qA : E −→ R, es una función
positivamente homogénea y subaditiva. Además, se tiene que

{x ∈ E; qA(x) < 1} ⊂ A ⊂ {x ∈ E; qA(x) ≤ 1} (∗)

Sea f : [x0, F ] −→ R la forma lineal real definida por

f(λx0 + y) = λ, λ ∈ R, y ∈ F.
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Se sigue que M = f−1(1). También, f(x) ≤ qA(x), para todo x ∈ [x0, F ],
esto es,

f(λx0 + y) ≤ qA(λx0 + y)

para todo λ ∈ R y todo y ∈ F . Para demostrar esta desigualdad, supon-
gamos, por reducción al absurdo, que existen λ1 ∈ R, y1 ∈ F , tales que
f(λ1x0 + y1) > qA(λ1x0 + y1). Si

x =
λ1x0 + y1

f(λ1x0 + y1)

entonces f(x) = 1, luego x ∈M . Además, como qA(x) < 1, entonces, por
(∗), x ∈ A, de donde M ∩ A 6= ∅, lo que es una contradicción. Se sigue que
f(x) ≤ qA(x) para todo x ∈ [x0, F ], luego, por el teorema de Hahn-Banach
(ejercicio 1,3,16.a), existe una forma lineal g : E −→ R extensión de f, tal
que g(x) ≤ qA(x) para todo x ∈ E. Si

H = {x ∈ E; g(x) = 1}

entonces H es un hiperplano af́ın tal que H ⊃ M. Por otra parte, como
A = {x ∈ E; qA(x) < 1} (ejercicio 1,4,7), entonces A ∩H = ∅, pues

x ∈ A =⇒ qA(x) < 1 =⇒ g(x) < 1 =⇒ x 6∈ H.

Además como el hiperplano af́ın H no es denso (por ser A∩H = ∅), se tiene
que H es cerrado.
Caso 2: K = C. Considerando E como un espacio vectorial real, por (Caso 1),
existe un hiperplano af́ın real cerrado Ĥ ⊃M tal que A ∩ Ĥ = ∅. Usando el
ejercicio 1,4,8, se construye un hiperplano af́ın complejo H ⊂ Ĥ que contiene
a M y tal que H ∩ A = ∅. Esto completa la demostración del teorema.

Corolario 1.4.6. (Teorema de separación de Hahn-Banach) Sean E un
espacio normado y A ⊂ E, B ⊂ E dos conjuntos convexos, disyuntos, no
vaćıos, con A abierto. Entonces, existe una forma lineal continua x′ ∈ E ′ tal
que 〈A, x′〉 ∩ 〈B, x′〉 = ∅.

Demostración. Como para cada x ∈ E, el conjunto A − x es abierto
en E, entonces A − B = ∪x∈B

(
A − x

)
es abierto en E. Además, A − B es

convexo y {0} ∩ (A − B) = ∅ (pues A ∩ B = ∅). Por el teorema, existe un
hiperplano cerrado H, que pasa por el origen, tal que H ∩ (A−B) = ∅, luego

128



si x′ ∈ E ′ es una forma lineal continua tal que ker(x′) = H (proposición 1,4,1
y ejercicio 1,3,4), entonces se tiene que 〈A, x′〉 ∩ 〈B, x′〉 = ∅.

Corolario 1.4.7. Si C es un subconjunto convexo de un espacio normado
E y x0 6∈ C, entonces existe una forma lineal continua x′ ∈ E ′ tal que
〈x0, x

′〉 6∈ 〈C, x′〉.

Demostración. Como x0 6∈ C, existe un abierto convexo U ∋ x0 tal que
U ∩ C = ∅. Por el corolario 1,4,6, existe una forma lineal continua x′ ∈ E ′

tal que 〈U, x′〉 ∩ 〈C, x′〉 = ∅, luego 〈x0, x
′〉 6∈ 〈C, x′〉, pues 〈U, x′〉 es abierto

(ejercicio 1,3,2) y 〈x0, x
′〉 ∈ 〈U, x′〉 .

Observación 1.4.5. Par el caso real, el corolario 1,4,6 nos dice que (bajo
las hipótesis alĺı enunciadas) existe un hiperplano af́ın cerrado H tal que los
conjuntos A y B quedan a uno y otro lado de H. El corolario 1,4,7 tiene una
interpretación geométrica análoga.

Corolario 1.4.8. Si C es un subconjunto convexo de un espacio normado
E, entonces la adherencia de C en la topoloǵıa débil σ(E,E ′) coincide con la
adherencia de C en la topoloǵıa de la norma. Consecuentemente, un conjunto
convexo C es σ(E,E ′)-cerrado si y sólo si C es cerrado en la topoloǵıa de la
norma.

Demostración. Sean C
σ(E,E′)

y C las adherencias de C en las topoloǵıas
débil σ(E,E ′) y de la norma, respectivamente. Como la topoloǵıa débil

σ(E,E ′) es menos fina que la topoloǵıa de la norma, C ⊂ C
σ(E,E′)

.

Demostremos ahora que C ⊃ C
σ(E,E′)

. En efecto, si x0 6∈ C, entonces,
por el corolario 1,4,7, existe una forma lineal continua x′ ∈ E ′ tal que
〈x0, x

′〉 6∈ 〈C, x′〉, luego existe δ > 0 tal que

{λ ∈ K; |λ− 〈x0, x
′〉| < δ} ∩ 〈C, x′〉 = ∅.

Por consiguiente, si V es la σ(E,E ′)-vecindad de x0 definida por

V = x0 + {x ∈ E; |〈x, x′〉| < δ}

entonces V ∩ C = ∅, de donde x0 6∈ C
σ(E,E′)

.
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Si C no es convexo, la afirmación del corolario 1,4,8 puede ser falsa como
la muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.4.7. Sea E un espacio normado de dimensión infinita. En-

tonces, la adherencia débil S
σ(E,E′)

de la esfera unitaria S = {x ∈ E; ‖x‖ = 1}
es la bola unitaria cerrada B = {x ∈ E; ‖x‖ ≤ 1}. En efecto,

1. Como B es σ(E,E ′)-cerrada (observación 1,4,2) y S ⊂ B, entonces

S
σ(E,E′) ⊂ B.

2. Demostremos que B ⊂ S
σ(E,E′)

. Sea x0 ∈ B. Entonces: i) Si ‖x0‖ = 1,

x0 ∈ S ⊂ S
σ(E,E′)

. ii) Supongamos que ‖x0‖ < 1. Sean {x′1, x′2, . . . x′n}
un subconjunto finito de E ′ y

V = x0 +
n⋂

i=1

{x ∈ E; |〈x, x′i〉| ≤ 1}

la correspondiente σ(E,E ′)-vecindad de x0. Como E ′ es de dimensión
infinita, existe x′ ∈ E ′ tal que x′ 6∈ [x′1, x

′
2, . . . x

′
n] , luego (ver ejemplo

1.3.3), existe y0 ∈ E tal que 〈y0, x
′〉 6= 0, y, 〈y0, x

′
i〉 = 0, i = 1, 2, . . . , n.

Sea

z0 = x0 +
3y0

‖y0‖
.

Entonces, z0 ∈ V, luego, por la convexidad de V, el segmento cerrado
que une a x0 con z0, [x0, z0] = {tx0 + (1 − t)z0; 0 ≤ t ≤ 1} , está total-
mente contenido en V. Ahora bien, como el segmento abierto que une a
x0 con z0, (x0, z0) = {tx0 + (1 − t)z0; 0 < t < 1} , es conexo, ‖x0‖ < 1,
y, ‖z0‖ > 2 > 1, entonces existe v0 ∈ (x0, z0)∩S. Se sigue que v0 ∈ V ∩S,
luego V ∩ S 6= ∅. Por consiguiente, x0 ∈ S

σ(E,E′)
, lo cual queŕıamos de-

mostrar.

De 1) y 2) se sigue que S
σ(E,E′)

= B.

Lema 1.4.1. Sean E un espacio normado, A ⊂ E ′ un subconjunto abso-
lutamente convexo σ(E ′, E)-cerrado, y, x′0 ∈ E ′, x′0 6∈ A. Entonces, existe una
forma lineal g : E ′ −→ K, σ(E ′, E)-continua, tal que g(x′0) > 1 y |g(x′)| ≤ 1,
para todo x′ ∈ A.

Demostración. Como A es σ(E ′, E)-cerrado y x′0 6∈ A, por la con-
tinuidad de la operación adición
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+ : (E ′, σ(E ′, E))×(E ′, σ(E ′, E)) −→ (E ′, σ(E ′, E)), tenemos que existe una
σ(E ′, E)-vecindad W de 0 tal que (x′0 + W + W ) ∩ A = ∅. Si x1, x2, . . . , xn
son elementos de E tales que V = ∩ni=1 {x′ ∈ E ′; |〈xi, x′〉| < 1} ⊂ W, entonces
(x′0 + V + V ) ∩ A = ∅, de donde se sigue que

(x′0 + V ) ∩ (A+ V ) = ∅. (∗)

Ahora bien, el conjunto U = A+V = ∪a∈A(a+V ) es σ(E ′, E)-abierto, luego
absorbente (ejemplo 1,4,5,2). Además, como U también es absolutamente
convexo, entonces qU , el funcional de Minkowski de U, es una seminorma en
E ′, y se tiene que

{x′ ∈ E ′; qU(x′) < 1} ⊂ U ⊂ {x′ ∈ E ′; qU(x′) ≤ 1} .

Poniendo α = máx1≤i≤n |〈xi, x′0〉| , tenemos que
(

x′0
2(α+1)

)
∈ V, luego

(
x′0 − x′0

2(α+1)

)
∈ x′0 +V, de donde, por (∗), x′0 − x′0

2(α+1)
6∈ U. Por consiguiente,

qU(x′0) >

(
1 − 1

2(α+ 1)

)
qU(x′0) = qU

(
x′0 −

x′0
2(α+ 1)

)
≥ 1

siendo que la primera desigualdad se sigue por el hecho de que 1− 1
2(α+1)

< 1.

Se sigue que qU(x′0) > 1.
Se define la forma lineal f : [x′0] −→ K por

f(λx′0) = λqU(x′0)

Se sigue que |f(x′)| ≤ qU(x′), para todo x′ ∈ [x′0], luego por el teorema
de Hahn-Banach (ejercicio 1,3,16.a), existe una forma lineal g : E ′ −→ K,
extensión de f tal que

|g(x′)| ≤ qU(x′) (†)
para todo x′ ∈ E ′. Entonces, se tienen las siguientes afirmaciones:

1. g es σ(E ′, E)-continua. En efecto, dado ǫ > 0, el conjunto ǫU es una
σ(E ′, E)-vecindad de 0 en E ′. Ahora bien, como qU(x′) ≤ 1, para todo
x′ ∈ U, entonces teniendo en cuenta (†), resulta que

y′ ∈ ǫU =⇒ |g(y′)| ≤ ǫ

de donde la afirmación.
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2. g(x′0) > 1, pues
g(x′0) = f(x′0) = qU(x′0) > 1.

3. Como A ⊂ U y qU(x′) ≤ 1, para todo x′ ∈ U, entonces, por (†), se tiene
que |g(x′)| ≤ 1, para todo x′ ∈ A.

Esta última afirmación completa la demostración del lema.

Teorema 1.4.3. Sean E un espacio normado, φ : E −→ E ′′, φ(x) = x̃,
la aplicación canónica de E en su bidual E ′′, B y B′′ las bolas unitarias
cerradas de E y E ′′, respectivamente. Entonces, la σ(E ′′, E ′)-adherencia en
E ′′ de φ(B) es B′′.

Demostración. Sea Σ = φ(B)
σ(E′′,E′)

. Como B′′ es σ(E ′′, E ′)-cerrada
(observación 1,4,2) y φ(B) ⊂ B′′ (pues ‖φ‖ = 1), entonces se tiene que
Σ ⊂ B′′.

Demostremos que B′′ ⊂ Σ, de donde Σ = B′′. En efecto, supongamos que
x′′0 6∈ Σ. Entonces, por el lema 1,4,1, existe una forma lineal g : E ′′ −→ K,
σ(E ′′, E ′)-continua, tal que

g(x′′0) > 1

|g(x′′)| ≤ 1

para todo x′′ ∈ Σ, en particular, para todo x̃ ∈ φ(B). Ahora bien, por el
ejercicio 1,4,1, existe una forma lineal continua x′1 ∈ E ′ tal que

g(x′′) = 〈x′1, x′′〉

para todo x′′ ∈ E ′′. Por consiguiente,

|〈x, x′1〉| = |〈x′1, x̃〉| = |g(x̃)| ≤ 1

para todo x ∈ B, de donde ‖x′1‖ ≤ 1. Finalmente, resulta que

‖x′′0‖ = sup
‖x′‖≤1

|〈x′, x′′0〉| ≥ 〈x′1, x′′0〉 = g(x′′0) > 1,

luego x′′0 6∈ B′′.

Corolario 1.4.9. Un espacio normado E es reflexivo si y sólo si la bola
unitaria cerrada B de E es σ(E,E ′)-compacta.
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Demostración. Sea φ : E −→ E ′′, φ(x) = x̃, la aplicación canónica de
E en su bidual E ′′.

1. Si E es un espacio reflexivo, entonces φ(B) = B′′. Entonces, φ(B) = B′′

es σ(E ′′, E ′)-compacta (teorema 1,4,1), luego B es σ(E,E ′)-compacta.

2. Rećıprocamente, si B es σ(E,E ′)-compacta, esto es, φ(B) es σ(Ẽ, E ′)-
compacta, entonces φ(B) es σ(E ′′, E ′)-compacta (pues la topoloǵıa

σ(Ẽ, E ′) es la inducida en Ẽ por σ(E ′′, E ′)), luego σ(E ′′, E ′)-cerrada,
de donde, por el teorema, φ(B) = B′′ y por consiguiente E es reflexivo.

Observación 1.4.6. Si en un espacio normado E toda sucesión acotada
posee una subsucesión débilmente convergente, entonces la bola unitaria cer-
rada de E es débilmente compacta ([4], teorema 3,2,1), luego, por el corolario
anterior, E es reflexivo. Esto muestra que la rećıproca de la proposición 1,4,9
es verdadera.

Observación 1.4.7. Es fácil verificar que si un espacio de Banach E es
reflexivo, entonces para toda forma lineal continua f ∈ E ′, existe x0 ∈ E, con
‖x0‖ = 1, tal que |f(x0)| = ‖f‖. Rećıprocamente, esta propiedad caracteriza
a los espacios de Banach reflexivos. (James [12]; ver [4], 3,4).

Ejercicios de la sección 1.4

1. Sea E un espacio normado. Demostrar que una forma lineal
f : (E ′, σ(E ′, E)) −→ K es continua si y sólo si existe x ∈ E tal
que f(x′) = 〈x, x′〉 , para todo x′ ∈ E ′.

2. Demostrar, sin usar la proposición 1,4,10, que si E es un espacio nor-
mado separable, entonces para cualquier sucesión acotada (x′n) en E ′

existen una subsucesión
(
x′nk

) de (x′n), y, x′0 ∈ E ′ tales que x′nk

w∗−→ x′0.

Sugerencia: Imite la demostración de la proposición 1,4,9.

3. Demostrar que si E es un espacio normado de dimensión infinita, en-
tonces el complemento de la bola unitaria (abierta o cerrada) de E es
débilmente denso en E.

4. Sean E un espacio normado de dimensión infinita y E ′ su dual. De-
mostrar que la adherencia de la esfera unitaria de E ′ en la topoloǵıa
σ(E ′, E) de E ′ es la bola unitaria cerrada de E ′.
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5. Demostrar que si E es un espacio normado separable o reflexivo, de
dimensión infinita, entonces existe una sucesión (x′n) en E ′ tal que

‖x′n‖ = 1, n ∈ N, y x′n
w∗−→ 0 (esto es, 〈x, x′n〉 −→ 0, para cada x ∈ E).

Este resultado es válido en cualquier espacio de Banach E de dimensión
infinita. Para su demostración, remitimos al lector a [15] o [20].

6. Sean E un espacio normado y (xn) una sucesión en E, débilmente
convergente a x0 ∈ E. Demostrar que existe una sucesión (Σm

n=1λ
m
n xn)m

de elementos que son combinaciones lineales finitas de los xn, n ∈ N,
convergente en norma hacia x0.

7. Sean E un espacio normado y A un subconjunto abierto de E con
0 ∈ A. Si qA es el funcional de Minkowski de A, demostrar que

A ⊂ {x ∈ E; qA(x) < 1} .

Sugerencia: Dado x ∈ A, x 6= 0, sea ǫ > 0 tal que Bǫ(x) ⊂ A. Escoger
‖x‖
ǫ+‖x‖

< ρ < 1. Demostrar que x
ρ
∈ Bǫ(x).

8. Sean E un espacio vectorial complejo y H un hiperplano real en E.
Demostrar que H ∩ (iH) es un hiperplano complejo en E.

1.5. Teoremas de Banach-Steinhaus, de la apli-

cación abierta y del gráfico cerrado

Teorema 1.5.1. (Banach-Steinhaus; “Principio de la acotación uni-
forme”). Sean E un espacio de Banach y (x′i)i∈I una familia en E ′ tal que
para cada x ∈ E, la familia (〈x, x′i〉)i∈I es acotada en K. Entonces, existe una
constante α > 0 tal que ‖x′i‖ ≤ α, para todo i ∈ I.

Demostración. Para i ∈ I, n ∈ N sean

Fn,i = {x ∈ E; |〈x, x′i〉| ≤ n}

y, Fn = ∩i∈IFn,i. Entonces, (Fn) es una sucesión de subconjuntos cerrados de
E y, por hipótesis, se tiene que E = ∪∞

n=1Fn. Como E es un espacio de Baire
(teorema 0,3,2), existe n0 ∈ N tal que int(Fn0) 6= ∅. Por lo tanto, existen
x0 ∈ Fn0 , y, ǫ > 0 tales que Bǫ(x0) ⊂ Fn0 , o sea,

x ∈ Bǫ(x0), i ∈ I =⇒ |〈x, x′i〉| ≤ n0.
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Ahora bien, si x ∈ E, x 6= 0, entonces
(
x0 + ǫx

2‖x‖

)
∈ Bǫ(x0), luego ∀i ∈ I,

ǫ

2‖x‖ |〈x, x′i〉| =

∣∣∣∣
〈

ǫx

2‖x‖ , x
′
i

〉∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
〈
x0 +

ǫx

2‖x‖ , x
′
i

〉∣∣∣∣+ |〈x0, x
′
i〉| ≤ 2n0.

Por consiguiente, si α = 4n0

ǫ
, entonces se tiene que |〈x, x′i〉| ≤ α‖x‖, para

todo i ∈ I.

Corolario 1.5.1. Sean E un espacio de Banach y (fn) una sucesión en
E ′ que converge puntualmente a f (esto es, ĺımn→∞ fn(x) = f(x), para cada
x ∈ E). Entonces, f ∈ E ′.

Ejemplo 1.5.1. Sean E = ℓ2, y, fn : ℓ2 −→ K, n ∈ N, la forma lineal
definida por fn(x) = xn, si x = (xn). Entonces,

ĺım
n→∞

fn(x) = 0

para cada x ∈ ℓ2. Sin embargo, ‖fn‖ = 1, para cada n ∈ N, luego (fn)
converge puntualmente, pero no en norma, a la función idénticamente nula.

Teorema 1.5.2. (Teorema de la Aplicación Abierta) Sean E,F espacios
de Banach. Entonces toda aplicación lineal continua sobreyectiva
T : E −→ F, es una aplicación abierta.

Demostración. Para ǫ > 0, sean

BE
ǫ = {x ∈ E; ‖x‖ < ǫ}

y
BF
ǫ = {y ∈ F ; ‖y‖ < ǫ}

las bolas de centro cero y radio ǫ de E y F, respectivamente.

1. Demostremos que dado ǫ > 0, existe δ > 0 tal que BF
δ ⊂ T

(
BE
ǫ

)
. En

efecto, para cada n ∈ N, sea ǫn = ǫ
2n+1 . Entonces, se tiene que

E =
∞⋃

j=1

jBE
ǫn

de donde, como T es sobreyectiva, entonces

F = T (E) =
∞⋃

j=1

jT
(
BE
ǫn

)
.
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Por lo tanto, como F es un espacio de Baire, existe jn ∈ N tal que

int
(
jnT

(
BE
ǫn

))
6= ∅. Por otra parte, como

T
(
BE

ǫn
2

)
=

1

2jn

(
jnT

(
BE
ǫn

))

se sigue que int

(
T
(
BE

ǫn
2

))
= ∅, luego existe un abierto no vacio Vn

en F tal que Vn ⊂ T
(
BE

ǫn
2

)
. Por consiguiente, se tiene que

T
(
BE
ǫn

)
⊃ T

(
BE

ǫn
2

)
− T

(
BE

ǫn
2

)
⊃ T

(
BE

ǫn
2

)
− T

(
BE

ǫn
2

)
⊃ Vn − Vn,

y siendo Vn − Vn = ∪x∈Vn
x − Vn un abierto en F con 0 ∈ Vn − Vn,

entonces existe 0 < δn <
1
n

tal que

BF
δn

⊂ (Vn − Vn) ⊂ T
(
BE
ǫn

)
, n ∈ N (1)

Demostremos que
BF
δ1
⊂ T

(
BE
ǫ

)

y por consiguiente, la afirmación. Sea y ∈ BF
δ1

; entonces, por (1) para

n = 1, y ∈ T
(
BE
ǫ1

)
, luego BF

δ2
(y) ∩ T

(
BE
ǫ1

)
6= ∅; sea x1 ∈ BE

ǫ1
con

‖y − T (x1)‖ < δ2.

Tenemos, aplicando (1) para n = 2, (y − T (x1)) ∈ T
(
BE
ǫ2

)
, luego

BF
δ3

(y − T (x1)) ∩ T
(
BE
ǫ2

)
6= ∅; sea x2 ∈ BE

ǫ2
con

‖y − T (x1) − T (x2)‖ < δ3.

Usando inducción y la relación (1), se construye aśı una sucesión (xn)
en E tal que ‖xn‖ < ǫn, n ∈ N, y

∥∥∥∥∥y −
n∑

k=1

T (xk)

∥∥∥∥∥ < δn+1, n ∈ N (2)

Ahora bien,

∞∑

k=1

‖xk‖ ≤
∞∑

k=1

ǫk =
∞∑

k=1

ǫ

2k+1
=
ǫ

2
<∞
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de donde se sigue que existe x ∈ E tal que

∞∑

k=1

xk = ĺım
n→∞

n∑

k=1

xk = x. (3)

Además, ‖x‖ < ǫ, luego x ∈ BE
ǫ . Demostremos que y = T (x) y por

consiguiente, y ∈ T
(
BE
ǫ

)
, lo cual queŕıamos demostrar. En efecto, por

ser T lineal y continua, y teniendo en cuanta (2) y (3), resulta que

‖y − T (x)‖ =

∥∥∥∥∥y − T

(
ĺım
n→∞

n∑

k=1

xk

)∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥y − ĺım
n→∞

n∑

k=1

T (xk)

∥∥∥∥∥ =

= ĺım
n→∞

∥∥∥∥∥y −
n∑

k=1

T (xk)

∥∥∥∥∥ ≤

≤ ĺım
n→∞

δn+1 = 0

esto es, y = T (x).

2. Sean U un abierto en E, y ∈ T (U), x ∈ U, y, ǫ > 0 tales que y = T (x),
y, x+BE

ǫ ⊂ U. Por la parte 1, existe δ > 0 tal que BF
δ ⊂ T

(
BE
ǫ

)
. Por

consiguiente,

y +BF
δ ⊂ T (x) + T

(
BE
ǫ

)
= T

(
x+BE

ǫ

)
⊂ T (U)

de donde T (U) es abierto en F. Por consiguiente, T es una aplicación
abierta.

Corolario 1.5.2. (Teorema del isomorfismo de Banach) Sean E,F espa-
cios de Banach. Entonces, toda aplicación lineal, continua, biyectiva
T : E −→ F es un isomorfismo.

Corolario 1.5.3. Sean E,F espacios de Banach y T : E −→ F una
aplicación lineal continua. Las dos condiciones siguientes son equivalentes:

1. R(T ), la imagen de E por T, es un subespacio cerrado de F.

2. Existe una constante α > 0, tal que para todo y ∈ R(T ) existe un x ∈ E
con y = T (x), y, ‖x‖ ≤ α‖y‖.

137



Demostración. 1 =⇒ 2 : Si R(T ) es cerrado, como F es completo,
entonces R(T ) es completo, luego de Banach. Por el teorema, T : E −→ R(T )
es una aplicación abierta. Por consiguiente, si B es la bola unitaria abierta
de E, entonces T (B) es abierto en R(T ), de donde existe δ > 0 tal que

{y ∈ R(T ); ‖y‖ < δ} ⊂ T (B). (4)

Sean α = 2
δ
> 0, y ∈ R(T ), y 6= 0. Entonces, δy

2‖y‖
∈ R(T ), y,∥∥∥ δy

2‖y‖

∥∥∥ < δ, luego, por (4), existe z ∈ E con ‖z‖ < 1, tal que T (z) = δy

2‖y‖
.

Por consiguiente, si x = 2‖y‖
δ
z, entonces T (x) = y, y, ‖x‖ ≤ α‖y‖.

2 =⇒ 1 : Supongamos válida la condición 2). Como T es continuo, en-
tonces N(T ), el núcleo de T , es un subespacio cerrado de E, y siendo E de
Banach, el espacio cociente E/N(T ) es un espacio de Banach con la norma

‖ẋ‖ = ı́nf {‖x+ y‖; y ∈ N(T )}

(Proposición 1,2,4). La aplicación

ẋ = x+N(T ) ∈ E/N(T )
eT7−→ T̃ (ẋ) = T (x) ∈ R(T )

es lineal, continua y biyectiva (proposición 1,2,6). Sea α como en 2) y de-
mostremos que

‖ẋ‖ ≤ α
∥∥∥T̃ (ẋ)

∥∥∥ (5)

para todo ẋ ∈ E/N(T ), o sea, que T̃−1 es continua, de donde resultará que

T̃ : E/N(T ) −→ R(T ) es un isomorfismo, y siendo E/N(T ) completo, en-
tonces R(T ) también será completo, luego cerrado.

Demostremos, pues, la desigualdad (5). Sea ẋ ∈ E/N(T ); entonces,

T̃ (ẋ) = T (x) ∈ R(T ), luego, por hipótesis, existe z ∈ E tal que T (z) = T (x),
y,

‖z‖ ≤ α‖T (x)‖ = α
∥∥∥T̃ (ẋ)

∥∥∥ (6)

Ahora bien,
T̃ (ż) = T (z) = T (x) = T̃ (ẋ)

luego ż = ẋ, pues, T̃ es inyectiva. Por consiguiente, teniendo en cuenta (6),
se tiene que

‖ẋ‖ = ‖ż‖ ≤ ‖z‖ ≤ α
∥∥∥T̃ (ẋ)

∥∥∥
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esto es, ‖ẋ‖ ≤ α
∥∥∥T̃ (ẋ)

∥∥∥ , para todo ẋ ∈ E/N(T ). Esto completa la de-

mostración del corolario.
Se sabe que si X e Y son espacios topológicos, siendo Y de Hausdorff, y

f : X → Y es una aplicación continua, entonces, G(f) = {(x, f(x));x ∈ X} ,
el gráfico de f , es un subconjunto cerrado del espacio producto X × Y.
La rećıproca de este resultado no es válida, en general. Por ejemplo, sean
X = [0, 1], Y = R, y, f : X −→ Y la función definida aśı:

f(x) =

{
1
x
, si x 6= 0

0, si x = 0

Entonces, G(F ) =
{(
x, 1

x

)
; 0 < x ≤ 1

}
∪ {(0, 0)} es un subconjunto cerrado

el espacio producto [0, 1] × R, pero f no es continua. En contraste, para el
caso lineal se tiene el siguiente

Teorema 1.5.3. (Teorema del gráfico cerrado) Sean E,F espacios de Ba-
nach, y, T : E −→ F una aplicación lineal. Si el gráfico de T ,
G(T ) = {(x, T (x));x ∈ E} es un subconjunto cerrado del espacio producto
E × F, entonces T es continua.

Demostración. Ya que E y F son espacios de Banach, aśı también lo
es el espacio producto E × F, y como, por hipótesis, G(T ) es un subespacio
cerrado de E × F, entonces es de Banach. Ahora bien, la aplicación

(x, T (x)) ∈ G(T )
P17−→ P1(x, T (x)) = x ∈ E

es lineal, biyectiva y continua, pues

‖P1((x, T (x)))‖ = ‖x‖ ≤ ‖(x, T (x))‖

luego, por el teorema del isomorfismo de Banach, su inversa

x ∈ E
P−1

17−→ P−1
1 (x) = (x, T (x)) ∈ G(T )

es continua. Además, como la aplicación

(x, T (x)) ∈ G(T )
P27−→ P2((x, T (x))) = T (x) ∈ F

es continua, entonces T = P2 ◦ P−1
1 : E −→ F es continua.
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Corolario 1.5.4. Sean E,F espacios de Banach y T : E −→ F una
aplicación lineal con la siguiente propiedad:

Si (xn) es una sucesión en E, convergente hacia x ∈ E, tal que
T (xn) −→ y en F , entonces y = T (x).

En este caso T es continua.

Demostración. Sea (x0, y0) ∈ G(T ) ⊂ E × F un punto adherente al
gráfico de T . Entonces, existe una sucesión (zn) ⊂ G(T ) tal que zn → (x0, y0).
Si zn = (xn, T (xn)) ∈ G(T ), n ∈ N, resulta que

xn → x0, y, T (xn) → y

luego, por hipótesis, y0 = T (x0), esto es, (x0, y0) ∈ G(T ). Por consiguiente
G(T ) es cerrado, luego, por el teorema, T es continua.

Definición 1.5.1. Sean E,F espacios normados. Se dice que una apli-
cación lineal T : E −→ F es un operador cerrado cuando su gráfico G(T ) es
un subconjunto (subespacio) cerrado del espacio producto E × F.

Observación 1.5.1.

1. El teorema del gráfico cerrado implica el teorema del isomorfismo de
Banach, luego son equivalentes. En efecto, supongamos válido el teore-
ma del gráfico cerrado y sean E,F espacios de Banach, y, T : E −→ F
una aplicación lineal continua biyectiva. La aplicación

(x, y) ∈ E × F
L7−→ (y, x) ∈ F × E

es un isomorfismo (isométrico) y como G(T ) es cerrado (pues T es
continua), entonces G (T−1) = L(G(T )) es cerrado en F × E, luego,
por hipótesis, T−1 : F −→ E es continua.

2. Si uno de los espacios E ó F no es de Banach, pueden existir operadores
lineales T : E −→ F que son cerrados, pero no continuos, como se
muestra en los dos ejemplos siguientes.

Ejemplo 1.5.2. Sean E = C1[0, 1] el espacio de las funciones (reales
o complejas) continuamente diferenciables en el intervalo cerrado [0, 1], y,
F = C[0, 1] el espacio de las funciones continuas (reales o complejas) también
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definidas en el intervalo [0, 1], ambos espacios, E y F , con la norma del
supremo:

‖f‖ = sup {|f(t)|; t ∈ [0, 1]} .
Del teorema de Weierstrass se sigue que E no es un espacio de Banach.

Ahora bien el operador lineal

f ∈ E
T7−→ T (f) = f ′ ∈ F

que a cada función continuamente diferenciable f le hace corresponder su
derivada f ′, es cerrado pero no continuo. En efecto:

1. T es cerrado, pues si una sucesión de funciones diferenciables (fn) con-
verge a una función f , uniformemente en [0, 1] (o sea, si fn → f en el
espacio E) y la sucesión de sus derivadas (f ′

n) converge a una función
g, uniformemente en [0, 1] o sea, si T (fn) → g en el espacio F , entonces
f es diferenciable y se tiene que f ′ = g (o sea, g = T (f)).

2. T no es continuo, ya que si fn(t) = tn, t ∈ [0, 1], n ∈ N, entonces
‖fn‖ = 1 y ‖T (fn)‖ = n, para todo n ∈ N.

Ejemplo 1.5.3. Sean (E, ‖.‖) un espacio de Banach de dimensión in-
finita, y, (hi)i∈I una base de Hamel de E. Se puede suponer que ‖hi‖ = 1,
para todo i ∈ I. Se define en E otra norma ‖.‖1 de la siguiente manera: Si
x ∈ E, se tiene x = Σi∈Iλihi, en donde λi = 0 excepto para un número finito
de ı́ndices i ∈ I; entonces, definimos

‖x‖1 =
∑

i∈I

|λi|

Tenemos las siguientes afirmaciones:

1. Es inmediato que ‖x‖ ≤ ‖x‖1, para todo x ∈ E, luego la aplicación
identidad id. : (E, ‖.‖1) −→ (E, ‖.‖) es un operador continuo.

2. El espacio (E, ‖.‖1) no es completo. En efecto, sean {y1, y2, . . . , yn, . . .}
un subconjunto infinito enumerable de la base (hi)i∈I , y, xn = Σn

k=1
1
k2yk,

n ∈ N. Entonces, de la convergencia de la serie Σ∞
k=1

1
k2 se sigue que (xn)

es una sucesión de Cauchy en E según la norma ‖.‖1; sin embargo, (xn)
no es convergente a ningún punto de E según esta norma, pues si ex-
istiera x ∈ E tal que ĺımn→∞ ‖xn − x‖1 = 0, entonces, por 1, se tendŕıa
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que ĺımn→∞ ‖xn − x‖ = 0, y por consiguiente, x = Σ∞
k=1

1
k2yk, enten-

diéndose la convergencia de la serie según la norma ‖.‖1. Ahora bien,
x se expresa también en la forma: x = λ1z1 + . . . + λmzm, en donde
λ1, . . . , λm son escalares, y los z1, . . . , zm son elementos de la base de
Hamel (hi)i∈I . Se tiene entonces Σm

j=1λjzj = Σ∞
k=1

1
k2 .yk, lo que es ab-

surdo.

3. Es inmediato que la aplicación identidad T : (E, ‖.‖) −→ (E, ‖.‖1),
T (x) = x, x ∈ E, es un operador lineal cerrado con inverso continuo
(por 1)), de donde T no es continuo, pues de lo contrario seŕıa un
isomorfismo y, como (E, ‖.‖) es de Banach, entonces (E, ‖.‖1) también
lo seŕıa, lo que es una contradicción (por la parte 2)).

Definición 1.5.2. Sean E un espacio vectorial y M , N subespacios lin-
eales de E. Se dice que E es suma directa de los subespacios M y N , lo cual
se denota E = M ⊕N, cuando

1. E = M +N, y 2. M ∩N = {0} .

La condición 2 significa que la representación de cada elemento de E
como suma de elementos de M y N , es única. Si E = M ⊕ N, entonces la
aplicación P : E −→ E, P (x1+x2) = x1, x1 ∈M , x2 ∈ N, tiene las siguientes
propiedades:

1. P es un operador lineal

2. P (E) = M, P−1(0) = N

3. P ◦ P = P .

4. Para todo x ∈ E, se tiene P (x) = x, si y solamente si x ∈M.

Rećıprocamente, si P : E −→ E es un operador lineal tal que P ◦ P = P,
entonces se tiene que E = P (E) ⊕ P−1(0).

Definición 1.5.3. Sea E un espacio vectorial. Se dice que una aplicación
lineal P : E −→ E es una proyección en E si P ◦ P = P.

Definición 1.5.4. Sean E un espacio de Banach y M , N subespacios
lineales de E. Se dice que E es suma directa topológica de los subespacios M
y N cuando,
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1. E = M ⊕N, y

2. M y N son subespacios cerrados.

En este caso, se dice también que M es sumando directo de E y que N es
complemento topológico de M .

Proposición 1.5.1. Sea E un espacio de Banach.

1. Si P : E −→ E es una proyección continua en E, entonces ambos
subespacios M = P (E) y N = P−1(0) son cerrados en E.

2. Rećıprocamente, si M y N son subespacios (cerrados) de E tales que
E es una suma directa topológica de M y N , entonces la proyección
en E (sobre M) P : E −→ E, P (x1 + x2) = x1, x1 ∈ M , x2 ∈ N, es
continua.

Consecuentemente, la existencia de subespacios cerrados con complemen-
tos topológicos en un espacio de Banach E es equivalente a la existencia de
proyecciones continuas en E.

Demostración.

1. Evidentemente, si P es continua, entoncesN = P−1(0) es un subespacio
cerrado de E.

Demostremos que M = P (E) es cerrado en E. En efecto, sea x ∈M un
punto adherente a M . Entonces, existe una sucesión (xn) en M tal que
xn → x. Ahora, como xn = P (xn), n ∈ N, y P es continua, entonces
resulta que

x = ĺım
n→∞

xn = ĺım
n→∞

P (xn) = P (x)

esto es, P (x) = x, luego x ∈M .

2. Rećıprocamente, supongamos que E es suma directa topológica de los
subespacios (cerrados) M y N , y sea P : E −→ E la correspondiente
proyección de E (sobre M). Demostremos que G(P ), el gráfico de P ,
es cerrado en el espacio producto E × E, de donde, por el teorema
1,5,3, P es continua. En efecto, sea (x, y) ∈ G(P ) un punto adherente
al gráfico. Entonces, existe una sucesión (xn) en E tal que xn → x,
y, P (xn) → y. Por consiguiente, como P (xn) ∈ M, n ∈ N, entonces
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y ∈ M. Además, como (xn − P (xn)) ∈ N, n ∈ N y N es cerrado,
entonces resulta que x − y = ĺımn→∞ (xn − P (xn)) ∈ N. Por lo tanto,
x = y+(x− y) ∈M ⊕N, luego y = P (x), de donde (x, y) ∈ G(P ). Por
consiguiente, el gráfico de P es cerrado, lo cual queŕıamos demostrar.

Observación 1.5.2.

1. Se mostrará en el parágrafo siguiente (Teorema 1.6.4) que existen espa-
cios de Banach con subespacios cerrados que no son sumandos directos.

2. Todo subespacio cerrado de un espacio de Banach E es sumando di-
recto si y sólo si E es isomorfo a un espacio de Hilbert H (teorema de
Lindenstrauss-Tzafriri [18]).

Ejercicios de la sección 1.5

1. Sean E un espacio de Banach, F un espacio normado y (Ti)i∈I una
familia en L(E,F ) tal que la familia (Ti(x))i∈I es acotada en F , para
cada x ∈ E. Demostrar que la familia (Ti)i∈I es uniformemente acotada
en L(E,F ) (esto es, que existe α > 0 tal que ‖Ti‖ ≤ α, para todo i ∈ I).

2. Demostrar que toda sucesión débilmente convergente en un espacio
normado E es acotada. Más precisamente, si (xn) es una sucesión en
un espacio normado E tal que xn−⇀ x, entonces existe α > 0 tal que
‖xn‖ ≤ α, para todo n ∈ N.

3. Sean E un espacio de Banach y (φn) una sucesión en E ′ tal que φn
w∗−→ 0

(o sea, φn(x) −→ 0, para cada x ∈ E). Demostrar que (φn) converge a
0, uniformemente en los subconjuntos compactos de E.

4. Sea (x′m,n)(m,n) una sucesión doble de formas lineales continuas en un
espacio de Banach E. Suponga que para cada m ∈ N existe xm ∈ E
tal que la sucesión

(〈
xm, x

′
m,n

〉)
n

no es acotada en K. Demostrar que

existe x ∈ E tal que la sucesión
(〈
x, x′m,n

〉)
n

no es acotada en K, para
ningún m ∈ N (Principio de condensación de las singularidades).

5. Sean E un espacio de Banach, F un espacio normado, (Tn) una sucesión
en L(E,F ) y T : E −→ F un operador lineal tal que

ĺım
n→∞

〈Tn(x), y′〉 = 〈Tn(x), y′〉

para cada x ∈ E y cada y′ ∈ F ′. Demostrar que T es continuo.
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6. Sea (αn) una sucesión de números complejos tal que la serie Σ∞
n=1αnξn

es convergente, cualquiera que sea (ξn) ∈ c0. Demostrar que (αn) ∈ ℓ1.

Sugerencia: Para cada n ∈ N, defina fn : c0 −→ C, de la siguiente
manera: fn(x) = Σn

k=1αkξk, si x = (ξn) ∈ c0.

7. a) Sean E un espacio de Banach y B : E × E −→ K una forma
bilineal definida en E × E. Suponga que para cada x ∈ E existe
µ(x) > 0 tal que |B(x, y)| ≤ µ(x)‖y‖ para todo y ∈ E, y para
cada y ∈ E existe ν(y) > 0 tal que |B(x, y)| ≤ ν(y)‖x‖ para todo
x ∈ E. Demostrar que existe α > 0 tal que |B(x, y)| ≤ α‖x‖ ‖y‖,
para todo x ∈ E y todo y ∈ E. Sugerencia: Considerar las formas
lineales x ∈ E 7−→ B(x, y) cuando y ∈ E, ‖y‖ ≤ 1.

b) Sea (αij) una matriz cuadrada infinita tal que la serie doble
∞∑
i=0

∞∑
j=0

αijξiηj converge, cualesquiera que sean los elementos (ξn)

y (ηn) en ℓ2. Demostrar que existe una constante α > 0 tal que

∣∣∣∣∣

∞∑

i=0

∞∑

j=0

αijξiηj

∣∣∣∣∣ ≤ α‖x‖2 ‖y‖2

para todo x = (ξn) ∈ ℓ2 y todo y = (ηn) ∈ ℓ2 (teorema de
Hellinger-Toeplitz).

Sugerencia: Primero demostrar, con el método del ejercicio 1,5,6,
que si (ζi) es una sucesión de números complejos tal que la serie
Σ∞
i=0ξiζi converge para todo (ξi) ∈ ℓ2, entonces (ζi) ∈ ℓ2.

8. Sea B : R2 × R −→ R2 la aplicación definida por

B((x1, x2), y) = (x1y, x2y).

a) Demostrar queB es una transformación bilineal continua sobreyec-
tiva.

b) Demostrar que B no es abierta en el punto ((1, 1), 0).

c) Encontrar los puntos de R2 × R en donde B es abierta.
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9. Demostrar que no existe ninguna sucesión (cn) de números complejos
con las siguiente propiedad:

Una serie infinita de números complejos Σ∞
n=1an converge absoluta-

mente si y sólo si la sucesión (cnan) es acotada.

Sugerencia: Suponga que existe una tal sucesión (cn) con cn 6= 0 para
todo n ∈ N. Considerar la aplicación

x = (xn) ∈ ℓ∞
T7−→ T (x) =

(
xn
cn

)
∈ ℓ1.

10. Sean E,F espacios de Banach, y, T ∈ L(E,F ) una aplicación lineal
continua sobreyectiva. Demostrar que si (yn) es una sucesión conver-
gente en F, entonces existe una sucesión (xn) convergente en E, tal que
T (xn) = yn, n ∈ N.

Sugerencia: Suponga que yn → y0 en F . Sea x0 ∈ E tal que T (x0) = y0.
Aplicar el corolario 1,5,3 a la sucesión (zn) = (yn − y0).

11. Sean E, F, H espacios de Banach, T ∈ L(E,H), S ∈ L(F,H) y supon-
gamos que para cada x ∈ E, la ecuación T (x) = S(y) tiene una solución
única y(x) ∈ F. Demostrar que la aplicación x ∈ E 7−→ y(x) ∈ F
aśı definida es un elemento de L(E,F ).

Sugerencia: Aplicar el teorema del gráfico cerrado.

12. Sean E un espacio de Banach y M,N subespacios cerrados de E tales
que E = M +N. Demostrar que existe k > 0 tal que para todo x ∈ E
existen z ∈M, w ∈ N con x = z + w y tales que ‖z‖ + ‖w‖ ≤ k‖x‖.
Sugerencia: Considerar la aplicación

(z, w) ∈M ×N
T7−→ T ((z, w)) = z + w ∈ E.

13. Demostrar que en un espacio de Banach E todo subespacio lineal de
dimensión finita tiene un complemento topológico.

14. Sean E, F espacios de Banach y T : E −→ F un operador lineal.
Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes:
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a) T es continuo.

b) T : Eσ −→ Fσ es continuo.

c) T : E −→ Fσ es continuo.

(Si E es un espacio normado, entonces Eσ denota el espacio E dotado
de la topoloǵıa débil σ(E,E ′)).

15. a) Demostrar que en un espacio de Banach E todo subespacio cerrado
M de codimensión finita (esto es, tal que dim(E/M) < ∞) tiene
un complemento topológico.

b) Sean E,F espacios de Banach,y T ∈ L(E,F ). Demostrar que
T : Eσ −→ F es continuo si y sólo si dim(T (E)) <∞.

Sugerencia: Si T : Eσ −→ F es continuo, entonces existen elemen-
tos x′1, x

′
2, . . . , x

′
n en E tales que

x ∈
n⋂

i=1

{x ∈ E; |〈x, x′i〉| ≤ 1} =⇒ ‖T (x)‖ < 1.

Sea M = ∩ni=1 {x ∈ E; 〈x, x′i〉 = 0}; demostrar que
dim(E/M) <∞. Usar la parte a). Para la rećıproca, si
dim(T (E)) < ∞, entonces T (E)σ = T (E). Aplicar el ejercicio
anterior.

16. a) Si P es una proyección continua no nula en un espacio de Banach
E, demostrar que ‖P‖ ≥ 1.

b) Sean P , Q proyecciones continuas en un espacio de Banach E tales
que PQ = QP y P 6= Q. Demostrar que ‖P −Q‖ ≥ 1.

1.6. Aplicaciones y ejemplos

1.6.1. Funciones holomorfas

Definición 1.6.1. Sean E un espacio de Banach complejo, Ω un abierto
de C y f : Ω −→ E una aplicación.

1. Se dice que f es débilmente holomorfa en Ω si la función

z ∈ Ω 7−→ 〈f(z), x′〉 ∈ C

es holomorfa en Ω, para todo x′ ∈ E ′.
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2. Se dice que f es fuertemente holomorfa en Ω si el ĺımite ĺımz→z0
f(z)−f(z0)

z−z0
existe en E, para todo z0 ∈ Ω. En este caso, dicho ĺımite se denota por
f ′(z0).

Es claro que toda función fuertemente holomorfa es débilmente holomorfa.
La rećıproca también es verdadera, como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 1.6.1. Sean E un espacio de Banach complejo y Ω un abierto de
C. Entonces, toda función débilmente holomorfa f : Ω −→ E es fuertemente
holomorfa.

Demostración. Sean z0 ∈ Ω y xn = f(zn)−f(z0)
zn−z0

∈ E, n ∈ N, en donde
(zn) es una sucesión en Ω tal que zn 6= z0, n ∈ N, zn → z0. Si para cada

n ∈ N, x̃n ∈ Ẽ ⊂ E ′′ es la imagen de xn por el isomorfismo isométrico
canónico del espacio E sobre el subespacio (cerrado) Ẽ de E ′′ (proposición
1,3,6), entonces se tiene que para x′ ∈ E ′,

〈x′, x̃n〉 = 〈xn, x′〉 =
〈f(zn), x

′〉 − 〈f(z0), x
′〉

zn − z0

(1)

Ahora bien, por hipótesis, el ĺımite del último término de esta igualdad
(1) existe y es igual a la derivada (compleja) en el punto z0 de la función
z ∈ Ω 7−→ 〈f(z), x′〉 ∈ C. Por consiguiente,

ĺım
n→∞

〈x′, x̃n〉 =
d

dz
[〈f(z), x′〉]z=z0 (2)

para cada x′ ∈ E ′. Por lo tanto, el teorema de Banach-Steinhaus implica que
existe una constante α > 0 tal que ‖xn‖ = ‖x̃n‖ ≤ α, para todo n ∈ N, luego
la función

x′ ∈ E ′ x′′7−→ x′′(x′) = ĺım
n→∞

〈x′, x̃n〉 ∈ C (3)

es una forma lineal continua sobre E ′. Además, tenemos que

‖f(zn) − f(z0)‖ = ‖(zn − z0)xn‖ = ‖x̃n‖ |zn − z0| ≤ α |zn − z0|

de donde f(zn) → f(z0) cuando n → ∞. Por consiguiente, f es continua en
z0. Se sigue que toda función débilmente holomorfa es continua.

Sean ρ > 0 tal que D = {z ∈ C; |z − z0| ≤ ρ} ⊂ Ω y n ∈ N suficiente-
mente grande tal que |zn − z0| < ρ

2
. Usando la fórmula integral de Cauchy y
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teniendo en cuenta (2) y (3), se tienen las siguientes igualdades:

〈f(zn), x
′〉 =

1

2πi

∫

∂D

〈f(ξ), x′〉
ξ − zn

dξ

〈f(z0), x
′〉 =

1

2πi

∫

∂D

〈f(ξ), x′〉
ξ − z0

dξ

〈x′, x′′〉 =
1

2πi

∫

∂D

〈f(ξ), x′〉
(ξ − z0)2

dξ

para x′ ∈ E ′, luego, por (1), se tiene que

〈x′, x̃n − x′′〉 =

=
1

2πi

∫

∂D

[
1

zn − z0

{
1

ξ − zn
− 1

ξ − z0

}
− 1

(ξ − z0)2

]
〈f(ξ), x′〉 dξ =

=
1

2πi

∫

∂D

(zn − z0)

(ξ − zn)(ξ − z0)2
〈f(ξ), x′〉 dξ

para cada x′ ∈ E ′. Por lo tanto, puesto que

|ξ − zn| ≥ |ξ − z0| − |zn − z0| > ρ− ρ

2
=
ρ

2

se sigue que

|〈x′, x̃n − x′′〉| ≤ a

2ρ2
|zn − z0| ‖x′‖

para todo x′ ∈ E ′, en donde a = sup {‖f(ξ)‖; ξ ∈ ∂D}. Por consiguiente,

‖x̃n − x′′‖ ≤ a

2ρ2
|zn − z0|

luego la sucesión (x̃n) ⊂ Ẽ converge a x′′ en el espacio E ′′, y siendo Ẽ cerrado,

entonces x′′ ∈ Ẽ, esto es, existe x ∈ E tal que x′′ = x. Por lo tanto, se tiene
que

‖xn − x‖ = ‖x̃n − x̃‖ = ‖x̃n − x′′‖
de donde xn → x en E, esto es, f es fuertemente holomorfa.

1.6.2. Series de Fourier

Sea E = Cp[0, 2π] el espacio de todas las funciones reales continuas
f : [0, 2π] −→ R tales que f(0) = f(2π), dotado de la norma del supre-
mo: ‖f‖ = sup |f(t)|; t ∈ [0, 2π]. Cualquier función f ∈ E se puede extender
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periódicamente, con un peŕıodo 2π, a todo R. Por consiguiente, E es el es-
pacio de las funciones reales continuas f : R −→ R de peŕıodo 2π.

Para f ∈ E, los números

a0 = 1
2π

∫ 2π

0
f(t)dt

ak = 1
π

∫ 2π

0
f(t) cos kt dt, k ≥ 1

bk = 1
π

∫ 2π

0
f(t) sen kt dt, k ≥ 1





(4)

se llaman los coeficientes de Fourier de la función f ∈ E. La serie

a0 +
∞∑

k=1

{ak cos kx+ bk sen kx} , x ∈ R

se llama serie de Fourier asociada a f ; usaremos la notación:

f(x) ∼ a0 +
∞∑

k=1

{ak cos kx+ bk sen kx} , x ∈ R.

En lo que sigue mostraremos que para todo x ∈ [0, 2π] existe una función
real, continua, periódica, de peŕıodo 2π, f ∈ E tal que su serie de Fourier
diverge en el punto x. En efecto:

1. Si

Sn(f ;x) = a0 +
n∑

k=1

(ak cos kx+ bk sen kx) (5)

es la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier de f ∈ E en el punto
x, entonces

Sn(f ;x) =
1

2π

∫ 2π

0

f(x− t)Dn(t)dt (6)

en donde

Dn(t) =
sen
[

1
2
(2n+ 1)t

]

sen t
2

(núcleo de Dirichlet) (6′)
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En efecto, substituyendo (4) en (5), resulta que

Sn(f ;x) =
1

π

∫ 2π

0

f(u)

{
1

2
+

n∑

k=1

cos k(x− u)

}
du (7)

Ahora bien,

1

2
+

n∑

k=1

cos k(x− u) =
sen
[

1
2
(2n+ 1)(x− u)

]

2 sen 1
2
(x− u)

(8)

pues

1

2
+

n∑

k=1

eikθ =
1

2
+

n∑

k=0

eikθ − 1 =
ei(n+1)θ − 1

eiθ − 1
− 1

2
=

=
ei(n+ 1

2)θ − e−i
θ
2

ei
θ
2 − e−i

θ
2

− 1

2
=

=
2ei(n+ 1

2)θ − e−i
θ
2 − ei

θ
2

2
[
ei

θ
2 − e−i

θ
2

] =

=
ei(n+ 1

2)θ − cos θ
2

2i sen θ
2

e igualando las partes reales de esta igualdad, con θ = x−u, se obtiene
la igualdad (8).

Substituyendo (8) en (7) y haciendo el cambio de variable t = x − u,
se tiene que

Sn(f ;x) = − 1

2π

∫ x−2π

x

f(x− t)Dn(t)dt (9)

en donde Dn(t) es el núcleo de Dirichlet (6′). Entonces,

Sn(f ;x) =
1

2π

[
−
∫ 0

x

f(x− t)Dn(t)dt−
∫ x−2π

0

f(x− t)Dn(t)dt

]
=

=
1

2π

[∫ x

0

f(x− t)Dn(t)dt+

∫ 0

x−2π

f(x− t)Dn(t)dt

]
=

=
1

2π

[∫ x

0

f(x− t)Dn(t)dt+

∫ 2π

x

f(x− t)Dn(t)dt

]
=

=
1

2π

∫ 2π

0

f(x− t)Dn(t)dt
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0 x 2πx− 2π−2π

�
6

-� -

siendo la penúltima igualdad consecuencia del hecho de que tanto f
como Dn son funciones periódicas, de peŕıodo 2π. Tenemos entonces la
igualdad (6). (Ver la figura).

2. La forma lineal en E

un : f ∈ E 7−→ Sn(f ;x) =
1

2π

∫ 2π

0

f(x− t)Dn(t)dt

n ∈ N, es continua y

‖un‖ =
1

2π

∫ 2π

0

|Dn(t)|dt = ℓn. (10)

(El número ℓn se llama la n-ésima constante de Lebesgue).

En efecto, es inmediato, que si |f(x)| ≤ 1, para todo x ∈ [0, 2π] (esto
es, si ‖f‖ ≤ 1), entonces, |un(f)| ≤ ℓn, luego ‖un‖ ≤ ℓn, n ∈ N. Por
consiguiente, para demostrar (10), es suficiente mostrar que para todo
ǫ > 0 existe gǫ ∈ E tal que ‖gǫ‖ ≤ 1 y |un(gǫ)| > ℓn− ǫ. Ahora bien, los
puntos en donde Dn(t) = 0 (n ∈ N), son de la forma t = 2kπ

2n+1
, k ∈ Z.

Para 0 < δ < π
2n+1

se define la función fδ ∈ E de la siguiente manera:

fδ(y) =

{
sgnDn(x− y), si 2kπ

2n+1
+ δ ≤ x− y ≤ 2(k+1)π

2n+1
− δ

lineal, si 2kπ
2n+1

− δ ≤ x− y ≤ 2kπ
2n+1

+ δ
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J
J

J
J

J
J

J
J

J
J

JJ

−δ 0 δ
2π

2n+1
− δ 2π

2n+1
2π

2n+1
+ δ 4π

2n+1
− δ 4π

2n+1
4π

2n+1
+ δ

en donde sgnξ = ξ

|ξ|
, si ξ 6= 0. Es claro que ‖fδ‖ = 1. Además,

un(fδ) =
1

2π

∫ 2π

0

fδ(x− t)Dn(t)dt =

=
1

2π

2n∑

k=0

∫ 2(k+1)π
2n+1

−δ

2kπ
2n+1

+δ

fδ(x− t)Dn(t)dt

+
1

2π

2n∑

k=0

∫ 2kπ
2n+1

+δ

2kπ
2n+1

−δ

fδ(x− t)Dn(t)dt,

de donde se obtiene que

|un(fδ)| ≥ ℓn −
1

π

2n∑

k=0

∫ 2kπ
2n+1

+δ

2kπ
2n+1

−δ

|Dn(t)|dt ≥ ℓn −
2δ

π
(2n+ 1)2

en donde la última desigualdad se sigue por el hecho de que
|Dn(t)| = |1 + 2

∑n

k=1 cos kt| ≤ 2n + 1. Tenemos que dado ǫ > 0, se
puede encontrar gǫ ∈ E con ‖gǫ‖ = 1 y tal que |un(gǫ)| > ℓn − ǫ. Por
consiguiente, ‖un‖ = ℓn.
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3. Demostremos que ĺımn→∞ ℓn = ∞. En efecto,

ℓn =
1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣
sen 1

2
(2n+ 1)t

sen 1
2
t

∣∣∣∣ dt =

=
1

π

∫ π

0

∣∣∣∣
sen(2n+ 1)t

sen t

∣∣∣∣ dt ≥ (sen t ≤ t, si 0 ≤ t ≤ π)

≥ 1

π

∫ π

0

∣∣∣∣
sen(2n+ 1)t

t

∣∣∣∣ dt =

=
1

π

2n∑

k=0

∫ (k+1)π
2n+1

kπ
2n+1

∣∣∣∣
sen(2n+ 1)t

t

∣∣∣∣ dt ≥

≥ 1

π

2n∑

k=0

2n+ 1

(k + 1)π

∫ (k+1)π
2n+1

kπ
2n+1

|sen(2n+ 1)t| dt =

=
1

π2

2n∑

k=0

1

k + 1

∫ (k+1)π

kπ

| sen t|dt =

=
2

π2

2n∑

k=0

1

k + 1
→ ∞,

luego ĺımn→∞ ℓn = ∞.

4. Aśı, (un) es una sucesión de formas lineales continuas en E tal que
supn ‖un‖ = ∞. Por consiguiente, por el teorema de Banach-Steinhaus,
existe f ∈ E tal que la sucesión (un(f)) no es acotada, esto es, la serie
de Fourier de f en el punto x es divergente.

Observación 1.6.1. Usando el teorema de Banach-Steinhaus, se puede
demostrar aún más (Ejercicio 1,6,1): dado un conjunto enumerable
A ⊂ [0, 2π], existe una función continua cuya serie de Fourier diverge en
todos los puntos de A. De hecho, hay funciones continuas cuyas series de
Fourier divergen en conjuntos no enumerables, de segunda categoŕıa y den-
sos en [0, 2π]. Por otra parte, Carleson [3] demostró que para toda función
f ∈ Cp[0, 2π], el conjunto de los puntos de [0, 2π] en donde la serie de Fourier
de f no converge, tiene medida (de Lebesgue) nula.
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1.6.3. Subespacios cerrados de ℓ1 que no admiten com-

plemento topológico

Teorema 1.6.2 (Banach). En el espacio ℓ1 toda sucesión débilmente con-
vergente es fuertemente convergente. Más precisamente, para toda sucesión(
x(m)

)
en ℓ1, y todo x ∈ ℓ1

x(m)−⇀ x =⇒
∥∥x(m) − x

∥∥→ 0.

Demostración. Es suficiente demostrar que x(m)⇀ 0 implica x(m) → 0.
Supongamos, por reducción al absurdo, que existe una sucesión

(
x(m)

)
en

ℓ1 tal que
x(m)⇀ 0, y,

∥∥x(m)
∥∥ 6−→ 0.

Entonces, existen ǫ > 0 y una subsucesión
(
x(mk)

)
de
(
x(m)

)
tales que

∞∑

n=1

∣∣x(mk)
n

∣∣ =
∥∥x(mk)

∥∥
1
≥ ǫ, (11)

para todo k ∈ N. Vamos a demostrar que existe una sucesión
v = (vn) ∈ ℓ∞ = (ℓ1)′, tal que

〈
x(mk), v

〉
=

∞∑

n=1

vnx
(mk)
n 6−→ 0, (k → ∞)

lo que nos dará una contradicción. En efecto,

1. Sea n1 ∈ N tal que
∞∑

n=n1+1

∣∣x(m1)
n

∣∣ < ǫ

5
(12)

Por lo tanto, teniendo en cuenta (11), se obtiene que

n1∑

n=1

∣∣x(m1)
n

∣∣ =
∞∑

n=1

∣∣x(m1)
n

∣∣−
∞∑

n=n1+1

∣∣x(m1)
n

∣∣ > 4

5
ǫ. (13)

Escogemos ahora números complejos v1, v2, . . . , vn1 tales que

|vn| = 1, y, vnx
(m1)
n =

∣∣x(m1)
n

∣∣ (14)
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para n = 1, 2, . . . , n1. Cualesquiera que sean los valores de vn ∈ C con
|vn| = 1, n > n1, y teniendo en cuenta (12), (13), (14), resulta que

∣∣∣∣∣

∞∑

n=1

vnx
(m1)
n

∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣

n1∑

n=1

vnx
(m1)
n

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣

∞∑

n=n1+1

vnx
(m1)
n

∣∣∣∣∣ ≥

≥
n1∑

n=1

∣∣x(m1)
n

∣∣−
∞∑

n=n1+1

∣∣x(m1)
n

∣∣ >

>
3

5
ǫ.

2. Como x(m)−⇀ 0 (m→ ∞), entonces

x(mk)
n −→ 0 (k → ∞) (15)

para n = 1, 2, . . . , luego existe mk2 > m1 tal que

n1∑

n=1

∣∣∣∣x
(mk2)
n

∣∣∣∣ <
ǫ

5
(16)

Sea n2 > n1 tal que

∞∑

n=n2+1

∣∣∣∣x
(mk2)
n

∣∣∣∣ <
ǫ

5
. (17)

Análogamente, como en (13), se sigue que

n2∑

n=1

∣∣∣∣x
(mk2)
n

∣∣∣∣ >
4

5
ǫ (18)

de donde, por (16), se obtiene que

n2∑

n=n1+1

∣∣∣x(mk2)
∣∣∣ =

n2∑

n=1

∣∣∣∣x
(mk2)
n

∣∣∣∣−
n1∑

n=1

∣∣∣∣x
(mk2)
n

∣∣∣∣ >
3

5
ǫ. (19)

Escogemos números complejos vn1+1, vn1+2, . . . , vn2 tales que

|vn| = 1, y, vnx
(mk2)
n =

∣∣∣∣x
(mk2)
n

∣∣∣∣ (20)
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para n = n1+1, n1+2, . . . , n2. Cualesquiera que sean los valores vn ∈ C
con |vn| = 1, n > n2, y teniendo en cuenta (17), (18), (19) y (20), se
obtiene que∣∣∣∣
∞∑
n=1

vnx
(mk2)
n

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
n1∑
n=1

vnx
(mk2)
n +

n2∑
n=n1+1

vnx
(mk2)
n +

∞∑
n=n2+1

vnx
(mk2)
n

∣∣∣∣ ≥

≥
∣∣∣∣∣

n2∑

n=n1+1

vnx
(mk2)
n

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣

n1∑

n=1

vnx
(mk2)
n

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣

∞∑

n=n2+1

vnx
(mk2)
n

∣∣∣∣∣ ≥

≥
n2∑

n=n1+1

∣∣∣∣x
(mk2)
n

∣∣∣∣−
n1∑

n=1

∣∣∣∣x
(mk2)
n

∣∣∣∣−
∞∑

n=n2+1

∣∣∣∣x
(mk2)
n

∣∣∣∣ >
ǫ

5
.

3. Efectuamos el paso siguiente en la construcción de la sucesión
(vn) ∈ ℓ∞.

Por (15), existe mk3 > mk2 tal que

n2∑

n=1

∣∣∣∣x
(mk3)
n

∣∣∣∣ <
ǫ

5
(21)

Sea n3 > n2 tal que
∞∑

n=n3+1

∣∣∣x(mk3
)

n

∣∣∣ < ǫ

5
.

Análogamente como en (13) o (18), se tiene que

n3∑

n=1

∣∣∣∣x
(mk3)
n

∣∣∣∣ >
4

5
ǫ

de donde, por (21), resulta que

n3∑

n=n2+1

∣∣∣∣x
(mk3)
n

∣∣∣∣ >
3

5
ǫ. (22)

Escogemos números complejos vn2+1, vn2+2, . . . , vn3 tales que

|vn| = 1, y, vnx
(mk3)
n =

∣∣∣∣x
(mk3)
n

∣∣∣∣ (23)
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para n = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n3. Cualesquiera que sean los valores de vn
con |vn| = 1, n > n3, y teniendo en cuenta (21), (22) y (23), se sigue
que

∣∣∣∣∣

∞∑

n=1

vnx
(mk3)
n

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

n2∑

n=1

vnx
(mk3)
n +

n3∑

n=n2+1

vnx
(mk3)
n +

∞∑

n=n3+1

vnx
(mk3)
n

∣∣∣∣∣ >
ǫ

5
.

4. Continuando este proceso, se construyen una sucesión v = (vn) ∈ ℓ∞ y

una subsucesión
(
x(mki)

)
de
(
x(mk)

)
tales que

∣∣〈x(mki
), v
〉∣∣ =

∣∣∣∣∣

∞∑

n=1

vnx
(mki)
n

∣∣∣∣∣ >
ǫ

5
para todo i.

Por consiguiente, x(mki) 6−⇀ 0 (i→ ∞), de donde x(mk) 6−⇀ 0 (k → ∞),
lo cual queŕıamos demostrar.

Corolario 1.6.1. En ℓ1 toda sucesión de Cauchy en el sentido débil lo
es también en el sentido de la norma.

Demostración. Sea
(
x(m)

)
una sucesión en ℓ1 que es de Cauchy en el

sentido débil, pero no en el de la norma. Entonces existen ǫ > 0 y sucesiones
(nk), (mk) tales que ∥∥x(nk) − x(mk)

∥∥
1
≥ ǫ

para k = 1, 2, . . . , de donde, procediendo como en el teorema, se tiene que

x(nk) − x(mk) 6−⇀ 0, (k → ∞)

Por otra parte, como la sucesión
(
x(m)

)
es de Cauchy en el sentido débil,

entonces x(nk) − x(mk)−⇀ 0 (k → ∞), lo que es una contradicción.

Corolario 1.6.2. El espacio ℓ1 es débilmente secuencialmente completo,
esto es, toda sucesión de Cauchy en el sentido débil en ℓ1, es débilmente
convergente.

Corolario 1.6.3. Si 1 < p < ∞, entonces ℓp no puede ser isomorfo a
ningún subespacio cerrado de ℓ1.
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Teorema 1.6.3. Todo espacio de Banach separable E es isomorfo a un
espacio cociente de ℓ1.

Demostración. Sea (xn) una sucesión densa en la bola unitaria de E.
La aplicación

ζ = (λn) ∈ ℓ1
T7−→ T (ζ) =

∞∑

n=1

λnxn ∈ E

es lineal y continua, pues ‖T (ζ)‖ ≤ ‖ζ‖1, para todo ζ ∈ ℓ1. Además, T es
sobreyectiva. En efecto, sea x ∈ E con ‖x‖ ≤ 1. Demostremos, por inducción,
que existe una subsucesión (xnk

) de (xn) tal que

∥∥∥∥∥x−
k∑

i=1

1

2i−1
xni

∥∥∥∥∥ ≤ 1

2k
(24)

para k = 1, 2, . . . . Para k = 1 : Como ‖x‖ ≤ 1, entonces existe xn1 tal que
‖x− xn1‖ < 1

2
, luego (24) es válida para k = 1. Supongamos, por inducción,

que la desigualdad (24) es válida para k ∈ N. Entonces, multiplicando ambos
lados de esta desigualdad por 2k, resulta que

∥∥∥∥∥2
kx− 2k

k∑

i=1

1

2i−1
xni

∥∥∥∥∥ < 1

luego existe xnk+1
, nk+1 > nk, tal que

∥∥∥∥∥2
kx− 2k

k∑

i=1

1

2i−1
xni

− xnk+1

∥∥∥∥∥ <
1

2

esto es, ∥∥∥∥∥x−
k+1∑

i=1

1

2i−1
xni

∥∥∥∥∥ <
1

2k+1
.

Ahora bien, (24) implica que

x =
∞∑

i=1

1

2i−1
xni

y por consiguiente, x = T (ζ), en donde ζ ∈ ℓ1. Se sigue que T (ℓ1) contiene
la bola unitaria de E, luego T es sobreyectiva.
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Por consiguiente, por el Teorema de la Aplicación Abierta, T : ℓ1 −→ E
es un homomorfismo topológico sobre E, luego si H = N(T ) (= T−1(0)),
entonces E es isomorfo al cociente ℓ1/H (proposición 1,2,6,2).

Teorema 1.6.4. Existen subespacios cerrados de ℓ1 sin complemento
topológico.

Demostración. Sea E un espacio de Banach separable que no es isomorfo
a ningún subespacio de ℓ1 (corolario 1,6,3 del teorema 1,6,2).

Por el teorema 1,6,3, existe un subespacio cerrado H de ℓ1 tal que E es
isomorfo a ℓ1/H : E ≃ ℓ1/H. Este subespacio cerrado H de ℓ1 no posee
complemento topológico en ℓ1. En efecto, si existiera un subespacio cerrado
M de ℓ1, con ℓ1 = M ⊕ H, entonces, ℓ1/H ≃ M , de donde E ≃ M , lo que
seŕıa una contradicción.

Ejercicios de la sección 1.6

1. Sea (xn) una sucesión de puntos del intervalo cerrado [0, 2π]. Demostrar
que existe una función continua periódica, de peŕıodo 2π, f ∈ Cp[0, 2π]
tal que su serie de Fourier diverge en todos los puntos xn, n ∈ N.

Sugerencia: Usar el ejercicio 1,5,4.

1.7. Operadores adjuntos

Teorema 1.7.1. (y Definición). Sean E,F espacios de Banach y
T ∈ L(E,F ) un operador lineal continuo de E en F . Entonces, existe un
único operador lineal continuo T ′ ∈ L(F ′, E ′) tal que

〈x, T ′(y′)〉 = 〈T (x), y′〉
para todo x ∈ E y todo y′ ∈ F ′. Además, la aplicación

T ∈ L(E,F )
φ7−→ φ(T ) = T ′ ∈ L(F ′, E ′)

es un isomorfismo isométrico sobre su imagen.
El operador T ′ se llama operador adjunto de T .

Demostración. Se define el operador lineal y′ ∈ F ′ T ′

7−→ T ′(y′) ∈ E ′, por
la formula:

〈x, T ′(y′)〉 = 〈T (x), y′〉 , x ∈ E.

Se tienen las siguientes afirmaciones:
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1. El operador T ′ está bien definido, esto es, T ′(y′) ∈ E ′, si y′ ∈ F ′. En
efecto, si y′ ∈ F ′, entonces

|〈x, T ′(y′)〉| = |〈T (x), y′〉| ≤ (‖T‖ ‖y′‖) ‖x‖

para todo x ∈ E, de donde T ′(y′) ∈ E ′.

Además, se tiene que ‖T ′(y′)‖ ≤ ‖T‖ ‖y′‖, para todo y′ ∈ F ′, luego
T ′ ∈ L(F ′, E ′).

2. Demostremos la unicidad del operador T ′. Sea S ∈ L(F ′, E ′) otro ope-
rador con la propiedad de que

〈x, S(y′)〉 = 〈T (x), y′〉

para todo x ∈ E y todo y′ ∈ F ′. Entonces,

〈x, S(y′)〉 = 〈T (x), y′〉 = 〈x, T ′(y′)〉

para todo x ∈ E y todo y′ ∈ F ′, luego S(y′) = T ′(y′), para todo y′ ∈ F ′,
esto es, S = T ′.

3. La aplicación

T ∈ L(E,F )
φ7−→ φ(T ) = T ′ ∈ L(F ′, E ′)

es lineal. Además, por 1) se tiene que ‖φ(T )‖ ≤ ‖T‖, de donde φ es
continua.

Demostremos que φ es una isometŕıa sobre la imagen. En efecto,

‖T‖ = sup
‖x‖≤1

‖T (x)‖ = sup
‖x‖≤1

sup
‖y′‖≤1

|〈T (x), y′〉| =

= sup
‖x‖≤1

sup
‖y′‖≤1

|〈x, T ′(y′)〉| ≤

≤ sup
‖y′‖≤1

‖T ′(y′)‖ = ‖T ′‖.

Por lo tanto, ‖φ(T )‖ = ‖T‖, para todo T ∈ L(E,F ). Esto completa la
demostración del teorema.
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Ejemplo 1.7.1. En general la aplicación

T ∈ L(E,F )
φ7−→ φ(T ) = T ′ ∈ L(F ′, E ′)

no es sobreyectiva. En efecto, sean E = F = c0; entonces E ′ = F ′ = ℓ1. El
operador,

y = (yn) ∈ ℓ1
S−→ S(y) =

(
∞∑

n=1

yn, y2, y3, . . .

)
∈ ℓ1

es lineal y continuo, esto es, S ∈ L(ℓ1), pues

‖S(y)‖1 =

∣∣∣∣∣

∞∑

n=1

yn

∣∣∣∣∣+
∞∑

n=2

|yn| ≤ 2‖y‖1

para todo y = (yn) ∈ ℓ1. Sin embargo, no existe ningún T ∈ L(c0) tal
que T ′ = S. En efecto, supongamos, por reducción al absurdo, que existiera
T ∈ L(c0) con T ′ = S. Sea x = (xn) ∈ c0 tal que x1 6= 0. Entonces,

〈T (x), y〉 = 〈x, S(y)〉 = x1

(
∞∑

n=1

yn

)
+ x2y2 + . . . =

= x1y1 + (x1 + x2)y2 + . . .+ (x1 + xn)yn + . . .

para todo y = (yn) ∈ ℓ1, luego

T (x) = (x1, x1 + x2, x1 + x3, . . . , x1 + xn, . . .)

de donde, como ĺımn→∞(x1 + xn) = x1 6= 0, tendŕıamos T (x) 6∈ c0, lo que es
una contradicción.

Proposición 1.7.1. Sean E,F espacios de Banach y T ∈ L(E,F ). El se-
gundo adjunto T ′′ ∈ L(E ′′, F ′′) de T es una extensión de T . Si E es reflexivo,
entonces T ′′ = T .

Demostración. Sea φ : E −→ E ′′, φ(x) = x̃, la aplicación canónica de
E en su bidual E ′′.

El segundo adjunto de T es el operador

x′′ ∈ E ′′ T ′′

7−→ T ′′(x′′) ∈ F ′′
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en donde 〈y′, T ′′(x′′)〉 = 〈T ′(y′), x′′〉, para todo y′ ∈ F ′. Para cada x ∈ E, se
tiene que

〈y′, T ′′(x̃)〉 = 〈T ′(y′), x̃〉 = 〈x, T ′(y′)〉 = 〈T (x), y′〉 =
〈
y′, T̃ x

〉

para todo y′ ∈ F ′. Por consiguiente, T ′′(x̃) = T̃ (x)), para todo x ∈ E. Si

identificamos E con Ẽ y F con F̃ , entonces resulta que T ′′(x) = T (x), para
todo x ∈ E, esto es, T ′′ ⊃ T.

Consecuentemente, si E es reflexivo, entonces T ′′ = T.

Lema 1.7.1. Sean E,F,G espacios de Banach, T ∈ L(E,F ), y,
S ∈ L(F,G). Entonces se tiene: (S ◦ T )′ = T ′ ◦ S ′.

Demostración. Una simple verificación.

Proposición 1.7.2. Sean E,F espacios de Banach. Entonces, un ope-
rador T ∈ L(E,F ) es invertible si y sólo si su adjunto T ′ ∈ L(F ′, E ′) es
invertible. En este caso, se tiene

(
T−1

)′
= (T ′)

−1
.

Demostración. Supongamos que T es invertible. Entonces, existe el ope-
rador inverso T−1 ∈ L(F,E) de T , y, T−1 ◦ T = IE (aplicación idéntica
de E), T ◦ T−1 = IF ; tomando adjuntos, obtenemos: T ′ ◦ (T−1)′ = IE′ ,
(T−1)′ ◦ T ′ = IF ′ . Por lo tanto, T ′ es invertible, y, (T ′)−1 = (T−1)′.

Rećıprocamente, si T ′ es invertible, entonces también lo es T ′′, esto es,
T ′′ : E ′′ −→ F ′′ es un isomorfismo.

Sean φ : E −→ E ′′ y ψ : F −→ F ′′ las aplicaciones canónicas de E y F
en sus respectivos biduales E ′′ y F ′′. Por la demostración de la proposición
1,7,1., vale la siguiente igualdad:

T ′′(φ(E)) = ψ(T (E)),

y como φ(E) es un subespacio cerrado de E ′′, entonces se sigue que ψ(T (E))
es un subespacio cerrado de F ′′, luego T (E) es un subespacio cerrado de F .
Demostremos que T (E) = F . Supongamos que T (E) 6= F. Entonces, como
T (E) es cerrado, existe y′ ∈ F ′, y′ 6= 0, tal que 〈T (E), y′〉 = {0} (teorema de
Hahn-Banach). Por consiguiente,

〈x, T ′(y′)〉 = 〈T (x), y′〉 = 0,
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para todo x ∈ E, luego T ′(y′) = 0, de donde y′ = 0 (pues T ′ es inyectivo), lo
que es una contradicción. Por lo tanto, T (E) = F , esto es, T es sobreyectivo.

Además, como T ′′◦φ es inyectivo, también lo es ψ◦T , luego T es inyectivo.
Se sigue que T es un isomorfismo.

Proposición 1.7.3. Sean E,F espacios de Banach y T ∈ L(E,F ). En-
tonces, se tienen las siguientes propiedades:

1. N(T ) = ⊥R(T ′)

2. N(T ′) = R(T )⊥

3. R(T ) = ⊥N(T ′)

4. R(T ′) ⊂ N(T )⊥

Demostración. Las propiedades 1) y 2) son de inmediata verificación.
3) Por la proposición 1,3,4,2, se tiene que

⊥(R(T )⊥) = [R(T )] = R(T ),

de donde, por 2), resulta que R(T ) = ⊥N(T ′).
4) Sea x′ ∈ R(T ′) ⊂ E ′. Entonces, existe y′ ∈ F ′ tal que x′ = T ′(y′). Por

consiguiente,
〈x, x′〉 = 〈x, T ′(y′)〉 = 〈T (x), y′〉 = 0

para todo x ∈ N(T ), luego x′ ∈ N(T )⊥. Se sigue que R(T ′) ⊂ N(T )⊥.

Corolario 1.7.1. Sean E,F espacios de Banach, y, T ∈ L(E,F ). En-
tonces:

1. El operador adjunto T ′ de T es inyectivo si y sólo si R(T ) es denso en
F .

2. El operador T es inyectivo si sólo si R(T ′) separa los puntos de E.

Demostración. La parte 1) del corolario es una consecuencia inmediata
de la parte 2) de la proposición.

Demostremos la parte 2). Supongamos que T es inyectivo. Si x, y son dos
elementos de E con x 6= y, entonces T (x − y) 6= 0, esto es,
x − y 6∈ N(T ) = ⊥R(T ′), luego existe x′ ∈ R(T ′) tal que 〈x− y, x′〉 6= 0,
esto es, 〈x, x′〉 6= 〈y, x′〉. Por lo tanto, R(T ′) separa los puntos de E.
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Rećıprocamente, supongamos que R(T ′) separa los puntos de E, y sea
x ∈ E, x 6= 0. Entonces, por hipótesis, existe x′ ∈ R(T ′) tal que 〈x, x′〉 6= 0.
Si x′ = T ′(y′) con y′ ∈ F ′, entonces

〈T (x), y′〉 = 〈x, T ′(y′)〉 = 〈x, x′〉 6= 0,

de donde T (x) 6= 0. Por consiguiente, T es inyectivo.

Ejemplo 1.7.2. En general, R(T ′) 6= N(T )⊥. En efecto, sean E = ℓ1,
F = c0, y, T : ℓ1 −→ c0 la inclusión: T (x) = x, x ∈ ℓ1. Entonces, se tiene que

N(T )⊥ = ℓ∞.

Por otra parte, T ′ : ℓ1 −→ ℓ∞ es la inclusión, T ′(x) = x, x ∈ ℓ1. Por consi-
guiente, R(T ′) = ℓ1. Demostremos que ℓ1 6= ℓ∞ (la adherencia siendo tomada
en la topoloǵıa de ℓ∞), luego R(T ′) 6= N(T )⊥. Si x0 = (1, 1, . . . , 1 . . .) ∈ ℓ∞,
entonces para todo y = (yn) ∈ ℓ1,

‖y − x0‖∞ = sup
n

|yn − 1| ≥ |yk − 1|

para todo k ∈ N. Por consiguiente, haciendo k → ∞, se obtiene que
‖y − x0‖∞ ≥ 1, para todo y ∈ ℓ1, luego x0 6∈ ℓ1. Sin embargo se tiene la
siguiente proposición

Proposición 1.7.4. Sean E,F espacios de Banach y T ∈ L(E,F ). Si
R(T ) es cerrado, entonces R(T ′) también es cerrado y vale que

R(T ′) = N(T )⊥.

Demostración. Por la parte 4) de la proposición 1,7,3, se tiene que
R(T ′) ⊂ N(T )⊥.

Demostremos que N(T )⊥ ⊂ R(T ′), de donde saldrá entonces la proposi-
ción. En efecto, sea x′ ∈ N(T )⊥ ⊂ E ′. Se define y′0 : R(T ) ⊂ F −→ K por la
fórmula

y′0(y) = 〈x, x′〉
si y = T (x), x ∈ E. Se tienen las siguientes afirmaciones:

1. y′0 está bien definida. En efecto T (x1) = T (x2) equivale a decir que
(x1 − x2) ∈ N(T ), y en este caso 〈x1, x

′〉 = 〈x2, x
′〉.
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2. Obviamente, y′0 es lineal. Además, y′0 es continua. En efecto, como R(T )
es cerrado, entonces existe α > 0 tal que a todo y ∈ R(T ) corresponde
un x ∈ E, con y = T (x), tal que

‖x‖ ≤ α‖y‖

(corolario 1,5,2 del teorema 1,5,2), y por lo tanto se tiene que

|y′0(y)| = |〈x, x′〉| ≤ α‖x′‖ ‖y‖,

de donde y′0 es continua en R(T ) ⊂ F ( y, ‖y′0‖ ≤ α‖x′‖), luego, por el
teorema de Hahn-Banach, existe y′ ∈ F ′ tal que y′ ⊃ y′0. Ahora bien,

〈x, T ′(y′)〉 = 〈T (x), y′〉 = 〈T (x), y′0〉 = 〈x, x′〉 ,

para todo x ∈ E, luego x′ = T ′(y′) ∈ R(T ′), lo que queŕıamos de-
mostrar.

En [5], teorema 4, §6, Cap. VI, se muestra que si R(T ′) es cerrado,
entonces también lo es R(T ).

Definición 1.7.2. Sean E,F espacios de Banach, (Tn) una sucesión en
L(E,F ), y, T ∈ L(E,F ).

1. Se dice que la sucesión (Tn) converge débilmente (en el sentido de op-
eradores) a T , lo cual se denota por Tn−⇀ T, si

ĺım
n→∞

〈Tn(x), y′〉 = 〈T (x), y′〉 ,

para todo x ∈ E y todo y′ ∈ F ′.

2. Se dice que la sucesión (Tn) converge fuertemente6 (en el sentido de
operadores) a T , lo cual se denota por Tn −→ T, si

ĺım
n→∞

‖Tn(x) − T (x)‖ = 0,

para todo x ∈ E.

6o también, puntualmente
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3. Se dice que la sucesión (Tn) converge uniformemente a T , lo cual se
denota por Tn =⇒ T, si

ĺım
n→∞

‖Tn − T‖ = 0

Es fácil ver que la convergencia uniforme implica la convergencia fuerte,
y que esta última implica la convergencia débil.

Sin embargo, las implicaciones rećıprocas, en general, no valen, como
muestra el siguiente ejemplo

Ejemplo 1.7.3.

1. La convergencia fuerte de operadores no implica la convergencia uni-
forme. En efecto, sean E = F = ℓ2,

Tn : x = (xk) ∈ ℓ2 7−→ Tn(x) = xnen ∈ ℓ2, n ∈ N,

y T ≡ 0 el operador idénticamente nulo. Entonces, ‖Tn(x)‖2 −→ 0,
para todo x ∈ ℓ2, esto es, Tn −→ 0.

Por otra parte, ‖Tn‖ = 1 6−→ 0, esto es Tn 6=⇒ 0.

2. La convergencia débil (en el sentido de operadores) no implica la con-
vergencia fuerte. En efecto, sean E = F = ℓ2,

Tn : x = (xk) ∈ ℓ2 7−→ Tn(x) = (0, 0, . . . , 0
↑
n

, x1, x2, . . .) ∈ ℓ2, n ∈ N,

y T ≡ 0 el operador idénticamente nulo. Entonces,

〈Tn(x), y′〉 =
∞∑

k=1

xkyn+k,

para x = (xk) ∈ ℓ2, y′ = (yk) ∈ ℓ2, de donde, por las desigualdad de
Hölder, se obtiene:

|〈Tn(x), y′〉| ≤ ‖x‖2

(
∞∑

k=n+1

|yk|2
) 1

2

−→ 0 (n→ ∞),

para todo x = (xk) ∈ ℓ2 y todo y′ = (yk) ∈ ℓ2. Por consiguiente,
Tn−⇀ 0. Sin embargo, si x 6= 0, ‖Tn(x)‖2 = ‖x‖2 6−→ 0 (n → ∞), de
donde Tn 6−→ 0, n→ ∞.
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Ejemplo 1.7.4. Una sucesión (Tn) en L(E,F ) puede ser fuertemente
convergente (en el sentido de operadores) a un operador T ∈ L(E,F ) y sin
embargo, la sucesión de sus operadores adjuntos (T ′

n) puede no ser fuerte-
mente convergente (en el sentido de operadores) a T ′. En śımbolos,

Tn −→ T 6=⇒ T ′
n −→ T ′.

En efecto, sean E = F = ℓ2,

Tn : x = (xk) ∈ ℓ2 7−→ Tn(x) = (xn+j)j≥1 ∈ ℓ2, n ∈ N,

y T ≡ 0 el operador idénticamente nulo. Entonces,

‖Tn(x)‖2 =

(
∞∑

k=n+1

|xk|2
) 1

2

−→ 0 (n→ ∞),

para todo x = (xk) ∈ ℓ2, o sea, Tn −→ 0. Por otra parte,

T ′
n : y′ = (yk) ∈ ℓ2 7−→ T ′

n(y
′) = (0, 0, . . . , 0

↑
n

, y1, y2, . . .) ∈ ℓ2, n ∈ N,

luego, si y′ 6= 0, ‖T ′
n(y

′)‖2 = ‖y′‖2 6−→ 0 (n→ ∞), de donde T ′
n 6−→ 0.

Proposición 1.7.5. Sean E, F espacios de Banach, siendo E reflexivo.
Si una sucesión (Tn) en L(E,F ) converge débilmente (en el sentido de ope-
radores) a un operador T ∈ L(E,F ), entonces la sucesión de los adjuntos
(T ′

n) converge débilmente (en el sentido de operadores) a T ′.

Demostración. Sean y′ ∈ F ′, y x′′ ∈ E ′′. Existe x ∈ E tal que x̃ = x′′.
Ahora bien,

〈T ′
n(y

′), x′′〉 = 〈x, T ′
n(y

′)〉 = 〈Tn(x), y′〉 .
Por consiguiente,

ĺım
n→∞

〈T ′
n(y

′), x′′〉 = 〈T (x), y′〉 = 〈x, T ′(y′)〉 = 〈T ′(y′), x′′〉

para todo y′ ∈ F ′ y todo x′′ ∈ E ′′. Por lo tanto, T ′
n−⇀ 0.

Observación 1.7.1. Si E no es reflexivo, lo anterior puede no ser cierto:
Sea Tn : c0 → c0, definida aśı : Tn(x) = xne1. Se tiene

T ′
n : y′ = (yk) ∈ ℓ1 7−→ T ′

n(y
′) = y1en ∈ ℓ1, n ∈ N.
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Por consiguiente, si y′ = (yk) ∈ ℓ1 con y1 6= 0, y, x′′ = (1, 1, . . . , 1, . . .) ∈ ℓ∞,
se tiene que:

〈T ′
n(y

′), x′′〉 = y1 6−→ 0 (n→ ∞),

luego, T ′
n 6−⇀ 0.

Ejercicios de la sección 1.7

1. Sea P una proyección continua en un espacio de Banach E. Demostrar
que el operador P ′, adjunto de P , es una proyección en E ′.

2. Sean E,F espacios de Banach y T ∈ L(E,F ) con R(T ) de dimen-
sión finita. Demostrar que R(T ′) también es de dimensión finita, y que
dim(R(T )) = dim(R(T ′)).

3. Sea c el subespacio de ℓ∞ formado por las sucesiones convergentes de
números complejos. Para x = (xn) ∈ c, denotamos x∞ = ĺımn→∞ xn

Sea
φ : f ∈ (c0)

′ 7−→ φ(f) = (f(en)) ∈ ℓ1

el isomorfismo isométrico entre el dual de c0 y el espacio ℓ1.

a) Dar expĺıcitamente un isomorfismo isométrico ψ entre el dual de
c y el espacio ℓ1.

b) Sea S : c0 −→ c el operador inclusión, esto es, S(x) = x. Describir
el operador φ ◦ S ′ ◦ ψ−1 : ℓ1 −→ ℓ1.

c) Sea T : c −→ c0 la aplicación definida aśı:

Si x ∈ c, entonces se define T (x) = y, en donde y1 = x∞, y,
yn+1 = xn − x∞, para n ≥ 1. Demostrar que T es una biyección
continua de c sobre c0, y describir el operador
ψ ◦ T ′ ◦ φ−1 : ℓ1 −→ ℓ1.

4. Sean I = [0, 1], y, T : L1(I) −→ L1(I) la aplicación definida por la
fórmula

T (f)(x) =

∫ x

0

f(t)dt, f ∈ L1, x ∈ I.

a) Demostrar que T ∈ L(L1(I)), que ‖T‖ = 1, y que T es inyectivo.
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b) Demostrar que el operador adjunto T ′ de T está dado por la fórmu-
la

T ′(g)(t) =

∫ 1

t

g(x)dx, g ∈ L∞(I), t ∈ I

c) Demostrar que la adherencia de la imagen de T ′ en L∞(I) no
contiene las funciones constantes no nulas.

d) Concluir que R(T ′) 6= N(T )⊥.

5. Sean E,F espacios de Banach, y, T : E −→ F un operador lineal tal
que

xn −→ 0 implique T (xn)−⇀ 0,

para toda sucesión (xn) en E. Demostrar que T es continuo.
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Caṕıtulo 2

ESPACIOS DE HILBERT

2.1. Definiciones y ejemplos.

Definición 2.1.1. Sea H un espacio vectorial sobre el cuerpo K
(= R o C). Un producto interno en H es una función
〈 , 〉 : H ×H −→ K, definida en el producto cartesiano H ×H, que satisface
las siguientes condiciones, cualesquiera que sean x, y, z ∈ H, y el escalar
α ∈ K:

PI1) 〈x, y〉 = 〈y, x〉

PI2) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉 + 〈y, z〉

PI3) 〈αx, y〉 = α 〈x, y〉

PI4) Si x 6= 0, entonces 〈x, x〉 > 0

Observación 2.1.1.

1. En la definición usual de producto interno sólo se exige que la función
〈 , 〉 satisfaga las condiciones PI1) a PI3), y que 〈x, x〉 ≥ 0, para todo
x ∈ H. Estrictamente hablando, si la función 〈 , 〉 satisface además la
condición PI4), entonces se dice que 〈 , 〉 es un producto interno no
degenerado en H.

2. Las condiciones PI2) y PI3) significan que, fijando y ∈ H, la función

x ∈ H 7−→ 〈x, y〉 ∈ K,

es una forma lineal sobre H.
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3. Supuesta PI1) válida, las condiciones PI2) y PI3) son equivalentes,
respectivamente, a las siguientes:

PI1′) 〈x, y + z〉 = 〈x, y〉 + 〈x, z〉
PI2′) 〈x, αy〉 = α 〈x, y〉

Si K = C, estas dos propiedades significan que la función

y ∈ E 7−→ 〈x, y〉 ∈ K,

es una forma antilineal (o semilineal) en H, para cada x ∈ H.

Por consiguiente, todo producto interno en un espacio vectorialH sobre
K es una forma bilineal en H, si K = R, y sesquilineal, si K = C.

Lema 2.1.1. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Si H es un espacio vec-
torial con producto interno 〈 , 〉, entonces vale la siguiente desigualdad:

|〈x, y〉|2 ≤ 〈x, x〉 〈y, y〉 , (1)

para todo x ∈ H y todo y ∈ H. Además, se tiene igualdad en (1) si y sólo si
x e y son linealmente dependientes.

Demostración. Si y = 0, entonces (1) es trivial.
Supongamos y 6= 0. Para todo λ ∈ K, se tiene que

0 ≤ 〈x− λy, x− λy〉 = 〈x, x〉 − λ 〈y, x〉 − λ 〈x, y〉 + |λ|2 〈y, y〉 . (2)

En particular, si λ = 〈x,y〉
〈y,y〉

en (2), entonces se obtiene que

0 ≤ 〈x, x〉 − |〈x, y〉|2
〈y, y〉 , (3)

esto es, |〈x, y〉|2 ≤ 〈x, x〉 〈y, y〉, para todo x ∈ H y todo y ∈ H.
Ahora, evidentemente, si x = λy para algún λ ∈ K, entonces vale la

igualdad en (1). Rećıprocamente, si x − λy 6= 0, para todo λ ∈ K, entonces
la desigualdad es estricta en (3) y por lo tanto, en (1).

Teorema 2.1.1. Si H es un espacio vectorial con producto interno, en-
tonces la función

x ∈ H 7−→ ‖x‖ =
√
〈x, x〉 (4)

es una norma en H.
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Demostración. Es inmediato que ‖.‖ satisface las condiciones N1) y
N2) de la definición de norma. Demostremos la desigualdad triangular. En
efecto,

‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉 = ‖x‖2 + 2Re (〈x, y〉) + ‖y‖2.

Ahora bien, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que

2Re (〈x, y〉) ≤ 2 |〈x, y〉| ≤ 2‖x‖‖y‖.

Se sigue que
‖x+ y‖2 ≤ (‖x‖ + ‖y‖)2 ,

o sea, ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖, para todo x ∈ H y todo y ∈ H.
De la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue que el producto interno es

una forma sesquilineal (o bilineal) continua.

Definición 2.1.2. Un espacio de Hilbert es un espacio con producto in-
terno (H, 〈, 〉) que es completo para la norma (4) definida por ese producto
interno.

Ejemplo 2.1.1.

1. Rn es un espacio de Hilbert con el producto interno

〈x, y〉 =
n∑

i=1

xiyi.

2. Cn es un espacio de Hilbert con el producto interno

〈z, w〉 =
n∑

i=1

ziwi.

3. El espacio ℓ2 es de Hilbert con el producto interno

〈x, y〉 =
∞∑

n=1

xnyn.
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Ejemplo 2.1.2. El espacio C[a, b] de todas las funciones complejas con-
tinuas en el intervalo cerrado [a, b] no es un espacio de Hilbert para el pro-
ducto interno

〈f, g〉 =

∫ b

a

f(t)g(t)dt.

En efecto, sean a < c < b y fn ∈ C[a, b], n ∈ N, la función definida por

fn(t) =





0, si a ≤ t ≤ c− 1
n
,

nt− nc+ 1, si c− 1
n
≤ t ≤ c,

1, si c ≤ t ≤ b.

Si n > m, entonces se tiene que

‖fn − fm‖2 =

∫ c− 1
n

c− 1
m

|fm(t)|2 dt+

∫ c

c− 1
n

|fn(t) − fm(t)|2 dt ≤

≤
∫ c

c− 1
m

|fm(t)|2 dt < 1

m
.

Análogamente, si m > n, entonces ‖fn − fm‖2 < 1
n
. Por consiguiente,

‖fn − fm‖2 ≤ 1

n
+

1

m
,

para todo n ∈ N y todo m ∈ N, luego (fn) es una sucesión de Cauchy en el
espacio C[a, b].

Sin embargo, no existe f ∈ C[a, b] tal que ĺımn→∞ ‖fn − f‖ = 0. En
efecto, supongamos lo contrario.

Entonces,

‖fn − f‖2 =

∫ c− 1
n

a

|f(t)|2 dt+

∫ c

c− 1
n

|fn(t) − f(t)|2 dt+

∫ b

c

|1 − f(t)|2 dt,

y haciendo n→ ∞, se obtiene que

∫ c

a

|f(t)|2 dt = 0, y,

∫ b

c

|1 − f(t)|2 dt = 0,

luego, como f es continua, se tiene que f(t) = 0, para todo t ∈ (a, c), y
f(t) = 1 para todo t ∈ (c, b), lo que es una contradicción.
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Definición 2.1.3. Sea (αi)i∈I una familia de números reales no negativos.
Se llama suma de la familia (αi)i∈I al número real extendido

∑

i∈I

αi = sup

{
∑

i∈F

αi;F ∈ F(I)

}
,

en donde F(I) denota las partes finitas del conjunto I.
Si Σi∈Iαi <∞, se dice que la familia (αi)i∈I es sumable. En este caso, se

tiene que J = {i ∈ I;αi 6= 0} es enumerable. En efecto, si
Vn =

{
i ∈ I;αi >

1
n

}
, entonces, J =

⋃∞
n=1 Vn; ahora bien, cada conjunto Vn

es finito, pues

1

n
card(Vn) =

∑

i∈Vn

1

n
≤
∑

i∈Vn

αi ≤
∑

i∈I

αi <∞.

Por consiguiente, J es enumerable.

Observación 2.1.2. Obsérvese que en el caso en que I = N, entonces
Σi∈Nαi = Σ∞

i=1αi. En particular, si (αi)i∈I es una familia sumable de números
reales no negativos, entonces Σi∈Iαi = Σ∞

n=1αn, en donde (αn) es la suce-
sión (eventualmente finita) formada por los elementos no nulos de la familia
(αi)i∈I .

Definición 2.1.4. Sean E un espacio normado y (xi)i∈I una familia de
elementos de E.

1. Se dice que la familia (xi)i∈I es sumable en E si y sólo si existe un x ∈ E,
con la siguiente propiedad: dado ǫ > 0, podemos hallar F ∈ F(I), tal
que para todo G ∈ F(I) con G ⊃ F, se tiene ‖x− Σi∈Gxi‖ < ǫ. En este
caso se dice que x es la suma de la familia (xi)i∈I , y se usa la notación
x = Σi∈Ixi.

Se sigue que si una sucesión (xn) en E es sumable, y su suma es x ∈ E,
entonces ĺımn→∞ ‖x− Σn

k=1xk‖ = 0.

2. Si Σi∈I‖xi‖ < ∞, entonces se dice que la familia (xi)i∈I es absoluta-
mente sumable en E.
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Lema 2.1.2. Sea E un espacio normado. Si una familia (xi)i∈I es sumable
en E, entonces dado ǫ > 0, existe un subconjunto finito F ∈ F(I) tal que
para todo H ∈ F(I), disjunto de F , se tiene

∥∥∥∥∥
∑

i∈H

xi

∥∥∥∥∥ < ǫ

Demostración. Sean x = Σi∈Ixi, y ǫ > 0. Existe entonces un subcon-
junto finito F ∈ F(I) tal que para todo G ∈ F(I) con G ⊃ F, se tiene
‖x− Σi∈Gxi‖ < ǫ

2
. Si H ∈ F(I) y H ∩ F = ∅, entonces vale que

∑

i∈H

xi =
∑

i∈H∪F

xi −
∑

i∈F

xi,

luego, ∥∥∥∥∥
∑

i∈H

xi

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥x−

∑

i∈H∪F

xi

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥x−
∑

i∈F

xi

∥∥∥∥∥ < ǫ.

Teorema 2.1.2. Un espacio normado E es completo si y sólo si toda
familia absolutamente sumable es sumable en E.

Demostración.

1. Supongamos que E es completo y sea (xi)i∈I una familia absolutamente
sumable en E. Si (x̃n) es la sucesión formada por los elementos no nulos
de la familia (xi)i∈I , entonces resulta que Σn∈N ‖x̃n‖ = Σi∈I ‖xi‖ < ∞.
Se tienen las siguientes afirmaciones:

a) La sucesión (Σn
k=1x̃k)n es de Cauchy en E. En efecto, sea ǫ > 0;

entonces, por el lema, existe un subconjunto finito F ∈ F(N) tal
que para todo

H ∈ F(N) con H ∩ F = ∅, se tiene
∑

k∈H

‖x̃k‖ <
ǫ

2
(5)

Por consiguiente, si n0 = máx {n;n ∈ F}, entonces

n > m > n0 =⇒
∥∥∥∥∥

n∑

k=1

x̃k −
m∑

k=1

x̃k

∥∥∥∥∥ ≤
∑

k∈Hmn

‖x̃k‖ < ǫ,
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ya que Hmn ∩ F = ∅, en donde Hmn = {m+ 1,m+ 2, . . . , n}.
Se sigue la afirmación a).

Como E es completo, existe x ∈ E tal que la sucesión (
∑n

k=1 x̃k)
converge a x en E.

b) La sucesión (x̃n) es sumable a x en E. En efecto, existe
n1 > n0 = máxF tal que

n > n1 =⇒
∥∥∥∥∥x−

n∑

k=1

x̃k

∥∥∥∥∥ <
ǫ

2
(6)

Sea F1 = {1, 2, . . . , n0, . . . , n1} ∈ F(N). Si G ∈ F(N) y G ⊃ F1,
entonces se tiene que

∑

k∈G

xk =

n1∑

k=1

x̃k +
∑

k∈G−F1

x̃k,

de donde, ya que (G−F1)∩F = ∅ y teniendo en cuenta (5) y (6),
se obtiene que

∥∥∥∥∥x−
∑

k∈G

x̃k

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥x−

n1∑

k=1

x̃k

∥∥∥∥∥+
∑

k∈G−F1

|x̃k| < ǫ,

cualquiera que sea G ∈ F(N) con G ⊃ F1. Se sigue la afirmación
b).

Aśı, x = Σn∈Nx̃n, y como xi = 0 si xi 6= x̃n para todo n ∈ N, entonces
x = Σi∈Ixi, esto es, la familia (xi)i∈I es sumable a x en E, lo cual
queŕıamos demostrar.

2. Viceversa, supongamos que E tiene la propiedad de que toda fami-
lia absolutamente sumable es sumable en E. Demostremos que E es
completo. Sea (xn) una sucesión de Cauchy en E. Entonces, existe una
subsucesión (xnk

) de (xn) tal que

∥∥xnk+1
− xnk

∥∥ < 1

2k
,

para k = 1, 2, . . . , de donde (por la observación 2,1,2)

∑

k∈N

∥∥xnk+1
− xnk

∥∥ =
∞∑

k=1

∥∥xnk+1
− xnk

∥∥ <∞,
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luego, por hipótesis, la sucesión
(
xnk+1

− xnk

)
es sumable en E, digamos

a x. Por consiguiente, como Σp
k=1

(
xnk+1

− xnk

)
= xnp+1 −xn1 , entonces

ĺım
p→∞

∥∥x−
(
xnp+1 − xn1

)∥∥ = ĺım
p→∞

∥∥∥∥∥x−
p∑

k=1

(
xnk+1

− xnk

)
∥∥∥∥∥ = 0,

esto es, (xnk
) es una subsucesión convergente a (x+xn1) de la sucesión

de Cauchy (xn), luego la propia sucesión (xn) es convergente (al mismo
ĺımite, x+ xn1). Se sigue que E es completo.

Proposición 2.1.1. Sea I 6= ∅ un conjunto cualquiera. Entonces, el
conjunto

ℓ2(I) =

{
x = (xi)i∈I ⊂ K;

∑

i∈I

|xi|2 <∞
}

de todas las familias en K de cuadrado sumable, con conjunto de ı́ndices I,
es un espacio de Hilbert para el producto interno

〈x, y〉 =
∑

i∈I

xiyi.

Demostración. Para cada x = (xi) ∈ ℓ2(I), el conjunto I(x) = {i ∈ I;xi 6= 0}
es enumerable. Por consiguiente, la demostración de que ℓ2(I) es un espacio
vectorial se reduce al ya conocido caso enumerable (ejemplo 1,1,9). Análoga-
mente para ver que el producto interno está bien definido, ya que

∑

i∈I

xiyi =
∑

i∈I(x)∩I(y)

xiyi,

e, I(x) ∩ I(y) es enumerable.
Finalmente, ℓ2(I) es completo. En efecto, sea

(
x(m)

)
una sucesión de

Cauchy en el espacio ℓ2(I). Entonces, el conjunto P = ∪∞
m=1I

(
x(m)

)
es enu-

merable y
(
x(m)

)
es una sucesión de Cauchy en el espacio ℓ2(P ), el cual es

isométricamente isomorfo a ℓ2(N) o Kn. Por consiguiente, ℓ2(P ) es completo
y
(
x(m)

)
es convergente en ℓ2(P ), luego en ℓ2(I).

Ejercicios de la sección 2.1
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1. Demostrar que la norma ‖.‖ de un espacio normado E es inducida por
un producto interno en E si y sólo si satisface la siguiente identidad:

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
,

para todo x ∈ E y todo y ∈ E (Ley del paralelogramo)

Sugerencia: Definir

〈x, y〉 =
1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
,

en el caso real, y

〈x, y〉 =
1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + i‖x+ iy‖2 − i‖x− iy‖2

)
,

en el caso complejo.

En un espacio con producto interno, las identidades anteriores se llaman
identidades polares .

2. Demostrar que el espacio ℓp(1 ≤ p ≤ ∞) es de Hilbert (esto es, su
norma proviene de un producto interno) si y sólo si p = 2.

2.2. Ortogonalidad

A menos que se diga expĺıcitamente otra cosa, de ahora en adelante H
denotará un espacio vectorial con producto interno 〈 , 〉 .

Definición 2.2.1. Sean x ∈ H, y ∈ H, y F,G dos subconjuntos de H.

1. Se dice que x es ortogonal a y, o que y es ortogonal a x o que x, y son
ortogonales, lo cual se denota x ⊥ y, si 〈x, y〉 = 0.

2. Se dice que x es ortogonal a F , lo cual se denota x ⊥ F, cuando x ⊥ y
para todo y ∈ F. Se usa la notación

F⊥ = {x ∈ H;x ⊥ F} .

3. Se dice que F y G son ortogonales, lo cual se denota F ⊥ G, cuando
x ⊥ y, para todo x ∈ F y todo y ∈ G.
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4. Un sistema (o conjunto) ortogonal en H es un subconjunto E de H tal
que x ⊥ y, para todo x ∈ E y todo y ∈ E, con x 6= y.

5. Un sistema ortonormal en H es un sistema ortogonal E en H tal que
‖x‖ = 1, para todo x ∈ E.

Proposición 2.2.1. (Teorema de Pitágoras) Si {z1, z2, . . . , zn} es un
sistema finito ortogonal en H, entonces

∥∥∥∥∥

n∑

k=1

zk

∥∥∥∥∥

2

=
n∑

k=1

‖zk‖2 .

Demostración. Ya que 〈zi, zj〉 = 0 si i 6= j, entonces se tiene que

∥∥∥∥∥

n∑

k=1

zk

∥∥∥∥∥

2

=

〈
n∑

i=1

zi,

n∑

j=1

zj

〉
=

n∑

i=1

n∑

j=1

〈zi, zj〉 =
n∑

i=1

‖zi‖2.

Teorema 2.2.1. Sean H un espacio de Hilbert y (zn) una sucesión or-
togonal en H. Entonces, la serie Σ∞

n=1zn es convergente en H si y sólo si
Σ∞
n=1‖zn‖2 <∞. En este caso,

∥∥∥∥∥

∞∑

n=1

zn

∥∥∥∥∥

2

=
∞∑

n=1

‖zn‖2 (1)

Demostración. Sea Sn = Σn
k=1zk la n-ésima suma parcial de la serie

Σ∞
n=1zn. Si n > m, entonces, por el teorema de Pitágoras, se tiene que

‖Sn − Sm‖2 =
n∑

k=m+1

‖zk‖2,

luego, (Sn) es una sucesión de Cauchy (o equivalentemente, convergente) en
H si y sólo si Σ∞

n=1‖zn‖2 <∞. Ahora bien, si la serie Σ∞
n=1zn es convergente

en H, entonces, como por el teorema de Pitágoras,

∥∥∥∥∥

m∑

n=1

zn

∥∥∥∥∥

2

=
m∑

n=1

‖zn‖2 ,

para m = 1, 2, . . . , usando la continuidad de la norma, resulta (1).
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Proposición 2.2.2. Todo sistema ortogonal E en H con 0 6∈ E, es un
conjunto linealmente independiente.

Demostración. Sean {x1, x2, . . . , xn} un subconjunto finito de E, y,
α1, α2, . . . , αn escalares tales que

α1x1 + α2x2 + . . .+ αnxn = 0

Por consiguiente, como 〈xi, xj〉 = 0, si i 6= j, resulta que

0 = 〈α1x1 + α2x2 + . . .+ αnxn, xi〉 = αi‖xi‖2,

luego αi = 0, i = 1, 2, . . . , n, ya que 0 6∈ E. Se sigue que E es linealmente
independiente.

Definición 2.2.2. Sea E 6= ∅ un sistema ortogonal en H. El número
〈x, z〉, x ∈ H, z ∈ E, se llama el coeficiente de Fourier de x en relación a z.

Ejemplo 2.2.1.

1. La base canónica (ek)1≤k≤n de Cn es un sistema ortonormal en Cn. El
coeficiente de Fourier 〈z, ek〉 de z ∈ Cn en relación a ek, es la k-ésima
coordenada de z, k = 1, 2, . . . , n.

2. H = L2[0, 2π], el espacio de todas las funciones complejas de cuadrado
(Lebesgue-) integrable en el intervalo [0, 2π], es un espacio de Hilbert
con el producto interno

〈f, g〉 =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)g(t)dt.

La sucesión φn : t ∈ [0, 2π] 7−→ eint, n ∈ Z, es un sistema ortonormal en
L2[0, 2π]. El n-ésimo coeficiente de Fourier de f ∈ L2[0, 2π] está dado
por

f(n) =
〈
f, eint

〉
=

1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−intdt.

Proposición 2.2.3. Sean z1, z2, . . . , zn un sistema finito ortonormal,
x ∈ H y ck = 〈x, zk〉 el k-ésimo coeficiente de Fourier de x, k = 1, 2, . . . , n.
Entonces ∥∥∥∥∥x−

n∑

k=1

ckzk

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥x−

n∑

k=1

αkzk

∥∥∥∥∥ , (2)
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cualesquiera que sean los αk ∈ K, k = 1, 2, . . . , n. En otras palabras la función

f : (α1, α2, . . . , αn) ∈ Kn 7−→
∥∥∥∥∥x−

n∑

k=1

αkzk

∥∥∥∥∥ ,

asume su valor mı́nimo en (c1, c2, . . . , cn), en donde ck = 〈x, zk〉 , k = 1, 2, . . . , n

Demostración. Como 〈zi, zj〉 = δij, entonces el vector x − Σn
k=1ckzk

es ortogonal a cada vector zi, i = 1, 2, . . . , n, luego ortogonal a cualquier
combinación lineal Σn

k=1αkzk de los vectores z1, z2, . . . , zn. Por consiguiente,
por el teorema de Pitágoras, resulta que

∥∥∥∥∥x−
n∑

k=1

αkzk

∥∥∥∥∥

2

=

∥∥∥∥∥

(
x−

n∑

k=1

ckzk

)
+

n∑

k=1

(ck − αk) zk

∥∥∥∥∥

2

=

=

∥∥∥∥∥x−
n∑

k=1

ckzk

∥∥∥∥∥

2

+

∥∥∥∥∥

n∑

k=1

(ck − αk) zk

∥∥∥∥∥

2

≥

≥
∥∥∥∥∥x−

n∑

k=1

ckzk

∥∥∥∥∥

2

,

para todo αk ∈ K, k = 1, 2, . . . , n, lo cual prueba (2).

Lema 2.2.1. Si {z1, z2, . . . , zn} es un sistema finito ortonormal en H,
entonces

n∑

k=1

|〈x, zk〉|2 ≤ ‖x‖2, (3)

para todo x ∈ H.

Demostración. Sea ck = 〈x, zk〉 k = 1, 2, . . . , n.
Entonces,

0 ≤
〈
x−

n∑

k=1

ckzk, x−
n∑

k=1

ckzk

〉
=

= ‖x‖2 −
n∑

k=1

ck 〈zk, x〉 −
n∑

k=1

ck 〈x, zk〉 +
n∑

k=1

|ck|2 =

= ‖x‖2 −
n∑

k=1

|ck|2,

para todo x ∈ H, lo cual prueba la desigualdad (3).
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Proposición 2.2.4. (Desigualdad de Bessel) Si E es un sistema ortonor-
mal en H, entonces ∑

z∈E

|〈x, z〉|2 ≤ ‖x‖2, (4)

para todo x ∈ H.

Demostración. Por el lema, para cualquier subconjunto finito F ⊂ E,
se tiene que ∑

z∈F

|〈x, z〉|2 ≤ ‖x‖2,

luego, tomando el supremo sobre los subconjuntos finitos de E, resulta la
desigualdad de Bessel (4).

Teorema 2.2.2. Si H es un espacio de Hilbert y (zn) es una sucesión
ortonormal en H, entonces para todo x ∈ H, la serie Σ∞

n=1 〈x, zn〉 zn es con-
vergente en H, digamos hacia y. Además (x− y) ⊥ zn para todo n ∈ N.

Demostración. Por la desigualdad de Bessel,

∞∑

n=1

‖〈x, zn〉 zn‖2 =
∞∑

n=1

|〈x, zn〉|2 ≤ ‖x‖2 <∞

luego, por el teorema 2,2,1, existe y ∈ H tal que y = Σ∞
n=1 〈x, zn〉 zn.

Demostremos que (x − y) ⊥ zn, para todo n ∈ N. Fijemos n ∈ N. Sea
Sm = Σm

k=1 〈x, zk〉 zk la m-ésima suma parcial de la serie Σ∞
k=1 〈x, zk〉 zk. Si

m > n, como 〈zi, zj〉 = δij, entonces 〈x, zn〉 = 〈Sm, zn〉, luego

|〈x− y, zn〉| = |〈Sm − y, zn〉| ≤ ‖Sm − y‖ ,

para todo m > n. Por consiguiente, 〈x− y, zn〉 = 0, pues Sm −→ y en H.

Definición 2.2.3. Se dice que un sistema ortonormal E enH es completo,
cuando E⊥ = {0} , esto es, si el único vector ortogonal a E es el vector nulo.

Teorema 2.2.3. Todo espacio vectorial H 6= {0} con producto interno
posee un sistema ortonormal completo. Más precisamente, si F es un sistema
ortonormal en H, entonces existe un sistema ortonormal completo E en H
tal que E ⊃ F.
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Demostración. Sean F un sistema ortonormal en H, y

ξ = {E ⊂ H; E es un sistema ortonormal en H, y, E ⊃ F} .

Ordenamos a ξ por inclusión: Si Fi ∈ ξ, i = 1, 2 entonces

F1 ≤ F2 ⇐⇒ F1 ⊂ F2.

Se sigue que (ξ,≤) es un conjunto parcialmente ordenado.
Además,

1. ξ 6= ∅, pues F ∈ ξ.

2. (ξ,≤) es inductivo, esto es, toda cadena en ξ posee una cota superior
en ξ.

Por el lema de Zorn, existe un elemento maximal E0 ∈ ξ. Demostremos que
E0 es completo. Si no fuera aśı, existiŕıa z ∈ H, z 6= 0, tal que z ∈ E⊥

0 .

Entonces, E = E0 ∪
{

z
‖z‖

}
∈ ξ, y, E0 ( E, lo que contradice la maximalidad

de E0.

Proposición 2.2.5. (Proceso de Ortogonalización de Gram-Schmidt)
Si (y1, y2, . . . , yn, . . .) es una sucesión, finita o infinita, linealmente indepen-
diente en H, entonces existe una sucesión ortonormal (u1, u2, . . . , un, . . .), del
mismo cardinal de la sucesión dada, tal que [y1, y2, . . . , yn] = [u1, u2, . . . , un],
para todo n ∈ N. Además, la sucesión (un) es única en el siguiente senti-
do: Si (vn) es otra sucesión con las mismas propiedades, entonces existe una
sucesión (γn) en K tal que |γn| = 1, y, vn = γnun, para todo n ∈ N.
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Demostración.

1. Construcción: Se define u1 = y1
‖y1‖

. Supongamos definidos u1, u2, . . . , un
con las propiedades de la proposición. Si {y1, y2, . . . yn}es el conjunto
de los valores de la sucesión dada, entonces no hay más nada que hacer.
Si existe yn+1, entonces se define

u′n+1 = yn+1 −
n∑

k=1

〈yn+1, uk〉uk.

Como yn+1 6∈ [y1, y2, . . . , yn] = [u1, u2, . . . , un], entonces u′n+1 6= 0.
Además

〈
u′n+1, uk

〉
= 0, para k = 1, 2, . . . , n. Se sigue que, si

un+1 =
u′n+1

‖u′n+1‖
, entonces {u1, u2, . . . , un, un+1} es ortonormal y

[y1, y2, . . . , yn, yn+1] = [u1, u2, . . . , un, un+1]. Esto demuestra la existen-
cia de la sucesión (un).

2. Unicidad: Sea (vn) otra sucesión en H con las mismas propiedades de
la sucesión (un).

a) Como v1 ∈ [v1] = [u1] y ‖v1‖ = ‖u1‖ = 1, entonces existe γ1 ∈ K
con |γ1| = 1 tal que v1 = γ1u1.

b) Sea n ∈ N, n ≥ 2. Como vn ∈ [v1, v2, . . . , vn] = [u1, u2, . . . , un],
entonces existen escalares β1, β2, . . . , βn−1, γn en K tales que

vn = γnun +
n−1∑

k=1

βkuk.

Además, como vn ⊥ [v1, v2, . . . , vn−1] = [u1, u2, . . . , un−1], entonces
resulta que

0 = 〈vn, uk〉 = γn 〈un, uk〉 + βk = βk,

para k = 1, 2, . . . , n − 1. Por consiguiente, vn = γnun. Además,
|γn| = 1. Esto completa la demostración de la proposición.

Teorema 2.2.4. En todo espacio con producto interno, separable, H,
existe un sistema enumerable ortonormal completo.
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Demostración. Sea D = {x1, x2, . . . , xn, . . .} un subconjunto enume-
rable denso en H, con 0 6∈ D.

A seguir, construiremos inductivamente un conjunto enumerable, lineal-
mente independiente {y1, y2, . . . , yn, . . .} contenido en D tal que
D ⊂ [y1, y2, . . . , yn, . . .], de la siguiente manera:

1. Se define y1 = x1.

2. Supongamos ya definidos los enteros 1 = n1 < n2 . . . < nk−1 < nk,
de tal manera que, poniendo yi = xni

, i = 1, 2, . . . , k, el conjunto
{y1, y2, . . . , yk} sea linealmente independiente, y además

[y1, y2, . . . , yk] = [x1, x2, . . . , xnk
]

Sea
Ak = {n > nk;xn 6∈ [y1, y2, . . . , yk]} .

Si Ak = ∅, esto es, si xn ∈ [y1, y2, . . . , yk], para todo n > nk, en-
tonces D ⊂ [y1, y2, . . . , yk]. Ortonormalizando, por el proceso de Gram-
Schmidt, del conjunto {y1, y2, . . . , yk} se obtiene un sistema ortonormal
{u1, u2, . . . , uk} tal que

D ⊂ [y1, y2, . . . , yk] = [u1, u2, . . . , uk],

de donde, por ser D denso en H, se sigue que {u1, u2, . . . , uk} es com-
pleto.

Si Ak 6= ∅, se definen nk+1 = mı́nAk, yk+1 = xnk+1
.

Continuando de esta manera, se construye un conjunto enumerable
linealmente independiente {y1, y2, . . . , yn, . . .} tal que yk+1 = xnk+1

, en
donde D ⊂ [y1, y2, . . . , yk, . . .], pues si xj ∈ D, entonces existe k ∈ N
tal que nk ≤ j < nk+1, luego, por la definición de nk+1, se tiene que
xj ∈ [y1, y2, . . . , yk].

Usando el proceso de Gram-Schmidt, encontramos un sistema enumera-
ble ortonormal {u1, u2 . . . , uk, . . .} tal que

D ⊂ [y1, y2, . . . , yk, . . .] = [u1, u2, . . . , uk, . . .],

de donde, como D es denso en H, se sigue que {u1, u2, . . . , uk, . . .} es
completo.
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Teorema 2.2.5. Sean H un espacio de Hilbert y E un sistema ortonormal
en H. Las condiciones siguientes son equivalentes:

1. E es completo.

2. Para todo x ∈ H, se tiene que

x =
∑

z∈E

〈x, z〉 z (Serie de Fourier)

3. Para todo x ∈ H y todo y ∈ H, vale que

〈x, y〉 =
∑

z∈E

〈x, z〉 〈y, z〉

4. Para todo x ∈ H, vale la siguiente identidad:

‖x‖2 =
∑

z∈E

|〈x, z〉|2 (Identidad de Parseval)

5. E es total en H, esto es, [E] = H.

Demostración. 1) =⇒ 2): Sea x ∈ H. Por la desigualdad de Bessel, se
tiene que ∑

z∈E

|〈x, z〉|2 ≤ ‖x‖2 <∞,

luego el conjunto {z ∈ E; 〈x, z〉 6= 0} es enumerable 1. Escribámoslo en forma
de sucesión: z1, z2, . . . , zn, . . . . Se sigue que existe y ∈ H tal que

∞∑

n=1

〈x, zn〉 zn = y.

Además, (x− y) ⊥ zn, para todo n ∈ N (teorema 2,2,2). Se deduce que

{z ∈ E; 〈y, z〉 6= 0} = {zn;n ∈ N} (∗)
1En el caso en que este conjunto sea finito, la demostración se simplifica grandemente.
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pues
0 = 〈x− y, zn〉 = 〈x, zn〉 − 〈y, zn〉 ,

esto es, 〈y, zn〉 = 〈x, zn〉 6= 0, para todo n ∈ N. Además, si z ∈ E, y

〈y, z〉 =
∞∑

n=1

〈x, zn〉 〈zn, z〉 = 0,

entonces z 6= zn para todo n (pues E es un sistema ortonormal). Se tiene,
por lo tanto, la igualdad (∗).

Se sigue que (x− y) ⊥ E, y siendo E completo, entonces y = x, luego

x =
∞∑

n=1

〈x, zn〉 =
∑

z∈E

〈x, z〉 z,

pues 〈x, z〉 = 0, si z 6= zn, n ∈ N.
2) =⇒ 3): Sean x ∈ H, y ∈ H. El conjunto

A(x, y) = {z ∈ E; 〈x, z〉 6= 0, ó, 〈y, z〉 6= 0}
es enumerable, digamos A(x, y) = (wn). Por hipótesis,

x =
∞∑

k=1

〈x,wk〉wk, (5)

y =
∞∑

k=1

〈y, wk〉wk, (6)

Si (xn), y, (yn) denotan las sucesiones de las sumas parciales de las series (5)
y (6), respectivamente, entonces se tiene que
∣∣∣∣∣〈x, y〉 −

n∑

k=1

〈x,wk〉 〈y, wk〉
∣∣∣∣∣ = |〈x, y〉 − 〈xn, yn〉| =

= |〈x, y〉 − 〈xn, y〉 + 〈xn, y〉 − 〈xn, yn〉| ≤
≤ ‖y‖ ‖xn − x‖ + ‖xn‖ ‖yn − y‖ .

Por lo tanto, ya que xn −→ x, yn −→ y, resulta que

〈x, y〉 =
∞∑

k=1

〈x,wk〉 〈y, wk〉 =
∑

z∈E

〈x, z〉 〈y, z〉.

Finalmente, las implicaciones 3) =⇒ 4) =⇒ 1) y 2) =⇒ 5) =⇒ 1) son
inmediatas.
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Proposición 2.2.6. En un espacio de Hilbert H todos los sistemas
ortonormales completos tienen el mismo número cardinal.

Demostración. Sean E1 y E2 sistemas ortonormales completos en H.

1. Si E1 es finito, entonces (por el teorema 2,2,5) E1 es una base algebraica
de H, y siendo E2 linealmente independiente, entonces
card(E2) ≤ card(E1). Por simetŕıa, card(E1) ≤ card(E2), luego
card(E1) = card(E2).

2. Supongamos que E1 y E2 son infinitos. Para cada a ∈ E1, el conjunto

E2(a) = {b ∈ E2; 〈a, b〉 6= 0} ,

es enumerable, pues Σb∈E2 |〈a, b〉|2 = ‖a‖2 <∞.

Ahora bien, E2 = ∪a∈E1E2(a). En efecto, dado b ∈ E2, como

∑

a∈E1

|〈b, a〉|2 = ‖b‖2 = 1 6= 0,

entonces existe a ∈ E1 tal que 〈b, a〉 6= 0, luego b ∈ E2(a). Por consi-
guiente,

card(E2) ≤
∑

a∈E1

card(E1(a)) ≤ card(E1).ℵ0 = card(E1),

Por simetŕıa card(E1) ≤ card(E2), luego card(E2) = card(E1).

Definición 2.2.4. Sea H 6= {0} un espacio de Hilbert. Entonces,

1. El cardinal de cualquier sistema ortonormal completo en H se llama
dimensión ortogonal de H.

Si H = {0}, entonces la dimensión ortogonal de H se define como 0.

2. Una base ortonormal de H es cualquier sistema ortonormal completo
en H.

Teorema 2.2.6. Cualquier espacio de Hilbert H es isométricamente iso-
morfo a ℓ2(I), para algún conjunto (de ı́ndices) I.
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Demostración. Sean E un sistema ortonormal completo en H (teore-
ma 2,2,3), I un conjunto con cardinal igual a la dimensión ortogonal de E
(esto es, card(I) = card(E)), ψ : I −→ E una biyección de I sobre E y
T : H −→ ℓ2(I) la aplicación definida por

T (x) = (〈x, ψ(i)〉)i∈I .

Se tienen las siguientes afirmaciones:

1. T está bien definida. En efecto, para cada x ∈ H, por el teorema 2,2,5,
se tiene que

∑

i∈I

|〈x, ψ(i)〉|2 =
∑

z∈E

|〈x, z〉|2 = ‖x‖2 <∞.

Además, T es lineal.

2. T es una biyección. En efecto, es claro que T es inyectiva. Demostremos
que T también es sobreyectiva. Sea (βi)i∈I ∈ ℓ2(I). Entonces,

∑

i∈I

‖βiψ(i)‖2 =
∑

i∈I

|βi|2 <∞,

luego, por el teorema 2,2,1, existe x ∈ H tal que x = Σi∈Iβiψ(i), de
donde, por el teorema 2,2,5, se obtiene que βi = 〈x, ψ(i)〉 , i ∈ I. Por
lo tanto, T (x) = (βi)i∈I .

3. Finalmente, T es una isometŕıa, pues, por el mismo teorema 2,2,5,
resulta que

‖x‖2 =
∑

z∈E

|〈x, z〉|2 =
∑

i∈I

|〈x, ψ(i)〉|2 = ‖T (x)‖2
2,

esto es, ‖T (x)‖2 = ‖x‖, para todo x ∈ H. Esto completa la de-
mostración del teorema.

Ejemplo 2.2.2. Las funciones

φn : t ∈ [0, 2π] 7−→ eint, n ∈ Z,

forman un sistema (enumerable) ortonormal completo en L2[0, 2π] para el

producto interno < f, g >= 1
2π

∫ 2π

0
f(t)g(t)dt. En efecto,
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1. Es claro que (φn)n∈Z es un sistema enumerable ortonormal en el espacio
L2[0, 2π] (ejemplo 2,2,1,2).

2. Demostremos que (φn)n∈Z es completo en L2[0, 2π], esto es, que el sub-
espacio

M =

{
n∑

k=−n

αkφk;αk ∈ C, k = 0, 1, 2, . . . , n, n ∈ N

}
,

es denso en L2[0, 2π]. En efecto, sea f ∈ L2[0, 2π]. Entonces, dado ǫ > 0,
por [9], teorema 13,21 ó [23], teorema 3,14, existe una función continua
h con soporte compacto contenido en (0, 2π) tal que

‖f − h‖2 <
ǫ

2
.

Ahora bien, como h es periódica de peŕıodo 2π (pues, h(0) = 0 = h(2π)),
entonces existe p ∈M tal que

‖h− p‖ = máx {|h(t) − p(t)|; t ∈ [0, 2π]} < ǫ

2

(teorema de Stone-Weierstrass) . Por consiguiente,

‖h− p‖2 =
1

2π

(∫ 2π

0

|h(t) − p(t)|2dt
) 1

2

≤ ‖h− p‖ < ǫ

2
.

Se sigue que
‖f − p‖2 ≤ ‖f − h‖2 + ‖h− p‖2 < ǫ

Observación 2.2.1.

1. Como (φn)n∈Z es un sistema ortonormal completo en L2[0, 2π], entonces
del teorema 2,2,5 se obtiene que

f(t) =
∞∑

k=−∞

f̂(k)eikt, (Serie de Fourier de f) 2 (2.1)

para todo f ∈ L2[0, 2π], en donde

f̂(k) =
〈
f, eikt

〉
=

1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−iktdt, k ∈ Z.

2téngase bien presente que la convergencia es en la norma de L2[0, 2π].
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Además, por el mismo teorema,

∞∑

k=−∞

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣ = ‖f‖2

2 <∞.

En particular, se tiene el teorema de Riemann-Lebesgue:

ĺım
|k|→∞

f̂(k) = 0,

para todo f ∈ L2[0, 2π].

Rećıprocamente, si
∑∞

k=−∞ |ck|2 <∞, en donde ck ∈ C, k ∈ Z, entonces
existe una función f ∈ L2[0, 2π] tal que

∑∞
k=−∞ cke

ikt es la serie de

Fourier de f , y, ĺımn→∞

∥∥f −∑n

k=−n cke
ikt
∥∥

2
= 0 (teorema de Riesz-

Fischer) .

2. Otra manera de ver el ejemplo 2,2,2 es como sigue:

Sea f ∈ L2[0, 2π] tal que 〈φk, f〉 = 0, para todo k ∈ Z, esto es,

∫ 2π

0

f(t)eiktdt = 0, k = 0,±1,±2, . . .

Sea

F (t) =

∫ t

0

f(s)ds, t ∈ [0, 2π].

Entonces, integrando por partes, se obtiene que cualquiera que sea
a ∈ C, ∫ 2π

0

(F (t) − a)eiktdt = 0, k = ±1,±2, . . . , (∗)

Pongamos a = 1
2π

∫ 2π

0
F (t)dt; entonces (∗) vale también para k = 0.

Ahora bien, como F (0) = 0 = F (2π), entonces F − a es una función
periódica de peŕıodo 2π, luego (por el teorema de Weierstrass) dado
ǫ > 0, existe un polinomio trigonométrico p ∈M tal que

‖F − a− p‖ = máx {|F (t) − a− p(t)|; t ∈ [0, 2π]} < ǫ

Además, (∗) implica que

∫ 2π

0

(F (t) − a) p(t)dt = 0
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Por lo tanto, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se obtiene que

∫ 2π

0

|F (t) − a|2dt =

∫ 2π

0

(F (t) − a)
(
F (t) − a− p(t)

)
dt ≤

≤ ǫ

∫ 2π

0

|F (t) − a|dt ≤

≤ ǫ

(∫ 2π

0

|F (t) − a|2dt
) 1

2
(∫ 2π

0

dt

) 1
2

.

Por consiguiente, ∫ 2π

0

|F (t) − a|2dt ≤ 2πǫ2,

para todo ǫ > 0, luego F es constante, de donde F ≡ 0, esto es,

∫ t

0

f(s)ds = 0,

para todo t ∈ [0, 2π], y como f ∈ L2[0, 2π] ⊂ L1[0, 2π], entonces
f(t) = 0, para casi todos los t ∈ [0, 2π], esto es, f = 0 en el espacio
L2[0, 2π]. Se sigue que (φn)n∈Z es un sistema enumerable ortonormal
completo.

Proposición 2.2.7. (y Definición) Si H es un espacio de Hilbert y M un
subespacio cerrado de H, entonces H = M ⊕M⊥ (suma directa topológica).

La proyección de H sobre M a lo largo de M⊥ se llama la proyección
ortogonal sobre M .

Demostración.

1. Es claro que M ∩M⊥ = {0} . Además,

M⊥ = {y ∈ H; 〈x, y〉 = 0,∀x ∈M} =
⋂

x∈M

{y ∈ H; 〈x, y〉 = 0}

es un subespacio cerrado de H.

2. Demostremos que H = M+M⊥. En efecto, siendo M un subespacio ce-
rrado de H, es un espacio de Hilbert. Sea (zi)i∈I un sistema ortonormal
completo en M ; (zi)i∈I se extiende a un sistema ortonormal completo
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en H, (zi)i∈I∪J , en donde I ∩ J = ∅ (teorema 2,2,3). Para cada x ∈ H,
se tiene que

x =
∑

i∈I

〈x, zi〉 zi
︸ ︷︷ ︸

+
∑

j∈J

〈x, zj〉 zj
︸ ︷︷ ︸

∈M +M⊥.

∈M ∈M⊥

Proposición 2.2.8. Sea M un subespacio lineal de un espacio de Hilbert
H. Entonces

1. M⊥⊥ = M

2. M es denso en H si y solamente si M⊥ = {0}.
Demostración.

1. Si x ∈M , entonces 〈x, y〉 = 0 para todo y ∈M⊥, luego x ∈M⊥⊥. Por
consiguiente, M ⊂M⊥⊥, de donde M ⊂M⊥⊥.

Ahora bien, como M⊥ = M
⊥
, entonces, por la proposición 2,2,7, se

tiene que
H = M ⊕M⊥.

Por lo tanto, si x ∈ M⊥⊥, x 6= 0, entonces existen x1 ∈ M y x2 ∈ M⊥

tales que x = x1 + x2, y, x1 6= 0 (pues, x 6∈M⊥), luego

x− x1 = x2 ∈M⊥.

También, como x ∈M⊥⊥, y, x1 ∈M ⊂M⊥⊥, entonces

(x− x1) ∈M⊥⊥.

Además, como M⊥ ∩M⊥⊥ = {0}, entonces x2 = x − x1 = 0, esto es,
x = x1 ∈M . Se sigue que M⊥⊥ ⊂M, y por lo tanto, M⊥⊥ = M .

2. Es claro que si M es denso en H, entonces M⊥ = {0} (aún si H no es
de Hilbert).

Viceversa, si M = {0}, entonces

M = M⊥⊥ = {0}⊥ = H,

esto es, M es denso en H.
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Teorema 2.2.7. (Riesz) Si H es un espacio de Hilbert, entonces para
cada f ∈ H ′ existe un único vector yf ∈ H tal que

f(x) = 〈x, yf〉 ,
para todo x ∈ H. Además, ‖f‖ = ‖yf‖.

Demostración. La unicidad del elemento yf , para f ∈ H, dado, es
evidente.

Sea M = ker(f). Si M = H, entonces es suficiente tomar yf = 0.
Supongamos, pues, que M 6= H. Entonces, M es un subespacio (hiper-

plano) cerrado de H, luego H = M ⊕M⊥. Fijemos z ∈M⊥ \{0}; nótese que
M⊥ = [z].

Si x ∈ H, entonces

x =

(
x− f(x)

f(z)
z

)
+
f(x)

f(z)
z ∈M ⊕M⊥.

También, como

x =

(
x− 〈x, z〉

‖z‖2
z

)
+

〈x, z〉
‖z‖2

z,

〈x, z〉
‖z‖2

z ∈M⊥, y,

(
x− 〈x, z〉

‖z‖2
z

)
∈ [z]⊥ = M⊥⊥ = M,

usando la unicidad de la descomposición de todo elemento de H como suma
de un elemento de M con un elemento de M⊥, resulta que

f(x)

f(z)
z =

〈x, z〉
‖z‖2

z,

de donde

f(x) =

〈
x,
f(z)

‖z‖2
z

〉
,

para todo x ∈ H. Por lo tanto, es suficiente tomar yf = f(z)
‖z‖2 z.

Ahora bien,

‖yf‖ =
|f(z)|
‖z‖2

‖z‖ =
|f(z)|
‖z‖ ≤ ‖f‖.

También, para todo x ∈ H,

|f(x)| = |〈x, yf〉| ≤ ‖x‖‖yf‖,
de donde ‖f‖ = ‖yf‖. Esto completa la demostración del teorema.
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Corolario 2.2.1. Todo espacio de Hilbert H es isométricamente antiiso-
morfo a su dual H ′. Más exactamente, la aplicación

f ∈ H ′ φ−→ yf ∈ H,

tiene las siguientes propiedades:

1. ‖φ(f)‖ = ‖f‖.

2. φ(f + g) = φ(f) + φ(g).

3. φ(αf) = αφ(f).

Corolario 2.2.2. El espacio dual H ′ de un espacio de Hilbert H es un
espacio de Hilbert. Además, todo espacio de Hilbert H es reflexivo.

Demostración. Sea φ como en el corolario 2,2,1 anterior. Se define en
H ′ el siguiente producto interno: Si f ∈ H ′, g ∈ H ′, entonces

〈f, g〉 = 〈φ(g), φ(f)〉 .

Con este producto interno, H ′ es un espacio de Hilbert.
Demostremos ahora que H es reflexivo. Sea x′′ ∈ H ′′; entonces, existe

f ∈ H ′ tal que
x′′(g) = 〈g, f〉 ,

para toda g ∈ H ′. Ahora bien,

x′′(g) = 〈g, f〉 = 〈yf , yg〉 = g(yf ),

para toda g ∈ H ′.

El teorema de Riesz no es válido sin la hipótesis de que el espacio H sea
completo, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.3. Sea H = C[0, 1] el espacio de las funciones complejas
continuas en el intervalo [0, 1], dotado del producto interno

〈f, g〉 =

∫ 1

0

f(t)g(t)dt.
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Este espacio no es completo (ejemplo 2,1,2). Fijemos a ∈ (0, 1). La forma

lineal T : f 7−→ T (f) =
∫ 1

a
f(t)dt es continua sobre H, pues, usando la de-

sigualdad de Cauchy-Schwarz, vemos que |T (f)| ≤
∫ 1

a
|f(t)|dt ≤

∫ 1

0
|f(t)|dt ≤

≤
(∫ 1

0
|f(t)|2dt

) 1
2

= ‖f‖2, para todo f ∈ H.

Por otra parte, no puede existir ninguna función g continua sobre [0, 1],

tal que se tenga T (f) =
∫ 1

0
f(t)g(t)dt para toda f ∈ C[0, 1]. En efecto, es

un ejercicio de cálculo elemental demostrar que para una tal función g se
debeŕıa tener g(t) ≡ 0 en (0, a), y, g(t) ≡ 1 en (a, 1), lo que es absurdo.

Ya que el espacio dual H ′ de todo espacio de Hilbert H se identifica, por
medio del producto interno, al propio espacio H, se tiene la siguiente defini-
ción.

Definición 2.2.5. Se dice que una sucesión (xn) en un espacio de Hilbert
H converge débilmente a x ∈ H, cuando ĺımn→∞ 〈xn, y〉 = 〈x, y〉, para todo
y ∈ H.

Ejercicios de la sección 2.2

1. Sean H un espacio de Hilbert, M y N subespacios cerrados de H con
M ⊥ N, y G = M +N . Demostrar que G es cerrado en H.

2. Para n entero ≥ 0, sea Pn(t) = 1
2nn!

dn

dtn
[(t2 − 1)n](n-ésimo polinomio de

Legendre). Demostrar que las funciones
√
n+ 1

2
Pn forman un sistema

ortonormal completo en L2[−1, 1].

3. Sean H un espacio con producto interno, y, {x, y, z} ⊂ H con
‖x‖ = ‖y‖ = ‖z‖. Demostrar que

|〈x, x〉 〈z, y〉 − 〈x, y〉 〈z, x〉|2 ≤
{
〈x, x〉2 − |〈y, x〉|2

}{
〈x, x〉2 − |〈z, x〉|2

}

Sugerencia: Reducir el problema al caso ‖x‖ = ‖y‖ = ‖z‖ = 1. Apli-
cando el proceso de Gram-Schmidt, reducir a un problema en K3.

4. Sean H un espacio de Hilbert separable, (xn) una base ortonormal de
H, y, (yn) una sucesión en H tal que

∞∑

n=1

‖xn − yn‖ < 1.
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Demostrar que si z ⊥ yn, para todo n ∈ N, entonces z = 0.

Sugerencia: Usar la identidad de Parseval.

5. Sean H un espacio de Hilbert separable, (en) una base ortonormal de
H, y, (fn) un sistema ortonormal en H tal que

∞∑

n=1

‖en − fn‖2 <∞.

Demostrar que (fn) también es una base ortonormal de H.

Sugerencia: Sea f0 ⊥ fn, para n ≥ 1. Demostrar que si se escoge m ∈ N
tal que

∞∑

n=m+1

‖en − fn‖2 < 1,

entonces el conjunto {e1, . . . , em, fm+1, . . . , fn, . . .} es total en E (obser-
var la solución del ejercicio anterior). Deducir que el conjunto
{f0, f1, . . . , fm} es linealmente dependiente, y por lo tanto, que f0 = 0.

6. Sea H un espacio de Hilbert, K 6= ∅ un subconjunto convexo cerrado
de H, y, x0 ∈ H, x0 6∈ K. Demostrar que existe un único punto x1 ∈ K
tal que

‖x0 − x1‖ = ı́nf {‖x0 − y‖; y ∈ K} .

Sugerencia: Usar la ley del paralelogramo.

7. Suponga que en el ejercicio anterior K = M es un subespacio cerrado
de H. Demostrar que (x0 − x1) ∈M⊥. Conclúır que H = M ⊕M⊥.

Sugerencia: Sea x = x0 − x1. Demostrar que

‖x‖ ≤ ‖x+ y‖,

para todo y ∈M. En particular, si y ∈M, y 6= 0, entonces

‖x‖ ≤ ‖x+ λy‖,

para todo λ ∈ K. Escoger convenientemente λ ∈ K para mostrar que
〈x, y〉 = 0.
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8. SeanH un espacio de Hilbert,M un subespacio cerrado deH, y, f ∈M ′

una forma lineal continua sobre M . Demostrar que existe una única
forma lineal continua g ∈ H ′ tal que g ⊂ f, y, ‖g‖ = ‖f‖.

9. Sean H un espacio de Hilbert, y, (xn) una sucesión en H tal que

a) xn−⇀ x.

b) ‖xn‖ −→ ‖x‖. Demostrar que xn −→ x en H.

10. Sea H un espacio de Hilbert. Demostrar que si xn ⇀ x, entonces
existe una subsucesión (xnk

) de (xn) tal que la sucesión
(

1
m

∑m

k=1 xnk

)

converge al mismo punto x en H.

11. Sea (xn) una sucesión en un espacio de Hilbert H tal que para todo
y ∈ H, la sucesión (〈xn, y〉) es convergente. Demostrar que existe x ∈ H
tal que xn−⇀ x.

Deducir que todo espacio de Hilbert es débilmente secuencialmente
completo.

12. Demostrar que en todo espacio de Hilbert H la bola unitaria cerrada
B = {x ∈ H; ‖x‖ ≤ 1} es débilmente secuencialmente compacta, esto
es, toda sucesión en B posee una subsucesión débilmente convergente
a algún punto de B.

Sugerencia: Sean (xn) una sucesión en B, y,M = [(xn)]. Entonces,M es
separable. Sea (zn) una sucesión densa en M . Demostrar que existe una
subsucesión (xnk

) de (xn) tal que la sucesión numérica (〈xnk
, zn〉)k es

convergente, para cada n ∈ N. Concluir que (〈xnk
, y〉)k es convergente,

para cada y ∈M. Usar el ejercicio 2,2,11.

2.3. Operadores continuos - Convergencia de

operadores

Definición 2.3.1. Un álgebra de Banach es un espacio de Banach E en
el cual está definida una operación de multiplicación,

(x, y) ∈ E × E 7−→ x.y ∈ E,
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tal que (E,+, .) es un álgebra y

‖x.y‖ ≤ ‖x‖‖y‖,

cualesquiera que sean x, y ∈ E.

Además, si existe e ∈ E tal que e.x = x = x.e para todo x ∈ E y E es no
trivial, entonces se dice que E es un álgebra de Banach con elemento unidad
e. En este caso, ‖e‖ ≥ 1.

Si E es un álgebra de Banach con elemento unidad e, entonces la nueva
norma ‖.‖1 en E definida por

‖x‖1 = sup {‖xy‖; y ∈ E, ‖y‖ = 1} ,

es equivalente a la norma original de E. Además, ‖e‖1 = 1.

Proposición 2.3.1. Si E es un espacio de Banach, entonces L(E), el
espacio de los operadores lineales continuos en E, es una álgebra de Banach
con elemento unidad, siendo la multiplicación definida por la composición de
operadores:

(T1, T2) ∈ L(E) × L(E) 7−→ T1T2 = T1 ◦ T2 ∈ L(E).

El elemento unidad en el álgebra L(E) es el operador identidad I ∈ L(E).

Proposición 2.3.2. (y Definición) Sea H un espacio de Hilbert. Para
cada T ∈ L(H) existe un único operador T ∗ ∈ L(H) tal que

〈T (x), y〉 = 〈x, T ∗(y)〉

para todo x ∈ H y todo y ∈ H.
El operador T ∗ ∈ L(H) se llama operador adjunto de T .

Demostración. Demostremos la existencia del operador T ∗, siendo que
su unicidad es inmediata. Para y ∈ H fijo, la función

x ∈ H 7−→ 〈T (x), y〉 ∈ K

es una función lineal continua en H, luego, por el teorema de Riesz, existe
un único vector T ∗(y) ∈ H tal que

〈T (x), y〉 = 〈x, T ∗(y)〉 ,
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para todo x ∈ H. La aplicación

T ∗ : y ∈ H −→ T ∗(y) ∈ H,

es lineal. Además, T ∗ es continua, pues del teorema de Riesz también se tiene
que

‖T ∗(y)‖ = sup
‖x‖≤1

|〈T (x), y〉| ≤

≤ sup
‖x‖≤1

‖T‖.‖x‖.‖y‖ =

= ‖T‖ ‖y‖.

Por consiguiente, T ∗ ∈ L(H) y ‖T ∗‖ ≤ ‖T‖.

Proposición 2.3.3. La aplicación

T ∈ L(H) 7−→ T ∗ ∈ L(H),

tiene las siguientes propiedades:

1. T ∗∗ = T.

2. ‖T ∗‖ = ‖T‖.

3. (S + T )∗ = S∗ + T ∗.

4. (ST )∗ = T ∗S∗.

5. (αT )∗ = αT ∗, para todo α ∈ K

6. ‖T ∗T‖ = ‖T‖2

Las cinco primeras propiedades nos dicen que la aplicación

T ∈ L(H) 7−→ T ∗ ∈ L(H),

es un anti-automorfismo isométrico e involutivo del álgebra de Banach L(H).

Demostración.

1) Usando las definiciones, se tiene que

〈x, T ∗∗(y)〉 = 〈T ∗(x), y〉 = 〈y, T ∗(x)〉 = 〈x, T (y)〉 ,
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para todo x ∈ H y todo y ∈ H. Por consiguiente, T ∗∗ = T .
2) Por la proposición 2,2,2, se tiene que ‖T ∗‖ ≤ ‖T‖. Usando la misma

proposición, resulta que

‖T‖ = ‖T ∗∗‖ ≤ ‖T ∗‖,

de donde ‖T ∗‖ = ‖T‖.
6) Por 2), se tiene que

‖T ∗T‖ ≤ ‖T ∗‖ ‖T‖ = ‖T‖2.

Ahora bien,

‖T (x)‖2 = 〈T (x), T (x)〉 = 〈T ∗T (x), x〉 ≤ ‖T ∗T‖ ‖x‖2,

cualquiera que sea x ∈ H. Se sigue que ‖T‖2 ≤ ‖T ∗T‖ de donde
‖T ∗T‖ = ‖T‖2.

Las propiedades 3), 4), 5), son de verificación inmediata.

Proposición 2.3.4. Sean H un espacio de Hilbert y T ∈ L(H), un
operador lineal continuo en H. Entonces,

1. N(T ) = R(T ∗)⊥, y

2. N(T ∗) = R(T )⊥.

Demostración. Solamente mostraremos la parte 1), siendo que 2) es
análoga.

Sea x ∈ N(T ). Si z = T ∗(y) ∈ R(T ∗), y ∈ H, entonces

〈x, z〉 = 〈x, T ∗(y)〉 = 〈T (x), y〉 = 0,

de donde x ∈ R(T ∗)⊥. Por consiguiente, N(T ) ⊂ R(T ∗)⊥.
Viceversa, si x ∈ R(T ∗)⊥, entonces

〈T (x), y〉 = 〈x, T ∗(y)〉 = 0,

para todo y ∈ H. Por consiguiente, T (x) = 0, esto es, x ∈ N(T ). Se sigue
que R(T ∗)⊥ ⊂ N(T ) y por lo tanto, N(T ) = R(T ∗)⊥, lo que queŕıamos
demostrar.

Corolario 2.3.1. Sean H un espacio de Hilbert y T ∈ L(H). Entonces,
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1. T es inyectivo si y sólo si T ∗(H) = H.

2. T ∗ es inyectivo si y sólo si T (H) = H.

Proposición 2.3.5. Sea H un espacio de Hilbert. Un operador T ∈ L(H)
es invertible si y sólo si su adjunto T ∗ ∈ L(H) también lo es. En este caso,

(
T−1

)∗
= (T ∗)−1.

Demostración. Es suficiente demostrar que si T es invertible, entonces
T ∗ también es invertible, pues T ∗∗ = T .

Si T es invertible, entonces T (H) = H, luego (por el corolario de la
proposición 2,3,4) T ∗ es inyectivo.

Por otra parte,

〈
T ∗
(
T−1

)∗
(x), y

〉
=
〈(
T−1

)∗
(x), T (y)

〉
=
〈
x,
(
T−1T

)
(y)
〉

= 〈x, y〉 ,

para todo x ∈ H y todo y ∈ H. Por consiguiente, T ∗ (T−1)
∗

= I, de donde
T ∗ posee inverso a la derecha, esto es T ∗ es sobreyectivo. Por consiguiente,
T ∗ es una biyección continua, luego T ∗ ∈ L(H) es un isomorfismo, esto es,
T ∗ es invertible en L(H). Además, (T ∗)−1 = (T−1)

∗
.

Definición 2.3.2. Sean H un espacio de Hilbert, (Tn) una sucesión en
L(H), y, T ∈ L(H). Entonces,

1. Se dice que (Tn) converge débilmente a T (en el sentido de operadores),
lo cual se denota Tn−⇀ T, si

ĺım
n→∞

〈Tn(x), y〉 = 〈T (x), y〉 ,

para todo x ∈ H.

2. Se dice que (Tn) converge fuertemente a T , lo cual se denota Tn −→ T,
si

ĺım
n→∞

‖Tn(x) − T (x)‖ = 0,

para todo x ∈ H

3. Se dice que (Tn) converge uniformemente a T , lo cual se denota
Tn =⇒ T, si

ĺım
n→∞

‖Tn − T‖ = 0.
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Se tiene que la convergencia uniforme implica la convergencia fuerte, y
que esta última implica la convergencia débil.

En general, las rećıprocas de estas implicaciones no son verdaderas
(ejemplo 1,7,3).

Lema 2.3.1. Sea H un espacio de Hilbert. Entonces, en L(H), toda
sucesión (Tn) débilmente convergente es acotada.

Demostración. Sea x ∈ H fijo. Para cada n ∈ N, sea φxn : H −→ K la
forma lineal continua definida por la formula

φxn(y) = 〈y, Tn(x)〉 .

Como (Tn) es una sucesión débilmente convergente en L(H), entonces (φxn)
es una sucesión de formas lineales continuas, puntualmente acotada, esto es,
para cada y ∈ H existe una constante α(x, y) > 0 tal que

|φxn(y)| ≤ α(x, y),

para todo n ∈ N. Luego, por el teorema de Banach-Steinhaus, existe una
constante α(x) > 0 tal que

‖φxn‖ ≤ α(x),

para todo n ∈ N. Por consiguiente,

‖Tn(x)‖ = sup
‖y‖≤1

|〈Tn(x), y〉| = ‖φxn‖ ≤ α(x),

para todo n ∈ N. Se sigue, por el mismo teorema, que existe una constante
α > 0 tal que ‖Tn‖ ≤ α, para todo n ∈ N, lo que queŕıamos demostrar.

Proposición 2.3.6. Sean H un espacio de Hilbert, (Tn) y (Sn) sucesiones
en L(H), T ∈ L(H) y S ∈ L(H) dos operadores. Se tiene:

1. Si Tn−⇀ T, y, Sn −→ S, entonces TnSn−⇀ TS.

2. Si Tn −→ T, y, Sn −→ S, entonces TnSn −→ TS.

3. Si Tn =⇒ T, y, Sn =⇒ S, entonces TnSn =⇒ TS.

Demostración. Para todo n ∈ N, se tiene la siguiente identidad:

TnSn − TS = Tn(Sn − S) + (Tn − T )S (∗)

204



1. Como Tn−⇀ T, por el lema 2,3,1 existe una constante α > 0 tal que
‖Tn‖ ≤ α, para todo n ∈ N. Por consiguiente, teniendo en cuenta la
identidad (∗), se obtiene que

|〈TnSn(x), y〉 − 〈TS(x), y〉| ≤ α‖y‖ ‖(Sn − S) (x)‖+|〈(Tn − T ) (S(x)), y〉| ,

de donde, por hipótesis, se sigue que

ĺım
n→∞

〈TnSn(x), y〉 = 〈TS(x), y〉 ,

para todo x ∈ H y todo y ∈ H, esto es, TnSn−⇀ TS.

2. Por (∗), se tiene que

‖TnSn(x) − TS(x)‖ ≤ α ‖Sn(x) − S(x)‖ + ‖T (S(x)) − Tn(S(x))‖ ,

para todo x ∈ H, en donde α es como en 1). Por lo tanto, de la hipótesis
se sigue que TnSn −→ TS.

3. Nuevamente, por (∗), resulta que

‖TnSn − TS‖ ≤ α ‖Tn − T‖ + ‖S‖‖Sn − S‖,

de donde obtenemos que TnSn =⇒ TS.

Proposición 2.3.7. Sean H un espacio de Hilbert, (Tn) una sucesión en
L(H), y, T ∈ L(H). Se tiene:

1. Si Tn−⇀ T , entonces T ∗
n−⇀ T ∗.

2. Si Tn =⇒ T , entonces T ∗
n =⇒ T ∗.

La demostración de esta proposición es sencilla y se deja al lector como
ejercicio.

Ejemplo 2.3.1. En general, la convergencia fuerte de una sucesión (Tn)
hacia un operador T no implica la convergencia fuerte de la sucesión de sus
adjuntos (T ∗

n) hacia el operador adjunto T ∗ de T . En efecto, sean H = ℓ2,
Tn ∈ L(ℓ2), n ∈ N, definido por

Tn(x) = (xn+1, xn+2, . . .) ,
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si x = (xk) ∈ ℓ2, y T ≡ 0 el operador idénticamente nulo. Entonces, para
cada n ∈ N, el operador adjunto T ∗

n ∈ L(ℓ2) de Tn está dado por

T ∗
n(y) = (0, 0, . . . , 0

↑
n

, y1, y2, . . .),

si y = (yk) ∈ ℓ2. Por consiguiente,

Tn −→ 0, y, T ∗
n 6−→ 0.

Nótese que en este ejemplo también se tiene que

Tn −→ 0, T ∗
n−⇀ 0,

pero,
TnT

∗
n = I;

(compare con la proposición 2,3,6, parte 1)

Ejercicios de la sección 2.3

1. Sea E un espacio de Banach.

a) Demostrar que para todo T ∈ L(E) con ‖T‖ < 1, el operador
(I − T ) es invertible en L(E).

b) Demostrar que el conjunto de los operadores invertibles es abierto
en el álgebra de Banach L(E).

2. Demostrar que si H es un espacio de Hilbert y T es un operador lineal
en H tal que

〈T (x), y〉 = 〈x, T (y)〉

para todo x ∈ H y todo y ∈ H, entonces T es continuo.

3. Sean H un espacio de Hilbert, T ∈ L(H) un operador lineal continuo en
H, (zn) un sistema enumerable ortonormal en H, y (λn) una sucesión
en K tal que T ∗(zn) = λnzn, n ∈ N, y Σ∞

n=1|λn|2 <∞. Demostrar que

∞∑

n=1

|〈y, zn〉| <∞,

para cualquier y ∈ T (H).
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4. Sean H un espacio de Hilbert separable, y (ej) una base ortonormal
de H. Entonces, a cada T ∈ L(H) se le asocia una matriz infinita
AT = (aij), en donde aij = 〈T (ei), ej〉.
Demostrar que para una matriz infinita A = (aij) represente un opera-
dor en L(H):

a) Es necesario que para todo i ∈ N, Σ∞
j=1|aij|2 < ∞, y, para todo

j ∈ N,
∑∞

i=1 |aij|2 <∞.

b) Es suficiente que Σ∞
i=1Σ

∞
j=1|aij|2 <∞.

c) Las condiciones de la parte a) no son suficientes.

d) La condición en b) no es necesaria.

2.4. Operadores hermitianos, normales y uni-

tarios.

En esta sección, la letra H denotará un espacio de Hilbert.

Definición 2.4.1. Se dice que un operador T ∈ L(H) es hermitiano
(simétrico o autoadjunto), si T ∗ = T.

Proposición 2.4.1. Si H es un espacio de Hilbert complejo, entonces
un operador T en L(H) es hermitiano si y sólo si 〈T (x), x〉 ∈ R, para todo
x ∈ H.

Demostración. Es inmediato que si T es hermitiano, entonces
〈T (x), x〉 ∈ R, para todo x ∈ H.

Rećıprocamente, supongamos que 〈T (x), x〉 sea real para todo x ∈ H.
Entonces,

〈T (x+ y), x+ y〉︸ ︷︷ ︸
∈R

= 〈T (x), x〉︸ ︷︷ ︸
∈R

+ 〈T (x), y〉 + 〈T (y), x〉 + 〈T (y), y〉︸ ︷︷ ︸
∈R

por consiguiente,

〈T (x), y〉 + 〈T (y), x〉 = 〈T (x), y〉 + 〈T (y), x〉 = 〈T (x), y〉 + 〈T (y), x〉,

o sea,
〈T (x), y〉 − 〈T (x), y〉 = −〈T (y), x〉 + 〈T (y), x〉 (1)
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También,

〈T (x+ iy), x+ iy〉 = 〈T (x), x〉 − i 〈T (x), y〉 + i 〈T (y), x〉 + 〈T (y), y〉 ,

luego,

−i 〈T (x), y〉+i 〈T (y), x〉 = −i 〈T (x), y〉 + i 〈T (y), x〉 = i〈T (x), y〉−i〈T (y), x〉,

de donde
〈T (x), y〉 + 〈T (x), y〉 = 〈T (y), x〉 + 〈T (y), x〉. (2)

Sumando (1) y (2), resulta que

〈T (x), y〉 = 〈T (y), x〉 = 〈x, T (y)〉 ,

cualesquiera que sean x ∈ H, y ∈ H. Por consiguiente, T ∗ = T.

NOTA: El término hermitiano se usa únicamente para operadores con-
tinuos. En el caso de operadores no continuos, los términos simétrico y au-
toadjunto tienen significados diferentes.

Proposición 2.4.2. Si T ∈ L(H) es hermitiano, entonces

‖T‖ = sup
‖x‖=1

|〈T (x), x〉| .

Demostración. Sea α = sup‖x‖=1 | 〈T (x), x〉 |. Como | 〈T (x), x〉 | ≤ ‖T‖ ‖x‖2,
para todo x ∈ H, entonces α ≤ ‖T‖.

Por otra parte,
|〈T (y), y〉| ≤ α‖y‖2, (3)

para todo y ∈ H.
Ahora bien, teniendo en cuenta (3), para todo λ > 0 y todo x ∈ H, se

tiene que

‖T (x)‖2 =
1

4

{〈
T (λx+

1

λ
T (x)), λx+

1

λ
T (x)

〉
−
〈
T (λx− 1

λ
T (x)), λx− 1

λ
T (x)

〉}
≤

≤ 1

4

{
α

∥∥∥∥λx+
1

λ
T (x)

∥∥∥∥
2

+ α

∥∥∥∥λx−
1

λ
T (x)

∥∥∥∥
2
}

=

=
α

2

{
λ2‖x‖2 +

1

λ2
‖T (x)‖2

}
.
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Por lo tanto, si T (x) 6= 0, y, λ2 = ‖T (x)‖
‖x‖

, entonces resulta que

‖T (x)‖2 ≤ α‖T (x)‖‖x‖,

luego, ‖T (x)‖ ≤ α‖x‖, para todo x ∈ H, esto es, ‖T‖ ≤ α, de donde α = ‖T‖,
lo que queŕıamos demostrar.

Observación 2.4.1. Si T no es hermitiano, la proposición anterior no
es válida, en general. En efecto, sean H = R2, y, T ∈ L(R2) el operador de
rotación π

2
. Entonces, ‖T‖ = 1 y 〈T (x), x〉 = 0, para todo x ∈ R2.

Definición 2.4.2.

1. Se dice que un operador T ∈ L(H) es positivo, lo cual se denota T ≥ 0,
cuando,

a) T es hermitiano, y

b) 〈T (x), x〉 ≥ 0, para todo x ∈ H.

2. Si S ∈ L(H) y T ∈ L(H) son dos operadores hermitianos, entonces se
dice que S es mayor o igual que T , lo cual se denota S ≥ T , cuando
(S − T ) ≥ 0, esto es, si 〈S(x), x〉 ≥ 〈T (x), x〉, para todo x ∈ H.

3. Si T ∈ L(H) es hermitiano, entonces los números

M = sup
‖x‖=1

〈T (x), x〉 , y, m = ı́nf
‖x‖=1

〈T (x), x〉 ,

se llaman supremo de T e ı́nfimo de T , respectivamente.

Observación 2.4.2.

1. Sean T ∈ L(H) hermitiano, M y m como en la definición. Entonces,
M (resp.m) es el menor número real (resp. el mayor número real) tal
que

mI ≤ T ≤MI.

Además, como ‖T‖ = sup‖x‖=1 | 〈T (x), x〉 |, entonces

‖T‖ = máx {|M |, |m|}

(ejercicio 2,4,2).
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2. La relación ≥ es un orden parcial en el conjunto de los operadores
hermitianos de L(H). Además, si T1 ≥ 0, T2 ≥ 0 y α ≥ 0, entonces
T1 + T2 ≥ 0, y, αT2 ≥ 0.

3. Si T ∈ L(H) es un operador hermitiano, entonces T 2 ≥ 0. Además,

0 ≤ T ≤ I =⇒ 0 ≤ T 2 ≤ I.

4. Si T ∈ L(H) es un operador hermitiano invertible, entonces el operador
inverso T−1 también es hermitiano (proposición 2,3,5).

Proposición 2.4.3. El producto de dos operadores hermitianos es her-
mitiano si y sólo si los operadores conmutan.

Corolario 2.4.1. Si p(t) = Σn
k=0akt

k es un polinomio con coeficientes
reales y si T ∈ L(H) es un operador hermitiano, entonces p(T ) = Σn

k=0akT
k

es un operador hermitiano.

Proposición 2.4.4. Si S ∈ L(H) es ĺımite fuerte de una sucesión
(Sn) ⊂ L(H), y si un operador dado T ∈ L(H) conmuta con todos los opera-
dores Sn, n ∈ N, entonces T conmuta con S.

Demostración. Como

ST − TS = (S − Sn)T + T (Sn − S),

para todo n ∈ N, entonces

‖(ST − TS)(x)‖ ≤ ‖(S − Sn)(T (x))‖ + ‖T‖‖(Sn − S)(x)‖,

de donde (ST − TS)(x) = 0, para todo x ∈ H, ya que Sn −→ S.

Proposición 2.4.5. Si T ∈ L(H) es un operador positivo, entonces

| 〈T (x), y〉 |2 ≤ 〈T (x), x〉 〈T (y), y〉 , (4)

para todo x ∈ H y todo y ∈ H.

210



Demostración. Sean x ∈ H, y ∈ H. Para todo λ ∈ R, se tiene que

0 ≤ 〈T (x+ λ 〈T (x), y〉 y), x+ λ 〈Tx, y〉 y〉 =

= 〈T (x), x〉 + 2λ| 〈T (x), y〉 |2 + λ2| 〈T (x), y〉 |2 〈T (y), y〉 (5)

Ahora bien, si aλ2 + bλ + c ≥ 0 para todo λ ∈ R entonces b2 − 4ac ≤ 0.
Aplicando esto al polinomio de segundo grado en λ del lado derecho de (5),
se obtiene la desigualdad (4).

Proposición 2.4.6. Toda sucesión monótona acotada (Tn) de operadores
lineales hermitianos es fuertemente convergente hacia algún operador hermi-
tiano T ∈ L(H).

Demostración.

1. Supongamos que (Tn) es una sucesión monótona no decreciente de ope-
radores lineales positivos, acotada por el operador identidad I :

0 ≤ T1 ≤ T2 ≤ . . . ≤ Tn ≤ . . . ≤ I.

Para n > m, sea
Tmn = Tn − Tm.

Como 0 ≤ Tn ≤ I, para todo n, entonces

I − Tmn = I − Tn + Tm ≥ I − Tn ≥ 0,

luego Tmn ≤ I, de donde ‖Tmn‖ ≤ 1. Por lo tanto, usando la desigual-
dad (4), se obtiene que para todo x ∈ H,

‖Tn(x) − Tm(x)‖4 = ‖Tmn(x)‖4 =

= 〈Tmn(x), Tmn(x)〉2 =

= 〈Tmn(Tmn(x)), x〉2 ≤
≤

〈
T 2
mn(x), Tmn(x)

〉
〈Tmn(x), x〉 ≤

≤ ‖Tmn‖2‖Tmn‖ ‖x‖2 〈Tmn(x), x〉 ≤
≤ {〈Tn(x), x〉 − 〈Tm(x), x〉} ‖x‖2.

Por simetŕıa, si m > n, entonces

‖Tn(x) − Tm(x)‖4 ≤ {〈Tm(x), x〉 − 〈Tn(x), x〉} ‖x‖2.
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Por consiguiente,

‖Tn(x) − Tm(x)‖4 ≤ | 〈Tn(x), x〉 − 〈Tm(x), x〉 | ‖x‖2, (6)

para todo n ∈ N, todo m ∈ N y todo x ∈ H. Ahora bien, para cada
x ∈ H, la sucesión numérica (〈Tn(x), x〉) es no decreciente y acotada,
luego convergente, de donde, en virtud de (6), resulta que (Tn(x)) es una
sucesión de Cauchy en H, luego convergente. Se sigue que el operador

T : x ∈ H 7−→ T (x) = ĺım
n→∞

Tn(x) ∈ H

es lineal, continuo y hermitiano, y por la propia definición, Tn −→ T.

2. Hagamos ahora el caso general.

a) Si (Tn) es una sucesión no decreciente de operadores hermitianos,
acotada por algún operador A ∈ L(H),

T1 ≤ T2 ≤ . . . ≤ Tn ≤ . . . ≤ A,

entonces
0 ≤ S1 ≤ S2 ≤ . . . ≤ Sn ≤ . . . ≤ I,

en donde

Sn =
Tn − T1

‖A− T1‖
.

Por consiguiente, por la parte 1), existe S ∈ L(H) operador hermi-
tiano tal que Sn −→ S, luego, Tn −→ T , en donde
T = T1 + ‖A− T1‖S.

b) Finalmente, si (Tn) es una sucesuón de operadores hermitianos tal
que

T1 ≥ T2 ≥ . . . ≥ Tn ≥ . . . ≥ A,

para algún A ∈ L(H), entonces

0 ≤ S1 ≤ S2 ≤ . . . ≤ Sn ≤ . . . ≤ I,

en donde

Sn =
T1 − Tn
‖T1 − A‖

Análogamente como en a) se ve que existe T ∈ L(H) hermitiano,
tal que Tn −→ T.
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Teorema 2.4.1. Todo operador positivo T ∈ L(H) tiene una única ráız

cuadrada positiva T
1
2 ∈ L(H), la cual es ĺımite fuerte de polinomios en T

con coeficientes reales, y por lo tanto conmuta con cualquier operador que
conmute con T .

Demostración.

1. Existencia: Se puede suponer que 0 ≤ T ≤ I, pues de lo contrario se
toma S = T

‖T‖
.

Sea A = I − T ; si Y es un operador que verifique la relación:
Y = 1

2
(A+ Y 2), poniendo X = I − Y , tendremos

X2 = (I − Y )2 = I − 2Y + Y 2 = I − A = T,

de donde X será el operador buscado. Por consiguiente, es suficiente
mostrar la existencia de un tal operador Y . Para esto, se define induc-
tivamente la sucesión de operadores siguiente:

Y0 = 0, Yn+1 =
1

2

(
A+ Y 2

n

)
para n ≥ 0.

Entonces,

a) Se muestra, por inducción, que cada operador Yn, n ≥ 0,es un poli-
nomio en A con coeficientes reales positivos, de donde
Yn+1 − Yn, n ≥ 0, también es un polinomio en A con coeficientes
reales no negativos, pues

Yn+1 − Yn =
1

2
(Yn + Yn−1)(Yn − Yn−1),

ya que YnYn−1 = Yn−1Yn.

b) Demostremos que

0 ≤ Y1 ≤ Y2 . . . ≤ Yn ≤ . . . ≤ I.

Como A = I − T es hermitiano, entonces
〈
A2n(x), x

〉
= 〈An(x), An(x)〉 ≥ 0,

para todo x ∈ H y todo n ≥ 0; también, como A ≥ 0 (pues
T ≤ I), entonces

〈
A2n+1(x), x

〉
= 〈A(An(x)), An(x)〉 ≥ 0.
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Por consiguiente, An ≥ 0, para todo n ≥ 0, y siendo Yn, n ≥ 0, un
polinomio en A con coeficientes reales positivos, entonces, Yn ≥ 0,
para todo n ≥ 0. Análogamente, ya que Yn+1 − Yn, n ≥ 0, es
un polinomio en A con coeficientes reales no negativos, entonces
Yn+1 − Yn ≥ 0, esto es, Yn+1 ≥ Yn, para todo n ≥ 0. Ahora bien,
Y0 = 0 ≤ I. Supongamos que Yn−1 ≤ I, en donde n ≥ 1. Entonces,

Yn =
1

2

(
A+ Y 2

n−1

)
≤ 1

2
(I + I) = I.

Por consiguiente, Yn ≤ I, para todo n ≥ 0, y queda demostrada
la afirmación b).

Aśı, (Yn)n≥0 es una sucesión monótona (no decreciente) acotada
de operadores hermitianos, luego, por la proposición 2.4.6 ante-
rior, existe un operador hermitiano Y ∈ L(H) tal que Yn −→ Y .
Además, por la proposición 2.3.6.2, también Y 2

n −→ Y 2. Por lo
tanto, ya que

∥∥∥∥Y (x) − 1

2
(A(x) + Y 2(x))

∥∥∥∥ ≤

≤ ‖Y (x) − Yn+1(x)‖ +

∥∥∥∥Yn+1(x) −
1

2
(A(x) + Y 2(x))

∥∥∥∥ =

= ‖Y (x) − Yn+1(x)‖ +

∥∥∥∥
1

2

(
A(x) + Y 2

n (x)
)
− 1

2
(A(x) + Y 2(x))

∥∥∥∥ =

= ‖Y (x) − Yn+1(x)‖ +
1

2

∥∥Y 2
n (x) − Y 2(x)

∥∥ ,

nos resulta

Y (x) =
1

2
(A(x) + Y 2(x)),

para todo x ∈ H, esto es, Y = 1
2
(A+ Y 2).

Finalmente, como 0 ≤ Yn ≤ I, y, Yn −→ Y, entonces 0 ≤ Y ≤ I.
Por consiguiente, si X = I − Y , entonces 0 ≤ X ≤ I. Además, X
es ĺımite fuerte de polinomios en T con coeficientes reales (pues
aśı lo es Y ).

2. Unicidad: Sea X la ráız cuadrada positiva de T constrúıda por el pro-
cedimiento anterior, y sea X1 otra ráız cuadrada positiva de T .
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Sean Z y Z1, a su vez, ráıces cuadradas (positivas) de X y X1, respec-
tivamente. Tenemos que

X1T = X1X
2
1 = X2

1X1 = TX1,

luego
X1X = XX1,

pues X es ĺımite fuerte de polinomios en T .

Sea x ∈ H cualquiera, pero fijo. Demostremos que si
y = (X −X1)(x), entonces y = 0. En efecto,

‖Z(y)‖2 + ‖Z1(y)‖2 = 〈Z(y), Z(y)〉 + 〈Z1(y), Z1(y)〉 =

=
〈
Z2(y), y

〉
+
〈
Z2

1(y), y
〉

=

= 〈(X +X1)(y), y〉 =

= 〈(X +X1)(X −X1)(x), y〉 =

=
〈(
X2 −X2

1

)
(x), y

〉
=

= 0,

luego Z(y) = Z1(y) = 0, de donde

X(y) = Z2(y) = 0 = Z2
1(y) = X1(y).

Por consiguiente,

‖y‖2 = ‖(X −X1)(x)‖2 = 〈(X −X1)(x), (X −X1)(x)〉 =

= 〈(X −X1)(x), y〉 =

= 〈x, (X −X1)(y)〉 =

= 0,

esto es, y = 0, o sea X(x) = X1(x), cualquiera que sea x ∈ H. Por
consiguiente, X = X1. Esto completa la demostración del teorema.

Definición 2.4.3. Se dice que un operador T ∈ L(H) es normal si
T ∗T = TT ∗.

Proposición 2.4.7. Si H es un espacio de Hilbert complejo, entonces
todo operador T ∈ L(H) se representa de manera única en la forma

T = A+ iB,
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en donde A y B son operadores hermitianos.
Además, T es normal si y sólo si AB = BA.

Demostración. Es suficiente definir

A =
1

2
(T + T ∗), y, B =

1

2i
(T − T ∗). (7)

Rećıprocamente, si T = A+ iB, con A y B hermitianos, entonces A y B son
como en (7).

La segunda afirmación de sigue de la siguiente igualdad:
TT ∗ − T ∗T = (A+ iB)(A− iB) − (A− iB)(A+ iB) = 2i(BA− AB).

Proposición 2.4.8. Un operador T ∈ L(H) es normal si y sólo si
‖T (x)‖ = ‖T ∗(x)‖, para todo x ∈ H.

Demostración. Supongamos que T sea normal. Entonces

‖T (x)‖2 = 〈T (x), T (x)〉 = 〈T ∗T (x), x〉 = 〈T ∗(x), T ∗(x)〉 = ‖T ∗(x)‖2,

esto es, ‖T (x)‖ = ‖T ∗(x)‖, para cada x ∈ H.
Rećıprocamente, si ‖T (x)‖ = ‖T ∗(x)‖ para todo x ∈ H, entonces

〈(T ∗T − TT ∗)(x), x〉 = 0,

para todo x ∈ H, luego T ∗T − TT ∗ = 0, por ser (T ∗T − TT ∗) hermitiano
(proposición 2,4,2), esto es, T ∗T = TT ∗.

Definición 2.4.4. Se dice que un operador U ∈ L(H) es unitario, si U
es invertible (en L(H)) y U−1 = U∗ (esto es, si UU∗ = U∗U = I).

Proposición 2.4.9. Un operador U ∈ L(H) es unitario si y sólo si U es
una isometŕıa de H sobre H.

Demostración. Si U es unitario, entonces

‖U(x)‖2 = 〈U(x), U(x)〉 = 〈U∗U(x), x〉 = 〈x, x〉 = ‖x‖2,

esto es, ‖U(x)‖ = ‖x‖, para todo x ∈ H. Por consiguiente, U es una isometŕıa
de H sobre H.
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Rećıprocamente, si U es una isometŕıa de H sobre H, entonces U es
invertible, y además 4

〈x, y〉 = 〈U(x), U(y)〉 = 〈U∗U(x), y〉 ,

para todo x ∈ H y todo y ∈ H. Por consiguiente, U∗U = I. Se sigue que
U−1 = U∗.

Se debe observar que existen isometŕıas T que son no sobreyectivas. En
este caso, T ∗T = I, pero TT ∗ 6= I. Por ejemplo, sean H = ℓ2 y T ∈ L(ℓ2) el
operador definido por

T (x) = (0, x1, x2, . . . , xn, . . .),

si x = (xn) ∈ ℓ2. Entonces, el operador T ∗ ∈ L(ℓ2) está dado por

T ∗(y) = (y2, y3, . . . , yn, . . . , ),

si y = (yn) ∈ ℓ2. Se sigue que ‖T (x)‖2 = ‖x‖2, para todo x ∈ ℓ2. También,
T ∗T = I, pero TT ∗ 6= I.

Ejercicios de la sección 2.4

1. Sean H un espacio de Hilbert complejo y T ∈ L(H) tal que
〈T (x), x〉 = 0, para todo x ∈ H. Demostrar que T = 0.

2. Sean H un espacio de Hilbert, T ∈ L(H) hermitiano, M y m como en
la definición 2.4.2.3. Demostrar que

‖T‖ = máx {|M |, |m|}

Sugerencia: Es claro que M ≤ ‖T‖ y que m ≤ ‖T‖. Ahora, como
‖T‖ ≥ − 〈T (x), x〉 si ‖x‖ ≤ 1, se sigue que −m ≤ ‖T‖ y −M ≤ ‖T‖.
Por consiguiente, |M | ≤ ‖T‖, |m| ≤ ‖T‖, de donde,
máx {|M |, |m|} ≤ ‖T‖. Para demostrar la desigualdad contraria, con-
siderar separadamente los casos m ≥ 0 y m < 0. También puede usarse
la proposición 2.4.2.

4el que toda isometŕıa conserve el producto interno es consecuencia de las identidades
polares (Ejercicio 2.1.1).
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3. Sea H un espacio de Hilbert.

a) Demostrar que si S ≥ 0, T ≥ 0 y ST = TS, entonces ST ≥ 0.

b) Sean S, T1 y T2 tres operadores en H tales que S ≥ 0,
T1 ≥ T2 y S conmuta con ambos operadores T1 y T2. Demostrar
que ST1 ≥ ST2.

4. Sean H un espacio de Hilbert, A ∈ L(H) y B ∈ L(H) dos operadores
en H. Demostrar que 0 ≤ A ≤ B implica que 0 ≤ A2 ≤ B2, si A y B
conmutan, pero no necesariamente si no conmutan.

5. Sea T un operador normal en un espacio de Hilbert H. Demostrar que
T se puede expresar en la forma T = UP, en donde U es un operador
unitario, P es un operador positivo y, U y P conmutan con todos
los operadores continuos que conmuten con ambos operadores T y T ∗

(descomposición polar de T ).

Sugerencia: Sea P = (T ∗T )
1
2 . Definir U1 : R(P ) −→ R(T ) por la

fórmula
U1(P (x)) = T (x), x ∈ H.

Demostrar que R(T )⊥ = R(P )⊥. Extender U1 a U : H −→ H.

6. Sea H un espacio de Hilbert

a) Demostrar que un operador positivo T ∈ L(H) es invertible si y
sólo si existe ǫ > 0 tal que (T − ǫI) > 0.

b) Demostrar que un operador T ∈ L(H) es invertible si y sólo si
existe ǫ > 0 tal que (TT ∗ − ǫI) > 0 y (T ∗T − ǫI) > 0

2.5. Proyecciones ortogonales

Recordamos que un operador lineal P : E −→ E en un espacio normado
E es una proyección si P 2 = P .

Si H es un espacio del Hilbert y M es un subespacio cerrado de H,
entonces H = M ⊕M⊥, y los operadores

P : x = x1 + x2 ∈M ⊕M⊥ 7−→ P (x) = x1 ∈M,

(I − P ) : x = x1 + x2 ∈M ⊕M⊥ 7−→ (I − P )(x) = x2 ∈M⊥,
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son proyecciones continuas en H, llamadas las proyecciones ortogonales de
H sobre M (a lo largo de M⊥), y de H sobre M⊥ (a lo largo de M), respec-
tivamente. (Proposición 2,2,7).

A menos que se diga otra cosa expĺıcitamente, en este parágrafo H deno-
tará un espacio de Hilbert.

Teorema 2.5.1. Un operador P ∈ L(H) es una proyección ortogonal si
y sólo si

1. P 2 = P , y

2. P ∗ = P.

Demostración.

1. Supongamos que P ∈ L(H) es la proyección ortogonal de H sobre
el subespacio M . Entonces, se sabe que P 2 = P . Demostremos que
P ∗ = P. En efecto, como P (H) ⊥ (I − P )(H), entonces

〈P ∗(x), y〉 = 〈x, P (y)〉 =

= 〈(I − P )(x) + P (x), P (y)〉 =

= 〈P (x), P (y)〉 =

= 〈P (x), P (y) + (I − P )(y)〉 =

= 〈P (x), y〉 ,

para todo x ∈ H y todo y ∈ H. Por consiguiente, P ∗ = P .

2. Rećıprocamente, supongamos que P ∈ L(H) satisface las condiciones
1) y 2) del teorema. Entonces, M = P (H) y N(P ) son subespacios
cerrados deH (proposición 1,5,1,1). Además, por la proposición 2,3,4,1,
como P ∗ = P, se tiene que

P−1(0) = N(P ) = R(P ∗)⊥ = R(P )⊥ = M⊥.

Por consiguiente, P es la proyección de H sobre M a lo largo de M⊥,
o sea, la proyección ortogonal de H sobre M .

Proposición 2.5.1. Si P es una proyección ortogonal en H, entonces
0 ≤ P ≤ I. Además, si P 6= 0, entonces ‖P‖ = 1.
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Demostración. Para cada x ∈ H, se tiene que

〈P (x), x〉 = 〈P (x), (I − P )(x) + P (x)〉 = 〈P (x), P (x)〉 ≥ 0,

esto es, P ≥ 0. También, como (I − P ) es proyección ortogonal, entonces
(I − P ) ≥ 0 o sea P ≤ I. Por consiguiente, 0 ≤ P ≤ I.

Ahora bien, por la proposición 2,4,2 y como 0 ≤ P ≤ I, se obtiene que

‖P‖ = sup
‖x‖≤1

〈P (x), x〉 ≤ sup
‖x‖≤1

〈x, x〉 ≤ 1.

Por otra parte, si y ∈ P (H) con ‖y‖ = 1, entonces

‖P‖ = sup
‖x‖≤1

‖P (x)‖ ≥ ‖P (y)‖ = ‖y‖ = 1.

Por consiguiente, ‖P‖ = 1.
En el resto de esta sección, la palabra proyección significa proyección

ortogonal

Proposición 2.5.2. Sean M y N subespacios cerrados de H. Si P y Q
son las proyecciones sobre M y N , respectivamente, y si PQ = QP , entonces
PQ es la proyección sobre M ∩N .

Demostración.

1. PQ es una proyección, pues

a) (PQ)2 = (PQ)(PQ) = P 2Q2 = PQ.

b) (PQ)∗ = Q∗P ∗ = QP = PQ.

2. Ya que PQ(H) = P (N) ⊂ M, y PQ(H) = QP (H) = Q(M) ⊂ N,
entonces PQ(H) ⊂M ∩N.
Por otra parte, M ∩ N ⊂ PQ(H), pues x ∈ M ∩ N =⇒ PQ(x) =
P (x) = x. Por consiguiente, PQ(H) = M ∩N.

Proposición 2.5.3. Sean P y Q las proyecciones sobre los subespacios
cerrados M y N de H, respectivamente. Si PQ = 0, entonces M ⊥ N y
(P +Q) es la proyección sobre M +N . En este caso, se dice que P ⊥ Q.
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Demostración.

1. Como PQ = 0, entonces para x ∈M, y ∈ N se tiene
〈x, y〉 = 〈Px,Qy〉 = 〈x, PQy〉 = 0.

2. QP = Q∗P ∗ = (PQ)∗ = 0, luego
(P +Q)2 = P 2 + PQ+QP +Q2 = P +Q. Además,
(P + Q)∗ = P ∗ + Q∗ = P + Q. Por consiguiente, (P + Q) es una
proyección en H.

3. (P +Q)(H) ⊂ P (H) +Q(H) = M +N . Por otra parte,
M +N ⊂ (P +Q)(H), pues si x ∈M, y ∈ N, entonces

(P +Q)(x+ y) = P (x) + P (y) +Q(x) +Q(y) =

= x+ P (Q(y)) +Q(P (x)) + y =

= x+ y.

Se sigue que (P +Q) es la proyección sobre M +N.

Proposición 2.5.4. Sean P y Q las proyecciones sobre los subespacios
cerrados M y N de H, respectivamente. Si PQ = Q, entonces M ⊃ N y
(P −Q) es la proyección sobre M ∩N⊥.

Demostración. Ya que

QP = Q∗P ∗ = (PQ)∗ = Q∗ = Q = PQ,

entonces, por la proposición 2,5,2, Q = PQ es la proyección sobre M ∩ N.
Por consiguiente, N = M ∩N, luego M ⊃ N.

Por hipótesis, I − Q es la proyección sobre N⊥. Ahora bien, como
P (I−Q) = (I−Q)P, entonces por la misma proposición, P −Q = P (I−Q)
es la proyección sobre M ∩N⊥.

Proposición 2.5.5. Si P y Q son proyecciones en H, entonces

PQ = Q si y solamente si P ≥ Q.

Demostración. Si PQ = Q, entonces (por la proposición anterior) P−Q
es una proyección, luego (por la proposición 2,4,1) (P − Q) ≥ 0, esto es,
P ≥ Q.

Viceversa, si P ≥ Q, entonces I − P ≤ I −Q.
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Por lo tanto,

‖(Q− PQ)(x)‖2 = ‖(I − P )Q(x)‖2 =

= 〈(I − P )Q(x), (I − P )Q(x)〉 =

= 〈(I − P )Q(x), Q(x)〉 ≤
≤ 〈(I −Q)Q(x), Q(x)〉 =

= 0,

para todo x ∈ H. Por consiguiente, PQ = Q.

Proposición 2.5.6. Sean P y Q las proyecciones sobre los subespacios
M y N de H, respectivamente. Si PQ = QP , entonces P + Q − PQ es la
proyección sobre M +N . En particular, M +N es cerrado.

Demostración. Es fácil verificar que P +Q− PQ es una proyección en
H.

Demostremos que (P +Q− PQ)(H) = M +N. En efecto,

1. Es claro que (P +Q− PQ)(H) ⊂M +N .

2. Ahora bien, si x ∈M, y ∈ N, entonces

(P +Q− PQ)(x+ y) = P (x) +Q(x) − PQ(x) + P (y) +Q(y) − PQ(y) =

= x+QP (x) − PQ(x) + PQ(y) + y − PQ(y) =

= x+ y,

luego (x+ y) ∈ (P +Q− PQ)(H). Por consiguiente,
M +N ⊂ (P +Q− PQ)(H).

Observación 2.5.1. En general, si M y N son subespacios cerrados de
un espacio de Hilbert H, no necesariamente M +N es un subespacio cerrado
de H. En efecto, sean H un espacio de Hilbert y T ∈ L(H) un operador
continuo cuya imagen R(T ) no sea un subespacio cerrado de H. Entonces,
los subespacios

M = H × {0}
N = G(T ) = {(x, T (x));x ∈ H} ,

son cerrados en el espacio producto H×H. Sin embargo, M+N = H×R(T )
no es cerrado en H ×H.

Definición 2.5.1. Sean E un espacio con producto interno, T ∈ L(H) y
M un subespacio cerrado de E.
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1. Se dice que M es invariante por T , cuando T (M) ⊂M .

2. Se dice que M reduce a T cuando ambos subespacios M y M⊥ son
invariantes por T .

Proposición 2.5.7. Sean H un espacio de Hilbert, T ∈ L(H), M un
subespacio cerrado de H, y P la proyección sobre M . Entonces

1. M es invariante por T si y sólo si TP = PTP.

2. M reduce a T si y sólo si TP = PT .

Demostración.

1. Si M es invariante por T , entonces T (P (x)) ∈ M , para todo x ∈ H,
luego T (P (x)) = P (T (P (x))), para todo x ∈ H, esto es, TP = PTP .

Rećıprocamente, si TP = PTP , entonces

T (M) = TP (M) = P (TP (M)) ⊂M,

luego M es invariante por T.

2. Supongamos que ambos subespacios M y M⊥ son invariantes por T .
Entonces, por la parte 1), se tiene que

TP = PTP.

Ahora bien, sea x = x1 + x2 ∈ M ⊕M⊥ = H. Como T (x2) ∈ M⊥,
entonces P (T (x2)) = 0, luego

PT (x) = PT (x1) + PT (x2) = PT (x1) = PTP (x),

para todo x ∈ H, esto es, PT = PTP . Por consiguiente, PT = TP .

Rećıprocamente, si TP = PT , entonces

TP = TPP = PTP,

luego, por la parte 1), M es invariante por T . También, como

T (I − P ) = T (I − P )(I − P ) = (I − P )T (I − P )

luego, nuevamente por la parte 1), M⊥ es invariante por T . Por con-
siguiente, M reduce a T .

Ejercicios de la sección 2.5

1. En un espacio de Hilbert H, sean P y Q las proyecciones ortogonales
sobre los subespacios cerrados M y N , respectivamente. Demostrar que
PQ = QP si y sólo si M = (M ∩N) ⊕ (M ∩N⊥).
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Caṕıtulo 3

OPERADORES COMPACTOS

3.1. Espectro de los operadores compactos en

espacios de Banach.

Definición 3.1.1. Sean E un espacio de Banach y T ∈ L(E) un operador
lineal continuo en E.

1. El conjunto

P(T ) = {λ ∈ K; (T − λI) es invertible en L(E)}

se llama conjunto resolvente de T .

La función

RT : λ ∈ P(T ) 7−→ RT (λ) = (T − λI)−1 ∈ L(E),

se llama resolvente de T , y el operador RT (λ) = (T −λI)−1, λ ∈ P(T ),
se llama operador resolvente de T en λ.

2. El complemento en K del conjunto resolvente de T se llama espectro de
T , y se denota por σ(T ).

Observación 3.1.1. Si λ ∈ σ(T ), entonces se tienen las tres alternativas
siguientes:

1. El operador (T − λI) no es inyectivo. En este caso, se dice que λ es
autovalor de T , y el conjunto

Nλ = N(T − λI)

224



se llama el subespacio propio de T . Un elemento x ∈ Nλ, x 6= 0, se
llama autovector de T asociado al autovalor λ.

El conjunto de los autovalores de T ,

σp(T ) = {λ ∈ K; (T − λI) no es inyectivo} ,

se llama espectro puntual de T .

2. El operador (T −λI) es inyectivo pero no sobreyectivo, mas su imagen
R(T − λI) es densa en E. En este caso el operador (T − λI)−1 no es
continuo sobre R(T − λI); en efecto, si (T − λI)−1 fuera continuo, el
subespacio R(T − λI) seŕıa cerrado (ver corolario 1,5,3), luego igual
a E, y λ estaŕıa en el conjunto resolvente de T . Tenemos por consi-
guiente que dado ǫ > 0, podemos hallar xǫ ∈ E, tal que ‖xǫ‖ = 1, y,
‖Txǫ − λxǫ‖ ≤ ǫ. Los escalares λ con esta última propiedad se llaman
autovalores aproximados de T . Los autovalores aproximados λ de T ,
tales que el subespacio R(T − λI) es denso en E, forman el espectro
continuo de T , que se denota por σc(T ).

3. El operador (T−λI) es inyectivo y R(T − λI) 6= E. El conjunto de estos
λ forma el espectro residual σr(T ) del operador T . Un elemento λ del
espectro residual de T será un autovalor aproximado, si el subespacio
R(T − λI) de E no es cerrado.

Se tiene entonces, que

σ(T ) = σp(T ) ∪ σc(T ) ∪ σr(T ) (unión disyunta).

Proposición 3.1.1. Sean E un espacio de Banach y T ∈ L(E). Entonces,
P(T ) es un subconjunto abierto de K.

Demostración. Sea λ0 ∈ P(T ). Como (λ0I − T ) es invertible, entonces
por el ejercicio 2,3,1.b, existe δ > 0 tal que

S ∈ L(E), y, ‖S − (λ0I − T )‖ < δ =⇒ S es invertible.

Por lo tanto, si |λ− λ0| < δ, entonces

‖(λI − T ) − (λ0I − T )‖ = |λ− λ0| < δ,

luego λ ∈ P(T ).
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Proposición 3.1.2. El espectro σ(T ) de cualquier operador T ∈ L(E)
es un subconjunto compacto de K.

Demostración. Por la proposición anterior, es suficiente demostrar que
σ(T ) es acotado. Más exactamente, demostremos que

σ(T ) ⊂ {λ ∈ K; |λ| ≤ ‖T‖} .

En efecto, si |λ| > ‖T‖, entonces
∥∥ 1
λ
T
∥∥ < 1, luego (por el ejercicio 2,3,1.a)

el operador
(
I − 1

λ
T
)

es invertible. Por consiguiente,

(λI − T ) = λ

(
I − 1

λ
T

)

es invertible, esto es, λ 6∈ σ(T ).

Ejemplo 3.1.1. Sean E = ℓ2, y, T ∈ L(ℓ2) el operador definido por

T (x) = (0, x1, x2, . . . , xn, . . .),

si x = (xn) ∈ ℓ2. Entonces, se tienen las siguientes afirmaciones:

1. T no tiene autovalores, esto es, σp(T ) = ∅, pues (T − λI)(x) = 0
implica x = 0, cualquiera que sea λ ∈ C.

2. Como ‖T‖ = 1, entonces σ(T ) ⊂ {λ ∈ C; |λ| ≤ 1} = D.

3. Si U = {λ ∈ C; |λ| < 1}, entonces σr(T ) = U. En efecto, el operador
adjunto T ∗ ∈ L(ℓ2) de T está dado por

T ∗(y) = (y2, y3, . . . , yn, . . .),

si y = (yn) ∈ ℓ2. Ahora bien, si λ ∈ C es autovalor de T ∗, entonces
existe y = (yn) ∈ ℓ2, y 6= 0 tal que (T ∗ − λI) = 0, esto es,

yn+1 = λny1, n = 1, 2, . . . .

Por consiguiente, y1 6= 0, y como ĺımn→∞ yn = 0, entonces |λ| < 1, esto
es, λ ∈ U .

Rećıprocamente, si |λ| < 1, entonces λ es autovalor de T ∗. Por consigui-
ente, σp(T

∗) = U. Por lo tanto,

λ ∈ U ⇐⇒ λ ∈ U ⇐⇒ {0} 6= N
(
T ∗ − λI

)
= N((T−λI)∗) = R(T−λI)⊥,
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esto es,
λ ∈ U ⇐⇒ R(T − λI) 6= ℓ2,

y como T no tiene autovalores, entonces σr(T ) = U .

4. σ(T ) = D, pues U = σr(T ) ⊂ σ(T ) ⊂ D, y σ(T ) es cerrado.

5. Como σp(T ) = ∅, entonces de la parte 3) se sigue que σc(T ) = {λ ∈ C; |λ| = 1} .

6. Análogamente como en 3) y en 4), puesto que σp(T
∗) = U también se

tiene que σ(T ∗) = D.

Ejemplo 3.1.2. Sean E = C[0, 1] el espacio de las funciones complejas
continuas en [0, 1], con la norma del máximo:

‖f‖ = máx {|f(t)|; t ∈ [0, 1]} ,

y, T ∈ L(C[0, 1]) el operador definido aśı: si f ∈ C[0, 1], la función
T (f) ∈ C[0, 1] viene dada por T (f)(t) = tf(t), t ∈ [0, 1]. Entonces,
σ(T ) = [0, 1]. En efecto,

1. T no tiene autovalores, pues si (T − λI)(f) = 0, esto es,

(t− λ)f(t) = 0,

para todo t ∈ [0, 1], entonces f(t) = 0, para todo t 6= λ, de donde, por
la continuidad de f , f ≡ 0.

2. Si λ 6∈ [0, 1], entonces, λ 6∈ σ(T ), pues el operador S en C[0, 1] definido
por

S(g(t)) =
1

t− λ
g(t), t ∈ [0, 1], g ∈ C[0, 1],

es el inverso en L(C[0, 1]) de (T − λI). Por consiguiente,

σ(T ) ⊂ [0, 1].

Ahora bien, si λ ∈ [0, 1], entonces el operador (T − λI) no es sobreyec-
tivo, ya que si g ∈ C[0, 1], y, g(λ) 6= 0, entonces

(T − λI)(f)(λ) = 0 6= g(λ),

para toda f ∈ [0, 1]. Por consiguiente, λ ∈ σ(T ). Se sigue que
σ(T ) = [0, 1], lo que queŕıamos demostrar.
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Definición 3.1.2. Se define el radio espectral ρ(T ) de un operador
T ∈ L(E) como el número real

ρ(T ) = sup {|λ|;λ ∈ σ(T )} .

Observación 3.1.2. Se muestra en [24] o [25] que en un espacio de
Banach complejo E 6= {0} todo operador T ∈ L(E) tiene espectro σ(T ) 6= ∅,
como también que

ĺım
n→∞

n
√
‖T n‖ = ρ(T ) = ı́nf

n>1

n
√
‖T n‖.

Definición 3.1.3. Sean E, F espacios normados. Se dice que un operador
lineal T : E −→ F es compacto cuando la imagen por T de todo subconjunto
acotado de E es un subconjunto precompacto de F .

Ya que todo operador lineal compacto T : E −→ F es continuo (ejercicio
3,1,2), entonces no se pierde generalidad si en la definición de operador lineal
compacto se exige la continuidad del mismo.

Obsérvese que para que un operador lineal T : E −→ F sea compacto
es necesario y suficiente que la imagen por T de la bola unitaria (abierta
o cerrada) de E sea un subconjunto precompacto de F o equivalentemente,
que la imagen (T (xn)) por T de cualquier sucesión (xn) en la bola unitaria
posea una subsucesión de Cauchy.

Proposición 3.1.3. Sean E, F espacios de Banach y T ∈ L(E,F ).
Entonces

1. T es compacto si y sólo si toda sucesión acotada (xn) en E posee una
subsucesión (xnk

) tal que (T (xnk
)) es convergente en F .

2. Si R(T ) es de dimensión finita, entonces T es compacto. Rećıproca-
mente, si R(T ) es cerrado y T es compacto, entonces R(T ) es de di-
mensión finita.

Demostración.

1. Esto es inmediato por el hecho de que en espacios métricos completos
los conceptos de conjunto precompacto y de conjunto relativamente
compacto coinciden.
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2. Es claro que si dim(R(T )) <∞, entonces T es compacto.

Rećıprocamente si R(T ) es cerrado, entonces es de Banach. Por lo tanto
(por el teorema de la aplicación abierta), T : E −→ R(T ) es una
aplicación abierta, y, siendo T compacto, entonces la bola unitaria de
R(T ) es precompacta, luego (por el teorema de Riesz)
dim(R(T )) <∞.

Proposición 3.1.4. Sean E, F espacios de Banach, y T ∈ L(E,F ).
Entonces:

1. Para que el operador T sea compacto , es necesario que T transforme
sucesiones débilmente convergentes de E en sucesiones fuertemente
convergentes de F .

2. Si el espacio E es reflexivo, la condición anterior también es suficiente
para la compacidad de T .

Demostración.

1. Sea (xn) una sucesión débilmente convergente en E, digamos xn−⇀ x.
Entonces (xn) es acotada (ejercicio 1,5,2), y por lo tanto, posee una
subsucesión (xnk

) tal que (T (xnk
)) es convergente en F , necesariamente

hacia T (x). Como el raciocinio que acabamos de hacer para la sucesión
(xn) es aplicable a cualquiera de sus subsucesiones, se concluye que
T (xn) −→ T (x).

2. Supongamos ahora que E es reflexivo, y que el operador T cumple
la condición del enunciado. Entonces, por la reflexividad de E, toda
sucesión acotada (xn) de E contiene una subsucesión débilmente con-
vergente (xnk

) (Proposición 1,4,9), luego la sucesión (T (xnk
)) es con-

vergente en F , y por lo tanto, de la proposición 3,1,3 se sigue que T es
un operador compacto.

Proposición 3.1.5. Sean E, F espacios normados. Entonces, el con-
junto Lc(E,F ) de todos los operadores lineales compactos de E en F es un
subespacio cerrado de L(E,F ).

Demostración. Sean

A = {x ∈ E; ‖x‖ < 1} , y, B = {y ∈ F ; ‖y‖ < 1} ,

las bolas unitarias abiertas de E y F , respectivamente.
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1. Lc(E,F ) es un subespacio lineal de L(E,F ). En efecto, si T1 ∈ Lc(E,F ),
T2 ∈ Lc(E,F ) y δ > 0, entonces existen elementos y1, y2, . . . , yn,
z1, z2. . . . , zm en F tales que

T1(A) ⊂
n⋃

i=1

(
yi +

δ

2
B

)
,

y,

T2(A) ⊂
m⋃

j=1

(
zj +

δ

2
B

)
,

luego

(T1 + T2)(A) ⊂
n⋃

i=1

m⋃

j=1

(yi + zj + δB)

Por consiguiente, (T1 + T2)(A) es precompacto. Se sigue que
(T1 + T2) ∈ Lc(E,F ).

Análogamente se muestra que si λ ∈ K y T ∈ Lc(E,F ) entonces
λT ∈ Lc(E,F ).

2. Sean S ∈ Lc(E,F ) ⊂ L(E,F ) y δ > 0. Entonces, existe T ∈ Lc(E,F )
tal que

‖T − S‖ < δ

2
.

También, existen elementos y1, y2, . . . , yn en F tales que

T (A) ⊂
n⋃

i=1

(
yi +

δ

2
B

)
.

Ahora bien, si x ∈ A, entonces existe i, 1 ≤ i ≤ n, tal que
T (x) ∈

(
yi +

δ
2
B
)
, esto es,

‖T (x) − yi‖ <
δ

2
.

Por lo tanto,

‖S(x) − yi‖ ≤ ‖S(x) − T (x)‖ + ‖T (x) − yi‖ < δ.

230



Se sigue que

S(A) ⊂
n⋃

i=1

(yi + δB),

por consiguiente, S es compacto.

Se concluye que Lc(E,F ) es un subespacio cerrado de L(E,F ).

Proposición 3.1.6. Sea E un espacio de Banach.

1. Si T ∈ Lc(E), y λ ∈ K, λ 6= 0, entonces dim(N(T − λI)) <∞.

2. Si T ∈ Lc(E) y dim(E) = ∞, entonces 0 ∈ σ(T ).

3. El subespacio Lc(E) es un ideal bilateral del álgebra de Banach L(E),
o sea,

T ∈ Lc(E), y, S ∈ L(E) =⇒ TS ∈ Lc(E), y, ST ∈ Lc(E).

Demostración.

1. Sean F = N(T − λI), λ 6= 0, y T1 = T |F el operador T restringido al
subespacio F . Entonces, T1 es un operador compacto, y, como λ 6= 0,
R(T1) = F , que es un subespacio cerrado de E; por la proposición 3,1,3,
dim(F ) <∞, lo cual queŕıamos demostrar.

2. Sea T ∈ Lc(E). Si 0 6= σ(T ), entonces T es invertible en L(E), en
particular, T (E) = E, y , siendo T compacto, dim(T (E)) <∞.

3. Sean T ∈ Lc(E) y S ∈ L(E).

Si (xn) es una sucesión acotada en E, entonces (S(xn)) también es
acotada, y siendo T compacto, entonces existe una subsucesión (xnk

)
de (xn) tal que (T (S (xnk

))) es convergente en E. Por consiguiente,
TS ∈ Lc(E).

Análogamente se muestra que ST ∈ Lc(E).

Teorema 3.1.1. Sean E, F espacios de Banach. Entonces, T ∈ L(E,F )
es compacto si y sólo si su adjunto T ′ ∈ L(F ′, E ′) es compacto.

Demostración. Sean B la bola unitaria abierta de E, y, φ : E −→ E ′′ y
ψ : F −→ F ′′ las aplicaciones canónicas de E en su bidual E ′′, y de F en su
bidual F ′′, respectivamente.
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1. Supongamos que T es compacto y sea (y
′

n) una sucesión acotada en F ′,
digamos, ‖y′

n‖ ≤ α, para todo n ∈ N. Entonces,

a) Ya que
|y′

n(x) − y
′

n(y)| ≤ α‖x− y‖,
para todo n ∈ N, todo x ∈ F y todo y ∈ F , entonces (y

′

n) es
una sucesión uniformemente equicontinua en F , en particular en
T (B) ⊂ F.

b) La sucesión numérica (y
′

n(y)) es acotada para cada y ∈ F , en
particular, para cada y ∈ T (B).

Por consiguiente, por el teorema de Ascoli (ejercicio 0,4,8), exis-
te una subsucesión

(
y′nk

)
de (y′k) que converge a alguna función

continua, uniformemente sobre el conjunto T (B). En particular,(
y′nk

)
es una sucesión de Cauchy uniformemente sobre T (B), o

sea, dado δ > 0, existe n0 ∈ N tal que

i > n0, j > n0 =⇒ |y′ni
(y) − y′nj

(y)| < δ,

para todo y ∈ T (B). Por consiguiente,

‖T ′
(
y′ni

)
− T ′

(
y′nj

)
‖ = sup

x∈B

∣∣∣
〈
x, T ′

(
y′ni

)
− T ′

(
y′nj

)〉∣∣∣ =

= sup
x∈B

∣∣∣
〈
T (x), y′ni

− y′nj

〉∣∣∣ =

= sup
y∈T (B)

∣∣∣
〈
y, y′ni

− y′nj

〉∣∣∣ ≤

≤ δ,

si i > n0, j > n0. Por consiguiente,
(
T ′
(
y′nk

))
es una subsucesión

de Cauchy de (T ′(y
′

n)). Por lo tanto, T ′ es compacto.

2. Rećıprocamente, supongamos que T ′ es compacto, y sea (xn) una suce-
sión acotada en E. Entonces, por la parte 1), T ′′ ∈ L(E ′′, F ′′) es
compacto, luego, como (φ(xn)) es una sucesión acotada en E ′′, existe
una subsucesión (xnk

) de (xn), tal que la sucesión (T ′′ (φ (xnk
))) es de

Cauchy. Por lo tanto, como

T ′′ (φ (xnk
)) = ψ (T (xnk

)) , k ∈ N,
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pues, T ′′ ◦ φ = ψ ◦ T (demostración de la proposición 1,7,2), y siendo
ψ una isometŕıa (sobre su imagen), entonces (T (xnk

)) también es una
sucesión de Cauchy en F . Por lo tanto, T es compacto. Esto completa
la demostración del teorema.

Proposición 3.1.7. Sean E un espacio de Banach, T ∈ Lc(E), y, λ ∈ K,
λ 6= 0. Entonces, R(T − λI) es cerrado.

Demostración. Como dim(N(T − λI)) < ∞ (proposición 3,1,6), en-
tonces existe un subespacio cerrado M de E tal que E = N(T − λI) ⊕M
(ejercicio 1,5,13). Sea S = (T − λI)|M el operador (T − λI) restringido a M .
Se sigue que S ∈ L(M,E) es inyectivo, y, R(S) = R(T − λI).

Demostremos que existe δ > 0, tal que para todo x ∈M ,

δ‖x‖ ≤ ‖S(x)‖,

lo cual implica que R(T − λI) = R(S) es cerrado, que es la conclusión del
teorema. Supongamos que no sea aśı. Entonces, para cada n ∈ N podemos
hallar xn ∈M , con ‖xn‖ = 1, y, ‖S(xn)‖ < 1

n
. Como T es compacto, entonces

existen x0 ∈ E y una subsucesión (xnk
) de (xn) tales que T (xnk

) −→ x0 en
E. Por lo tanto, como S (xnk

) −→ 0 y S (xnk
) = T (xnk

)− λxnk
, se sigue que

ĺım
k→∞

(λxnk
) = ĺım

k→∞
(T (xnk

) − S (xnk
)) = x0,

luego x0 ∈M, pues, (λxnk
) ∈M , k ∈ N y M es cerrado. Además,

S(x0) = ĺım
k→∞

S (λxnk
) = 0,

luego x0 = 0, pues S es inyectivo. Por consiguiente,

0 = ‖x0‖ = ĺım
k→∞

‖λxnk
‖ = |λ|,

esto es, λ = 0, lo que es una contradicción.

Lema 3.1.1. Sean E un espacio normado y M un subespacio lineal de
E tal que M 6= E. Entonces, para todo r > 1, podemos hallar x ∈ E, tal que
‖x‖ < r, y, d(x,M) = 1.

Demostración. Sea r > 1. Como M 6= E, entonces existe ẏ ∈ E/M tal
que

α = ‖ẏ‖ 6= 0.
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Si x0 = y

α
, donde y ∈ ẏ, entonces

d(x0,M) = d(x0,M) = ‖ẋ0‖ =
∥∥∥
( y
α

).∥∥∥ = 1 < r,

luego existe y0 ∈M tal que

‖x0 − y0‖ < r.

Es suficiente tomar x = x0 − y0.

Lema 3.1.2. Sean E un espacio de Banach y T ∈ L(E). Supongamos
que existen una sucesión estrictamente creciente de subespacios cerrados de
E,

M1 $ M2 $ . . . $ Mn $ . . . ,

y una sucesión (λn) en K con las siguientes propiedades:

1. |λn| ≥ δ > 0,

2. T (Mn) ⊂Mn, y

3. (T − λn+1I)(Mn+1) ⊂Mn,

para n = 1, 2, . . . . Entonces el operador T no es compacto.

Demostración. Para cada n ∈ N, por el lema 3,1,1 con r = 2, existe
xn+1 ∈Mn+1 tal que

‖xn+1‖ < 2, y, d(xn+1,Mn) = 1.

Sea n > m ≥ 2. Entonces,

‖T (xn) − T (xm)‖ = ‖(T (xn) − λnxn − T (xm)) + λnxn‖ =

= |λn|
∥∥xn − λ−1

n {T (xm) − (T − λnI)(xn)}
∥∥ .

Ahora bien, como

T (xm) ∈ T (Mm) ⊂Mn−1,

(T − λnI)(xn) ∈ (T − λnI)(Mn) ⊂Mn−1,

entonces {T (xm) − (T − λnI)(xn)} ∈Mn−1, luego
∥∥xn − λ−1

n {T (xm) − (T − λnI)(xn)}
∥∥ ≥ d(xn,Mn−1) = 1.
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Por lo tanto,
‖T (xn) − T (xm)‖ ≥ |λn| ≥ δ,

para todo n > m ≥ 2. Por consiguiente, (T (xn)) no posee ninguna subsuce-
sión de Cauchy, de donde T 6∈ Lc(E).

Teorema 3.1.2. Sean E un espacio de Banach, T ∈ Lc(E), δ > 0 y

A = {λ ∈ σp(T ); |λ| > δ}

Entonces

1. R(T − λI) 6= E, para todo λ ∈ A.

2. El conjunto A es finito.

Demostración.

1. Supongamos que existe λ0 ∈ A tal que R(T − λ0I) = E. Sea

Mn = N ((T − λ0I)
n) , n = 1, 2, . . . .

Entonces se tienen las siguientes afirmaciones:

a) La sucesión de subespacios cerrados (Mn) es estrictamente cre-
ciente

M1 $ M2 $ . . . $ Mn $ . . . .

En efecto, es claro que la sucesión es creciente. Ahora bien, por
ser λ0 autovalor de T , entonces existe x1 ∈ E, x1 6= 0, tal que
(T − λ0I)(x1) = 0. Como R(T − λ0I) = E, entonces existe una
sucesión (xn) en E tal que

xn = (T − λ0I)(xn+1), n = 1, 2, . . . ,

luego

(T−λ0I)
n(xn+1) = x1 6= 0, y, (T−λ0I)

n+1(xn+1) = (T−λ0I)(x1) = 0,

esto es, xn+1 ∈ Mn+1, y, xn+1 6∈ Mn. Por consiguiente,
Mn $ Mn+1.
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b) T (Mn) ⊂Mn, n = 1, 2, . . . , pues si x ∈Mn, entonces

(T − λ0I)
n(T (x)) = T ((T − λ0I)

n(x)) = 0

esto es, T (x) ∈Mn.

c) (T − λ0I)(Mn+1) ⊂Mn, n = 1, 2, . . . , pues si x ∈Mn+1, entonces

(T − λ0I)
n((T − λ0I)(x)) = (T − λ0I)

n+1(x) = 0,

esto es, (T − λ0I)(x) ∈Mn.

Por consiguiente, el lema 3,1,2, con λn = λ0 para todo n ∈ N,
implica que T 6∈ Lc(E). Esto demuestra la parte 1).

2. Supongamos que A es infinito y sea (λn) una sucesión de elementos de
A, dos a dos distintos. Para cada n ∈ N, sean xn ∈ N(T − λnI), y,

Mn = [x1, x2, . . . , xn] .

Ya que autovectores correspondientes a autovalores dos a dos distintos
son linealmente independientes 1, se tiene que (Mn) es una sucesión
estrictamente creciente de subespacios cerrados de E. También,

(T − λn+1I)(Mn+1) ⊂Mn n = 1, 2, . . . ,

pues si x ∈Mn+1, entonces x = Σn+1
j=1αjxj, de donde

(T − λn+1I)(x) =
n∑

j=1

αj(λj − λn+1)xj ∈Mn.

Además, T (Mn) ⊂Mn, y, por hipótesis, |λn| > δ, n = 1, 2, . . . . El lema
3,1,2 implica que T 6∈ Lc(E). Esto finaliza la demostración del teorema.

Lema 3.1.3. Si E es un espacio normado y M0 un subespacio cerrado
de E, entonces

dim(E/M0) ≤ dim(M⊥
0 ).

1demuéstrese esta afirmación, a manera de ejercicio.
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Demostración. Es claro que probar el lema es equivalente a demostrar
que para todo n ∈ N, si n ≤ dim(E/M0), entonces n ≤ dim(M⊥

0 ).
Sean, pues, n ≤ dim(E/M0), y, x1, x2, . . . , xn elementos en E tales que el

conjunto {x1 +M0, x2 +M0, . . . , xn +M0} es linealmente independiente. Si

Mk = [x1, x2, . . . , xk] +M0,

k = 1, 2, . . . , n, entonces Mk−1 ⊂ Mk, k = 1, 2, . . . , n. Ahora bien, como
cada subespacio Mk es cerrado y xk 6∈ Mk−1, k = 1, 2, . . . , n entonces existe
x′k ∈ E ′ tal que

〈xk, x′k〉 = 1, y, 〈Mk−1, x
′
k〉 = {0} , k = 1, 2, . . . , n.

Se sigue que {x′1, x′2, . . . , x′n} es un subconjunto linealmente independiente de
M⊥

0 . Por consiguiente, n ≤ dim(M⊥
0 ), lo que queŕıamos demostrar.

Teorema 3.1.3. Sean E un espacio de Banach y T ∈ Lc(E). Entonces:

1. Si λ 6= 0, los cuatro números siguientes:

α = dim(N(T − λI)),

β = dim(E/R(T − λI)),

α′ = dim(N(T ′ − λI)), y

β′ = dim(E ′/R(T ′ − λI)),

son finitos e iguales.

2. Si λ ∈ σ(T ), λ 6= 0, λ es autovalor de T y T ′.

3. σ(T ) es un conjunto (compacto) a lo sumo enumerable, y 0 es su único
punto de acumulación posible.

Demostración.

1. a) Se sabe (proposición 3,1,6) que α < ∞. Ahora bien, como
R(T−λI) es cerrado (proposición 3,1,7), entonces (por la proposi-
ción 1,7,4) R(T ′ − I) también es cerrado y

R(T ′ − λI) = N(T − λI)⊥.
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Por lo tanto, como N(T − λI) ≃ (N(T − λI))′ entonces por el
ejercicio 1,3,14, resulta que

N(T − λI) ≃ E ′/N(T − λI)⊥ = E ′/R(T ′ − λI),

luego α = β′.

b) Por la proposición 1,7,3, se tiene que

R(T − λI)⊥ = N(T ′ − λI).

Por lo tanto, usando el lema 3,1,3, con M0 = R(T−λI), se obtiene
que

β = dim(E/R(T−λI)) ≤ dim(R(T−λI)⊥) = dim(N(T ′−λI)) = α′,

esto es, β ≤ α′.

c) Demostremos que α ≤ β. Supongamos por reducción al absurdo,
que α > β.

Sea F complemento topológico de N(T − λI) en E (ejercicio
1,5,13):

E = N(T − λI) ⊕ F (suma directa topológica) (∗)

También, puesto que

dim(E/R(T − λI)) = β < α <∞,

por el ejercicio 1,5,15, a), existe un subespacio G de E tal que
dim(G) = β y

E = R(T − λI) ⊕G (suma directa topológica). (∗∗)

Sea φ : N(T − λI) −→ G una aplicación lineal sobreyectiva. Ya
que α > β, entonces existe x0 ∈ N(T − λI), x0 6= 0, tal que

φ(x0) = 0.

Se define el operador S : E −→ E por la fórmula

S(x) = T (x) + φ ◦ P (x), x ∈ E,
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en donde

P : x = x1 + x2 ∈ N(T − λI) ⊕ F −→ x1 ∈ N(T − λI)

es la proyección a lo largo de F . Como dim(R(φ ◦ P )) < ∞, el
operador S es compacto, y además λ es autovalor de S, pues

S(x0) = T (x0) + φ(P (x0)) = λx0 + φ(x0) = λx0;

entonces el teorema 3,1,2 implica que

R(S − λI) 6= E. (∗ ∗ ∗)

Por otra parte, ya que φ◦P (F ) = {0}, entonces usando (∗), resulta
que

(S−λI)(F ) = (T+φ◦P−λI)(F ) = (T−λI)(F ) = (T−λI)(E) = R(T−λI).

También,
(S − λI)(N(T − λI)) = G.

Por consiguiente, teniendo en cuenta (∗) y (∗∗), resulta que

R(S − λI) = R(T − λI) ⊕G = E,

lo que es una contradicción con (∗∗∗). Esta contradicción muestra
que α ≤ β.

d) Aplicando la misma técnica que en c) a T ′ ∈ Lc(E
′), se tiene que

α′ ≤ β′.

Se sigue de a), b), c), y d) que

β′ = α ≤ β ≤ α′ ≤ β′,

de donde α = β = α′ = β′, lo que queŕıamos demostrar.

2. Si λ 6= 0 no es autovalor de T , entonces por 1), α = 0, luego β = 0,
esto es, R(T − λI) = E, de donde (T − λI) es invertible en L(E), o
sea λ 6= σ(T ). Por consiguiente, si λ ∈ σ(T ) y λ 6= 0, entonces λ es
autovalor de T , y de T ′, pues α′ = α > 0.
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3. Por la parte 2), se tiene que

{λ ∈ σ(T );λ 6= 0} ⊂ σp(T ) ⊂ σ(T ),

luego, si 0 ∈ σ(T ), entonces

σ(T ) = σp(T ) ∪ {0} ,

y si 0 6∈ σ(T ), entonces
σ(T ) = σp(T ).

Ahora bien, para cada entero n > 0, el conjunto

An =

{
λ ∈ σp(T ); |λ| > 1

n

}

es finito (teorema 3,1,2,2), luego el conjunto

{λ ∈ σp(T );λ 6= 0} =
∞⋃

n=1

An

es enumerable. Por consiguiente, σ(T ) es enumerable.

También, 0 es el único punto de acumulación posible de σ(T ), pues fuera
de cualquier vecindad de 0 sólo existe un número finito de autovalores
de T . Esto completa la demostración del teorema.

Corolario 3.1.1. Si E es un espacio de Banach y T ∈ Lc(E), entonces
σ(T ) está formado por un número finito o infinito enumerable de autovalores
no nulos, y eventualmente el 0. Cada uno de los autovalores no nulos tiene
multiplicidad finita, y si son infinitos en número, se acumulan en 0.

Recuérdese que si dim(E) = ∞, entonces 0 ∈ σ(T ).

Ejercicios de la sección 3.1

1. Sean E un espacio de Banach, T ∈ L(E) y S ∈ L(E). Demostrar que
los elementos no nulos del espectro de TS y los del espectro de ST
coinciden.

Sugerencia:
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a) Reducir el problema a mostrar que (I−ST ) es invertible si y sólo
si (I − TS) es invertible.

b) Suponiendo ‖T‖ ‖S‖ < 1, encontrar una relación entre (I−TS)−1

e (I − ST )−1.

c) Demostrar que si (I − ST ) es invertible, entonces (I − TS) es
invertible, usando el resultado de b).

2. Sean E, F espacios normados. Demostrar que todo operador lineal
compacto T : E −→ F es continuo.

3. a) Sean (λn) una sucesión acotada de números complejos, y,
T : ℓ1 −→ ℓ1 el operador definido por T (x) = (λnxn), si
x = (xn) ∈ ℓ1. Encontrar σ(T ).

b) Demostrar que todo subconjunto compacto no vaćıo K de C es el
espectro de algún operador T ∈ L(ℓ1).

Sugerencia: Sea (λn) una sucesión densa en el compacto K. Defina
T : ℓ1 −→ ℓ1 por T (x) = (λnxn).

4. Sean E, F espacios de Banach, siendo E reflexivo, y, T ∈ Lc(E,F ).
Demostrar que existe x0 ∈ E con ‖x0‖ = 1, tal que ‖T‖ = ‖T (x0)‖.

5. Sea H un espacio de Hilbert.

a) Demostrar que todo operador T ∈ L(H, ℓ1) es compacto (y por
tanto que R(T ) 6= ℓ1).

b) Demostrar que todo operador T ∈ L(c0, H) es compacto.

6. a) Sean E un espacio de Banach reflexivo y T ∈ Lc(E), inyectivo.
Demostrar que si (vn) es una sucesión acotada de autovectores
linealmente independientes de T , entonces vn−⇀ 0.

b) Mostrar con un ejemplo, que, sin la hipótesis de que E es reflexivo,
el resultado de a) puede ser falso.

Sugerencia: Sea E = ℓ1 y T ∈ L(ℓ1) el operador definido por
T (x) =

(
x1,

x2

2
, x3

3
, . . . , xn

n
, . . .

)
, si x = (xn) ∈ ℓ1.

7. Sea E un espacio de Banach.
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a) Demostrar que un operador lineal T : E −→ c0 es compacto si y
sólo si existe una sucesión (x′n) en E ′ tal que x′n −→ 0 en E ′, y,
T (x) = (〈x, x′n〉)n , x ∈ E.

b) Concluir de a) que un operador lineal T : E −→ c0 es compacto si
y sólo si T puede ser aproximado en L(E, c0) por operadores con
imagen de dimensión finita.

c) Demostrar que si E es de dimensión infinita, entonces Eσ no es
metrizable (esto es, la topoloǵıa débil σ(E,E ′) en E no es metri-
zable).

Sugerencia: Demostrar que existe un operador lineal compacto
T : E −→ c0, tal que T (E) es de dimensión infinita, y aplicar la parte
b) del ejercicio 1,5,14. Para constrúır T , escoger una sucesión topológi-
camente libre conveniente, (xn), en E, para (usando el ejercicio 1,3,11)
hallar una sucesión (x′n) en E ′ tal que 〈xk, x′n〉 = δkn, y ‖x′n‖ = 1

n
.

Definir T : E −→ c0 por T (x) = (〈x, x′n〉)n , x ∈ E.

8. Sean E un espacio de Banach, T, S ∈ L(E).

a) Demostrar con un ejemplo, que ST = I no implica necesariamente
que TS = I.

b) Suponga que T es compacto. Demostrar que S(I − T ) = I si y
sólo si (I − T )S = I.

c) Demostrar que, para T compacto, cualquiera de las igualdades de
b) implica que el operador I − (I − T )−1 es compacto.

3.2. Operadores compactos en espacios de Hilbert.

En esta sección, la letra H denotará siempre un espacio de Hilbert.
Si H es de dimensión finita sobre el cuerpo C, entonces todo operador

T ∈ L(H) tiene por lo menos un autovalor. Además, λ es autovalor de T si
y sólo si λ es autovalor de T ∗. Sin embargo, si H es de dimensión infinita,
estos resultados, en general, no valen (ejemplo 3,1,1 partes 1) y 3)). Más
aún, existen operadores hermitianos que no poseen autovalores (ejercicio 2.b).
Por otra parte, si T ∈ L(H) es hermitiano y compacto, entonces T posee
autovalores, como lo muestra la proposición 3,2,2, más adelante.
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Proposición 3.2.1. Los autovalores de un operador hermitiano
T ∈ L(H) son reales. Además autovectores correspondientes a autovalores
distintos son ortogonales.

Demostración.

1. Sean λ autovalor de T ∈ L(H), operador hermitiano, y, x autovector
asociado a λ. Entonces,

λ‖x‖2 = λ 〈x, x〉 = 〈λx, x〉 = 〈T (x), x〉 = 〈x, T (x)〉 = 〈x, λx〉 = λ‖x‖2,

de donde, como x 6= 0, tenemos que λ = λ, esto es, λ ∈ R.

2. Sean λ1 6= λ2 autovalores de T y, x1 y x2 autovectores asociados a λ1

y λ2, respectivamente.

Entonces,

λ1 〈x1, x2〉 = 〈λx1, x2〉 = 〈T (x1), x2〉 = 〈x1, T (x2)〉 = 〈x1, λ2x2〉 = λ2 〈x1, x2〉

esto es,
(λ1 − λ2) 〈x1, x2〉 = 0,

luego, como λ1 6= λ2, tenemos que 〈x1, x2〉 = 0.

Proposición 3.2.2. Todo operador hermitiano compacto T ∈ L(H) tiene
por lo menos un autovalor µ1 con |µ1| = ‖T‖.

Demostración. Por la proposición 2,4,2 se tiene que

‖T‖ = sup
‖x‖=1

|〈T (x), x〉| .

Entonces:

1. Existen µ1 ∈ R y una sucesión (xn) en H, con ‖xn‖ = 1, tales que

ĺım
n→∞

〈T (xn), xn〉 = µ1 = ±‖T‖.

En efecto, sea (yk) una sucesión con ‖yk‖ = 1, k ∈ N, tal que
ĺım
k→∞

|〈T (yk), yk〉| = ‖T‖. Ahora bien, existen µ1 ∈ R y una subsuce-

sión (ykn
) de (yk) tales que

ĺım
n→∞

〈T (ykn
) , ykn

〉 = µ1.
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Por consiguiente,

|µ1| = ĺım
n→∞

|〈T (ykn
) , ykn

〉| = ‖T‖,

luego, µ1 = ±‖T‖. Por lo tanto es suficiente tomar xn = ykn
, n ∈ N.

2. ĺımn→∞(T (xn) − µ1xn) = 0. En efecto, ya que

‖T (xn) − µ1xn‖2 = 〈T (xn) − µ1xn, T (xn) − µ1xn〉 =

= ‖T (xn)‖2 − 2µ1 〈T (xn), xn〉 + µ2
1 ≤

≤ ‖T‖2 − 2µ1 〈T (xn), xn〉 + µ2
1 =

= 2µ2
1 − 2µ1 〈T (xn), xn〉 =

= 2µ1(µ1 − 〈T (xn), xn〉),

entonces, por 1) se obtiene la afirmación.

3. Como T es compacto, entonces existen x ∈ H y una subsucesión (xnk
)

de (xn) tal que T (xnk
) −→ x. Por lo tanto, ya que

‖µ1xnk
− x‖ ≤ ‖µ1xnk

− T (xnk
)‖ + ‖T (xnk

) − x‖ ,

y teniendo en cuenta 2), resulta que

ĺım
k→∞

(µ1xnk
) = x.

Por consiguiente,

T (x) = ĺım
k→∞

T (µ1xnk
) = µ1 ĺım

k→∞
T (xnk

) = µ1x,

esto es, µ1 es autovalor de T , lo cual queŕıamos demostrar.

Teorema 3.2.1. (Teorema espectral para operadores hermitianos com-
pactos). Sea T ∈ L(H) un operador hermitiano compacto. Entonces

1. T tiene un número finito o infinito enumerable de autovalores reales no
nulos µ1, µ2, . . . , µn, . . . , tales que

|µ1| ≥ |µ2| ≥ . . . ≥ |µn| ≥ . . . .
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2. Cada uno de estos autovalores tiene multiplicidad finita.

3. Si los autovalores µn, n ∈ N, son infinitos, entonces ĺımn→∞ µn = 0.

4. A la sucesión de autovalores (µn), en donde cada autovalor µn aparece
un número (finito) de veces igual a su multiplicidad, le corresponde un
sistema ortonormal (en) de autovectores, tal que ∀x ∈ H,

T (x) =
∞∑

n=1

µn 〈x, en〉 en . (Representación espectral de T )

5. El escalar 0 es autovalor de T si y sólo si el sistema ortonormal (en)
no es completo.

Demostración.

1. Por la proposición 3,2,2, existen µ1 ∈ R, autovalor de T con |µ1| = ‖T‖,
y, e1 ∈ H, autovector de T , con ‖e1‖ = 1, asociado a µ1.

Sean H1 = [e1]
⊥ y T1 = T |H1 el operador T restringido a H1. Entonces,

T1 es un operador hermitiano compacto en H1, luego existen µ2 ∈ R,
autovalor de T1 (y por consiguiente, de T ) con |µ2| = ‖T1‖, y e2 ∈ H1,
autovector de T1 asociado a µ2, con ‖e2‖ = 1. Se sigue que

|µ1| ≥ |µ2|.

Supongamos que hemos encontrado escalares no nulos µ1, µ2, . . . , µk y
vectores con norma 1, e1, e2, . . . , ek tales que si

Hi = [e1, e2, . . . , ei]
⊥, y, Ti−1 = T |Hi−1

,

i = 1, 2, . . . , k (definiendo H0 = H y T0 = T ), entonces ei es autovector
de Ti−1 asociado a µi, i = 1, 2, . . . , k. Si

Tk = T |Hk
6= 0,

entonces Tk es un operador (no nulo) hermitiano compacto en Hk, luego
existen µk+1 ∈ R autovalor de Tk con |µk+1| = ‖Tk‖ 6= 0, y, ek+1 ∈ Hk ,
autovector de Tk asociado a µk+1, tal que ‖ek+1‖ = 1. Por consiguiente,
{e1, e2, . . . , ek, ek+1} es un conjunto de vectores ortonormales y

|µ1| ≥ |µ2| ≥ . . . ≥ |µk| ≥ |µk+1|.
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Se puede continuar indefinidamente este proceso, a menos que Tm = 0,
para algún m ∈ N (véase la demostración de la parte 4), al final). Esto
demuestra 1).

2. Esta afirmación es el contenido de la proposición 3,1,6,1.

3. Si la sucesión de autovalores (µn) es infinita, entonces el escalar 0 es
punto de acumulación del conjunto {µ1, µ2, . . . , µn, . . .}, pues para cada
δ > 0, el conjunto {λ ∈ σp(T ); |λ| ≥ δ} es finito (teorema 3,1,2). Se
sigue que ĺımn→∞ µn = 0 (pues, |µn| ≥ |µn+1|, n ∈ N), que es la
afirmación 3.

Otra demostración de este resultado es como sigue:

Supongamos, por reducción al absurdo, que (µn) es infinita (y por
lo tanto, que el conjunto ortonormal de autovectores correspondiente,
{e1, e2, . . . , en, . . .}, también es infinito) pero que µn no converge a 0.
Entonces, existen δ > 0 y una subsucesión (µnk

) de (µn), tales que que
|µnk

| ≥ δ, para todo k ∈ N, de donde, en virtud de que |µn| ≥ |µn+1|,
se tiene que |µn| ≥ δ, para todo n ∈ N. Si yn = en

µn
, n ∈ N, entonces

‖yn‖ =
1

|µn|
≤ 1

δ
, n ∈ N,

esto es, la sucesión (yn) es acotada y, como

‖T (yn) − T (ym)‖ = ‖en − em‖ =
√

2, si n 6= m,

la sucesión (T (yn)) no posee ninguna subsucesión de Cauchy, lo que es
una contradicción, pues T es compacto. Esta contradicción demuestra
que si (µn) es infinita, entonces necesariamente ĺımn→∞ µn = 0.

4. Es claro que el sistema (en) constrúıdo en 1), en donde en es autovector
de T asociado a µn, es ortonormal. Ahora bien,

a) Supongamos que, en 1), Tm = 0 para algún m ∈ N. Entonces,

H = Hm ⊕H⊥
m, y, T (Hm) = {0} .

Por consiguiente, si x = x1 + x2 ∈ Hm ⊕H⊥
m, entonces

T (x) = T (x2).
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También, ya que x2 ∈ H⊥
m = [e1, e2, . . . , em], y, 〈x1, ei〉 = 0,

i = 1, 2, . . . ,m, entonces

x2 =
m∑

i=1

〈x2, ei〉 ei =
m∑

i=1

〈x, ei〉 ei.

Por lo tanto,

T (x) =
m∑

i=1

µi 〈x, ei〉 ei, x ∈ H.

T es entonces un operador con imagen de dimensión finita.

b) Supongamos que, en 1), Tm 6= 0 para todo m ∈ N (esto es, el pro-
ceso se continua indefinidamente). Entonces, resulta una sucesión
µn de autovalores no nulos con

|µ1| ≥ |µ2| ≥ . . . ≥ |µn| ≥ . . . .

Ahora bien, la sucesión (µn) es infinita, pues si existiera m ∈ N
tal que µn = µm, para todo n ≥ m, entonces la multiplicidad
de µm (esto es, dim(N(T − µmI)) ) seŕıa infinita, lo que es una
contradicción, por 2). Se sigue entonces, por 3) que

ĺım
n→∞

µn = 0.

Ya que, por la desigualdad de Bessel,

∞∑

n=1

‖µn 〈x, en〉 en‖2 =
∞∑

n=1

|µn|2| 〈x, en〉 |2 ≤ |µ1|2‖x‖2 <∞

para cada x ∈ H, entonces la serie Σ∞
n=1µn 〈x, en〉 en es convergente

en H. Sea

Sk(x) =
k∑

n=1

µn 〈x, en〉 en, x ∈ H, k = 1, 2, . . . .

Entonces, como
(
x− Σk

n=1 〈x, en〉 en
)
∈ Hk, k ∈ N, y

∥∥∥∥∥x−
k∑

n=1

〈x, en〉 en
∥∥∥∥∥ ≤ ‖x‖,
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resulta que

‖T (x) − Sk(x)‖ =

∥∥∥∥∥T (x) −
k∑

n=1

T (〈x, en〉 en)
∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥T
(
x−

k∑

n=1

〈x, en〉 en
)∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥Tk
(
x−

k∑

n=1

〈x, en〉 en
)∥∥∥∥∥ ≤

≤ ‖Tk‖‖x‖ =

= |µk+1| ‖x‖,

luego ĺımk→∞ ‖T (x) − Sk(x)‖ = 0, esto es,

T (x) =
∞∑

n=1

µn 〈x, en〉 en, x ∈ H,

lo que demuestra 4).

5. Supongamos que 0 es un autovalor de T , esto es, que existe x ∈ H,
x 6= 0, tal que T (x) = 0. Entonces, por 4),

∞∑

n=1

µn 〈x, en〉 en = 0,

luego (ya que la serie converge en H) resulta que

0 =

〈
∞∑

n=1

µn 〈x, en〉 en, ek
〉

=
∞∑

n=1

µn 〈x, en〉 〈en, ek〉 = µk 〈x, ek〉

de donde 〈x, ek〉 = 0, para todo k ∈ N. Por consiguiente, (en) no es
completo.

Rećıprocamente, si (en) no es completo, entonces existe x ∈ H, x 6= 0,
tal que 〈x, en〉 = 0 para todo n ∈ N, luego

T (x) =
∞∑

n=1

µn 〈x, en〉 en = 0.
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Por lo tanto, T no es inyectivo, esto es, 0 es autovalor de T . Esto
completa la demostración del teorema.

Usando la representación espectral de un operador hermitiano compacto
T ∈ L(H) se puede demostrar que σ(T ) es formado sólo por autovalores y,
eventualmente, el 0, de la siguiente manera:

Supongamos que λ 6= 0 no es un autovalor de T . Para todo y ∈ H, la
ecuación

(T − λI)(x) = y,

tiene solución en H. En efecto,

y = T (x) − λx =
∞∑

n=1

µn 〈x, en〉 en − λx, (∗)

luego
〈y, ek〉 = µk 〈x, ek〉 − λ 〈x, ek〉 ,

esto es,

〈x, ek〉 =
〈y, ek〉
µk − λ

, k = 1, 2, . . . ,

pues, λ 6= µk para todo k ∈ N. Por lo tanto, por (∗), se obtiene que

x = −1

λ
y +

1

λ

∞∑

n=1

µn
µn − λ

〈y, en〉 en.

Se sigue que si λ 6= 0 no es autovalor de T , entonces (T − λI) es biyectivo,
luego invertible en L(H). Por lo tanto, λ 6∈ σ(T ).

El siguiente teorema muestra la rećıproca del teorema 3,2,1

Teorema 3.2.2. Si (µn) es una sucesión de números reales no nulos con

|µ1| ≥ |µ2| ≥ . . . ≥ |µn| ≥ . . .

y tal que ĺımn→∞ µn = 0, y si (en) es un sistema ortonormal en H, entonces
la fórmula

T (x) =
∞∑

n=1

µn 〈x, en〉 en, x ∈ H,

define un operador hermitiano compacto con autovalores µn, n = 1, 2, . . . , y
cada uno de estos autovalores tiene multiplicidad igual al número de veces
que aparece en la sucesión.
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Además, 0 es autovalor de T si y sólo si el sistema ortonormal (en) no
es completo.

Demostración. Ejercicio

Ejercicios de la sección 3.2

1. Sea T ∈ L(H) un operador normal. Demostrar que λ ∈ K es auto-
valor de T si y sólo si λ es autovalor de T ∗, y que en este caso, los
correspondientes subespacios propios de T y T ∗ coinciden.

2. a) Demostrar que para que λ ∈ K no esté en el espectro de un
operador hermitiano T ∈ L(H) es necesario y suficiente que exista
una constante α > 0 tal que

‖(T − λI)(x)‖ ≥ α‖x‖,

para todo x ∈ H. Equivalentemente, λ está en el espectro de un
operador hermitiano T ∈ L(H) si y sólo si existen sucesiones (xn)
en H y (an) en K, con ĺımn→∞ an = 0, tales que

‖(T − λI)(xn)‖ < an‖xn‖,

para n = 1, 2, . . . .

b) Sean H = L2[0, 1] y T ∈ L(L2[0, 1]), el operador definido por

T (f)(t) = tf(t), c.t.p., f ∈ L2[0, 1],

en donde c.t.p. significa casi en toda parte, esto es, salvo para t
perteneciente a un conjunto de medida (de Lebesgue) nula. De-
mostrar que T es un operador hermitiano, que σ(T ) = [0, 1], y que
σp(T ) = ∅.

3. Sean H un espacio de Hilbert complejo y T ∈ L(H) un operador her-
mitiano.

a) Demostrar que σ(T ) ⊂ R.

Sugerencia: Si λ = α + βi, con β 6= 0, entonces demostrar que
(T − λI) es invertible, usando el ejercicio 2a.
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b) Demostrar, más exactamente, que σ(T ) ⊂ [m,M ], en donde m y
M son el ı́nfimo y el supremo de T (definición 2,4,2,3).

Sugerencia: Si por ejemplo, λ > M , λ = M+α con α > 0, entonces
λ 6∈ σ(T ).

c) Demostrar que ambos, M y m, son elementos de σ(T ). Conclúır
que todo operador hermitiano T ∈ L(H) en un espacio de Hilbert
complejo tiene espectro no vaćıo.

Sugerencia: Existe una constante α ∈ R conM−α ≥ m−α > 0. Si
S = T−αI, entonces por el ejercicio 2,4,2, ‖S‖ = M−α. También
existen sucesiones (xn) en H, con ‖xn‖ = 1, y (δn) en R, δn > 0,
δn −→ 0, tales que 〈S(xn), xn〉 = (M−α)−δn. Usando el ejercicio
2a, demostrar que (M − α) ∈ σ(S). Concluir que M ∈ σ(T )

4. Sean S, M ∈ L(ℓ2) definidos aśı:

S(x) = (0, x1, x2, . . . , xn, . . .),

M(x) =

(
x1,

1

2
x2, . . . ,

1

n
xn, . . .

)
,

si x = (xn) ∈ ℓ2, y sea T = MS.

a) Demostrar que T es un operador compacto, y que T no tiene
autovalores. ¿Cuál es σ(T )?

b) Para n = 1, 2, . . . , calcular ‖T n‖. Calcular ĺımn→∞
n
√
‖Tn‖.

5. SeanK ∈ L2 ([0, 1] × [0, 1]),H = L2[0, 1], y T el operador enH definido
por

T (f)(x) =

∫ 1

0

K(x, y)f(y)dy, c.t.p

a) Demostrar que T está bien definido, que T ∈ L(H), y que

‖T‖2 ≤
∫ 1

0

∫ 1

0

|K(x, y)|2dxdy.

b) Para 1 ≤ j ≤ n, sean φj, ψj ∈ H, y, K1(x, y) = Σn
j=1φj(x)ψj(y).

Se define T1 en términos de K1 de la misma forma como T fue
definido en términos de K. Demostrar que dim(R(T1)) <∞.
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c) Deducir de la parte b) que T es un operador compacto.

d) Sea λ 6= 0. Demostrar la siguiente afirmación (Alternativa de Fred-
holm)2:0 la ecuación T (f) − λf = g tiene solución única f ∈ H
para cada g ∈ H, o existen infinitas soluciones para algunos va-
lores de g, y no existen soluciones para otros.

e) Calcular T ∗.

6. SeanH un espacio de Hilbert separable y E = (en) una base ortonormal
de H. Se dice que T ∈ L(H) es un operador diagonal (en relación a E)
cuando, T (en) = αnen, n ∈ N, en donde αn es un escalar. La sucesión
(αn) se llama diagonal de T .

a) Demostrar que una sucesión de escalares (αn) representa un ope-
rador diagonal T si y sólo si ella es acotada.

b) Demostrar que en el caso anterior, ‖T‖ = supn |αn|.
c) Demostrar que el operador diagonal T es invertible si y sólo si

existe δ > 0 tal que |αn| ≥ δ para todo n ∈ N.

d) Demostrar que el operador diagonal T es compacto si y sólo si
ĺımn→∞ αn = 0.

7. Demostrar que todo operador compacto T ∈ L(H) puede ser aproxima-
do en L(H) por una sucesión de operadores con imagen de dimensión
finita.

Sugerencia: Sea T = UP la descomposición polar de T (ejercicio 2,4,5).
Entonces, P es un operador (positivo) hermitiano compacto. Usar la
representación espectral de P .

2aqúı interviene únicamente la compacidad de T , no su expresión expĺıcita.
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