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Prefacio a la Segunda Edicién

Durante los méas de veinte anos transcurridos desde su aparicion, este libro
se ha usado frecuentemente como texto para el curso de Analisis Funcional en
la Universidad de los Andes y en la Universidad Nacional de Colombia. Varios
colegas y estudiantes me han comentado repetidamente sobre la conveniencia
de hacer una nueva edicion. Era mi intencion reescribir el libro completa-
mente, ampliando y actualizando el contenido y la bibliografia, e incluyendo
dos capitulos adicionales sobre teoria espectral. Como esta labor demandaria
todavia algin tiempo y el libro se encuentra agotado, decidi sacar esta se-
gunda edicion, en la presente forma, para lo cual se corrigieron numerosos
errores de mecanografia y varios yerros matematicos, se modificaron algunos
ejercicios, se actualizo la bibliografia y se agregd un indice analitico. Por lo
demds, el contenido es el mismo de la primera edicion.

En las ultimas décadas se han escrito excelentes tratados de Anélisis Fun-
cional, y los progresos alcanzados por la teoria son enormes. Para una in-
formacion extensa al respecto, se recomiendan [13] y [14]. En los libros [26]
y [27] pueden consultarse ademds aplicaciones muy importantes del Anélisis
Funcional. Este trabajo conté con la financiacién del Fondo de Docencia de
la Facultad de Ciencias de la Universidad de los Andes, al cual agradezco
su apoyo. Igualmente agradezco al profesor J. Dario Lopez G. del Depar-
tamento de Matematicas de la Universidad de los Andes por su invaluable
colaboracién en la elaboracién de esta edicion.

Quiero dedicar la segunda edicién de este libro a la memoria del coautor,
mi antiguo alumno y colaborador Dr. Tedéfilo Abuabara, fallecido prematu-
ramente hace varios anos.

Bogota, abril de 2008 J. Lesmes



Prefacio a la Primera Edicion

Este libro se basa en las notas de un curso de Analisis Funcional que
dicté varias veces en el Instituto de Matemética Pura e Aplicada (IMPA) de
Rio de Janeiro. El contenido de los capitulos 1 a 3 es apropiado para un primer
curso de Analisis Funcional, omitiendo algunos temas, a juicio del profesor
(por ejemplo, para un curso introductorio se puede omitir una parte de la
seccién 1.4 y todo el capitulo 3). Se ha agregado un capitulo preliminar sobre
espacios métricos, esencialmente autocontenido, para referencia rapida y para
que eventualmente facilite el estudio o el repaso de algiin tema particular.

Quiero expresar mi agradecimiento al coautor, Dr. T. Abuabara, a quien
se deben la recoleccion de las notas en forma unificada, la redaccién del
Capitulo 0 y gran parte de los ejemplos y ejercicios. Igualmente quiero agrade-
cer a quienes con sus observaciones y sugerencias contribuyeron para mejorar
y completar estas notas, en especial a mis colegas Ricardo Mané (a quien se
deben varios de los ejercicios) y Carlos Isnard, del IMPA, y a mis alumnos del
IMPA y de la Universidad de los Andes. En particular, agradezco a Adriana
Camacho por su ayuda en la correccion de las pruebas.

Originalmente se pensé elaborar la presente obra para la coleccién de
monografias publicadas con motivo de los 25 afios de la Sociedad Colombiana
de Matematicas, pero debido a la forma de presentacion y al volumen se
decidi6 publicarla por separado.

J. Lesmes
Bogotéa, octubre de 1981



Capitulo O

ESPACIOS METRICOS

0.1. Definiciones y ejemplos

Definicién 0.1.1. Una métrica en un conjunto no vacio M es una funcién
d: M x M — R definida sobre el producto cartesiano M x M y con valores
reales, que satisface a las siguientes condiciones, para x,y, z elementos cua-
lesquiera de M:

» M) d(z,y) >0, y, d(z,y) = 0 si y solamente si x = y.
- M2) d(I,y) = d(y,&?)
" M3) d(l’,y) > d(x,z)+d(z,y)

El niimero real positivo d(x,y) se llama distancia de = a y. La condicién
Ms3) es conocida como la desigualdad triangular, cuyo nombre se origina en
el hecho de que en el plano, la longitud de uno de los lados de un triangulo
no excede a la suma de las longitudes de los otros dos.

Si d es una métrica en M, a la pareja (M, d) se la llama espacio métrico
y si no hay lugar a dudas, nos referiremos simplemente a M como el espacio
métrico.

Ejemplo 0.1.1. El ejemplo mas simple e importante de espacio métrico
es la recta R con la distancia entre dos puntos dada por la funcién

d(z,y) = |z =yl



A menos que se diga explicitamente otra cosa, R se considerarda dotado de
esta métrica, la cual comunmente se llama métrica usual de R

Ejemplo 0.1.2. Sean (M, d) un espacio métrico y S un subconjunto de
M. La funcion d, : S x S — R definida por

ds(z,y) = d(z,y),

es una métrica en S, llamada métrica inducida por d en S. En este caso se
dice que S es subespacio métrico de M.

Ejemplo 0.1.3. Sea R" = {x = (z1,%2,...,x,);2; €ER, i=1,2,...,n}
el espacio euclidiano de dimensiéon n. Las tres funciones reales siguientes,
definidas sobre R"™,

dz,y) = Iz — il
d(z,y) = S|z — yil
d'(z,y) = méx{|r; —y|;1 <i<n}

son ejemplos de métricas en R™. La métrica d se llama métrica euclidiana en
R™.

Ejemplo 0.1.4. Sea (M,d) un espacio métrico. La funcién
p: M x M — R definida por

_ d(z,y)
p(r,y) = Hd—(:v,y)

es una métrica en M. En efecto, las condiciones M;) y M) son inmediatas.
Demostremos la desigualdad triangular: cualesquiera que sean z,y, 2z € M se
tiene que

_ dzy) 1 _ 1
pley) = 1+d(z,y) ! 1+ d(x,y) =1 1+ d(x,2) +d(z,y)
_ d(z, z) d(z,y) o _dz2) d(z,y)

= p(x,2) + p(z,y).

Por consiguiente p es una métrica en M.

+ +
1+d(z,2) +d(z,y)  1+d(z,2)+d(z,y) ~ 1+d(z,2) 1+d(z,y)



Ejemplo 0.1.5. Dados n espacios métricos (M;,d;), i = 1,2,...,n, el
producto cartesiano M = M; X My x ... x M, es un espacio métrico, para
una cualquiera de las siguientes métricas:

d(x, y) = V Z?:ldi(‘ria yi)27
dl(wa 3/) = z?:ldi<$i - yi),
d"(z,y) = méx{di(z; —y;);1 <i<n}

en donde z = (z1,%9,...,2,) € ¥ = (Y1,%2,...,Yn) son elementos de M.
Ademads, tenemos las siguientes desigualdades:

d"(z,y) < d(z,y) < d(z,y) < nd'(z,y).

La primera y tercera desigualdades son inmediatas, y en cuanto a la segunda
es suficiente observar que

d'(z,y)? = Z di(xi,y;)* + Z di(@, yi)d;(5,y5),
i=1 i#j
y por consiguiente d(z,y) < d'(x,y).
El lector puede observar que el ejemplo 0,1,3 es un caso particular de este
ultimo.
Ejercicios de la seccién 0.1
1. Sea M un conjunto cualquiera. Demuestre que la funciond : M x M — R
definida por
1, siz#y
d(z,y) = { 0, siz=y
es una métrica en M. Esta es llamada métrica discreta sobre M.

2. Sea d: R x R — R la funcién definida por

x Yy
d(z,y) = —
@9 =T 1+|y|‘

Demuestre que d es una métrica en R.

3. Si d es una métrica en M, demuestre que la funcion p: M x M — R
definida por

p(r,y) = min{l,d(x,y)},
es una métrica en M.



0.2. Topologia inducida por una métrica

Definicién 0.2.1. Sea X un conjunto cualquiera. Una topologia en X es
una familia 7 de subconjuntos de X, tal que

1. ,Xer

2. Si (Ax)rer es una coleccién de elementos de 7, entonces | J,., Ax € 7.
En otras palabras, una reunion cualquiera de elementos de 7 es un
elemento de 7.

3. Si Ay, Ay € 7, entonces A; N Ay € 7. Equivalentemente, la interseccion
de un numero finito de elementos de 7 es un elemento de 7

Si 7 es una topologia en X, a la pareja (X, 7) se la llama un espacio
topoldgico y los elementos de 7 se llaman abiertos de X (o en X).

Si (X,7) es un espacio topoldgico y si Y es un subconjunto de X, la
familia 7y de subconjuntos de Y definida por

Ty:{AﬂY;AET}

es una topologia en Y, llamada la topologia inducida en Y por la topologia
de X o la topologia inducida por 7 en Y. Por consiguiente un subconjunto
U de Y es abierto en Y (o con relacién a Y') si y solamente si U = ANY,
para algun abierto A de X.

Definicién 0.2.2. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y S un subconjunto
de X.

1. Se dice que S es un subconjunto cerrado en X si y solamente si su
complemento S Ces un subconjunto abierto de X.

2. Se dice que un punto xg es interior a S cuando existe un abierto A de
X tal que zg € A C S. Se denota por int(S) el conjunto de todos los
puntos de X interiores a S.

3. Un punto zq se llama punto de acumulacion de S si y solamente si
para todo abierto A de X que contenga al punto xj, se tiene que
(A\{z0}) NS # 0, o sea, A contiene un punto de S distinto de zg. Se
denota por S’ el conjunto de todos los puntos de X que son puntos de
acumulacion de S.



4. Se dice que un punto zy de S es un punto aislado (de S) si no es punto
de acumulacion de S, esto es, si existe un abierto A de X que contenga
al punto xq tal que (A \ {zo}) NS = 0. Si todos los puntos de S son
puntos aislados, se dice que S es discreto .

5. Un punto zy de X se llama punto adherente a S cuando para todo
abierto A de X que contiene al punto xy, se tiene que AN S # (). Se
denota por S el conjunto de todos los puntos de X que son adherentes
a S. El conjunto S se llama la clausura o adherencia de S. Se dice que
S es densoen X si S = X.

6. La frontera de S, fr(S), se define como el conjunto
fr(S) = SN SC

Se dice que un subconjunto de V de X es una wvecindad de un punto
o € X, cuando existe un abierto A de X tal que xg € A C V. Por consiguien-
te, en las definiciones anteriores se puede usar el concepto de vecindades en
lugar del de abiertos.

El lector podré demostrar facilmente las siguientes afirmaciones:

1. int(S) es el mayor conjunto abierto de X contenido en S. Por consi-
guiente S es abierto en X si y solamente si int(S) = S.

2. S es el menor conjunto cerrado en X que contiene a S. Por consiguiente
S es cerrado en X si y solamente si S = S.

3. §S=SUS ypor lo tanto, S es cerrado si y solamente si S O 5.

4. S = int(S) U fr(S) (unién disyunta) y también S = S Ufr(S). De estas
dos igualdades se sigue que S es cerrado si y sélo si S D fr(S).

Definicién 0.2.3. Una base para una topologia 7 en X es una familia B
de elementos de 7 tal que todo elemento de 7 (esto es, todo conjunto abierto
de X)) se puede expresar como unién de elementos de B.

Proposicién 0.2.1. Sean X un conjunto cualquiera y B una familia de
subconjuntos de X. Para que B sea una base para una topologia en X es
necesario y suficiente que satisfaga las dos condiciones siquientes:



1. X es la unidn de los elementos de B.

2. Dados By, By elementos de B, y, x € By N By, existe B € B tal que

Demostracion. Es claro que las condiciones son necesarias. Las condi-
ciones son también suficientes. En efecto, si

7={A C X; A es uni6n de una familia de elementos de B} U {(}},

entonces 7 es una topologia en X y B es una base para 7. [

Definicién 0.2.4. Sean (M, d) un espacio métrico, xy un elemento de M
y € > 0. El conjunto

Be(zo) = {zx € M;d(z,z0) < €},

se llama la bola abierta en M de centro x( y radio €; el conjunto

B(zg) = {z € M;d(z,x) < €},

se llama bola cerrada en M de centro xy y radio €, y el conjunto
Se(xg) = {x € M;d(x,x9) = €},

se llama la esfera en M de centro zy y de radio e.

Teorema  0.2.1. Sean (M,d) wun espacio mélrico vy
By =A{B(X);e >0, € M} la familia de todas las bolas abiertas en M. En-
tonces, By es una base para una topologia 74 en M, llamada la topologia
mducida por la métrica d.

Demostracién. Por la proposicién 0,2,1, es suficiente demostrar que
dados z1,29 € M,e > 0,0 > 0y z € B.(x1) N Bs(xz), existe n > 0 tal que
B, (2) C Be(z1) N Bs(xz). Ahora, como d(z,z1) < € y d(z,22) < 0, entonces
haciendo

= min{e —d(z,21),0 —d(z,22)} >0

n
tenemos que B, (z) C Bc(x1) N Bs(x2)
O
Un espacio métrico siempre se considera dotado de la topologia inducida
por su métrica.



Corolario 0.2.1. Un subconjunto A de M es abierto para la topologia T4
st y solamente si A es union de bolas abiertas en M. En particular, las bolas
abiertas en M son conjuntos abiertos de M.

Se sigue de este corolario que los conceptos de la definiciéon 2 pueden
ser redefinidos en términos de bolas abiertas (o cerradas, ya que éstas son
vecindades). Asi, por ejemplo, un punto xy de M es interior a un subconjunto
S de M siy sélo si existe € > 0 tal que Be(zg) C S.

Debe tenerse en cuenta que, en general, una bola cerrada puede no ser
igual a la adherencia de la bola abierta del mismo centro y del mismo ra-
dio. Por ejemplo, si M es un espacio con mas de un punto, dotado de la
métrica discreta definida en el ejercicio 1 de la seccién 0,1, tenemos que
para todo a € M, la bola cerrada de radio 1 y centro a es todo M, pero

Bi(a) = {a} = {a} # M.

Definicién 0.2.5. Sean (M, d;) y (N, ds) dos espacios métricos. Se dice
que una aplicacion f : M — N es continua en xo € M si y solamente si
toda bola abierta en N centrada en f(x) contiene la imagen por f de alguna
bola abierta en M con centro en xy. En otras palabras, f es continua en xg
si (y solamente si) dado € > 0, existe un 6 > 0 tal que y € Bs(zo) implica
f(y) € Be(f(x0)). Se dice que f : M — N es continua, si es continua en
todos los puntos M.

Del corolario 0,2,1 se sigue la siguiente proposicion

Proposiciéon 0.2.2. Para que una aplicacion f: M — N sea continua
es necesario 1y suficiente que la imagen inversa [~Y(A) de cualquier abierto
A en N sea abierto en M .

Ya que f‘l(A)C =f _1(AU), la proposicién puede ser enunciada en térmi-
nos de conjuntos cerrados en lugar de abiertos, como también en términos
de vecindades.

Definicién 0.2.6. Si M, N son espacios métricos y f: M — N es una
aplicacién biyectiva continua, cuya inversa f~! : N — M también es con-
tinua, se dice que f es un homeomorfismo de M sobre N, y que M y N son
espacios métricos homeomorfos.
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Sean (X, 1), (Y, 72) dos espacios topolégicos. Se dice que una aplicacion
f:(X,71) — (Y, 7) es continua si f~!1(A) € 7y, para todo A € 7, esto
es, si la imagen inversa f~!(A) de cualquier abierto A en Y es un abierto en
X. Una aplicacién [ : (X, 7)) — (Y, 72) que es continua y biyectiva y cuya
inversa f~! : (Y, 7) — (X,71) es también continua, se llama un homeo-
morfismo de X sobre Y. En este caso se dice que los espacios X e Y son
homeomorfos.

Sean 7y, 5 dos topologias en el mismo conjunto X. Se dice que 7 es mas
fina que 75 81 71 D To. esto es, si la aplicacion identidad id : (X, 1) — (X, 72)
es continua.

Definicién 0.2.7. Sean M un conjunto, d; y ds dos métricas en M.

1. Se dice que d; es mds fina que dy, si la aplicacién identidad
id : (M,d;) — (M, ds) es continua, esto es, si toda bola abierta en M
segun la métrica dy contiene alguna bola abierta con el mismo centro
segun la métrica d;.

2. Se dice que dy y dy son métricas equivalentes en M, lo cual se denota
di ~ do, si la aplicacién identidad id : (M,d;) — (M,ds) es un
homeomorfismo, esto es, si toda bola abierta en M segun d; contiene
alguna bola abierta con el mismo centro segin ds y viceversa.

Observacion 0.2.1. Una métrica d; es mas fina que una métrica ds si y
solamente si la topologia inducida por d; es mas fina que la topologia induci-
da por dy en M. Por consiguiente dos métricas dy,d> en M son equivalentes
cuando inducen sobre M la misma topologia.

Ejemplo 0.2.1. Si ¢ : R — R es un homeomorfismo, entonces la
métrica d’ en R definida por

d'(z,y) = |o(z) — o(y)l,
es equivalente a la métrica usual de R. En particular, la métrica

o Y

d(z,y) = —
@9) = T " T3 7]

es equivalente a la métrica usual de R.

11



Veremos mas adelante que, aunque la métrica d’ definida arriba es equiva-
lente a la métrica usual de R, la cual es completa, d’ no es completa. (El
concepto de completez se definird en la seccién 0,3).

Ejemplo 0.2.2. Sean d;,d, dos métricas en M para las cuales existen
constantes a > 0, 5 > 0 tales que

OédQ(l',y) S dl(zvy) S ﬁdg(ﬁ,y),

para todos los z,y € M. Entonces las métricas d; y dy son equivalentes en M.

Observacion 0.2.2. Es conveniente observar que la afirmacion reciproca
de la del ejemplo anterior es falsa. En efecto, sea d una métrica cualquiera
en M. La métrica p: M x M — R definida por la férmula

d(z,y)

p(z,y) = H—d—(x,y)’

es equivalente a la métrica d (ver ejercicio 1). Ahora bien, si d no es acotada
no puede existir ninguna constante a > 0 tal que d(z,y) < ap(z,y), para
todo z € M y todo y € M, pues p(z,y) < 1.

Ejemplo 0.2.3. Sea I = [a,b] (con a < b) un intervalo compacto! de R.
Se denota por C'(I;R) el conjunto (espacio vectorial) de todas las funciones
reales continuas definidas sobre I. En C(I;R) definimos las dos métricas
siguientes:

di(f,g9) = SuIb){|f(t) —gt);tel},
alt.) = [ 110 =gl
Las métricas dy, d» no son equivalentes. En efecto la aplicacion identidad
id: (C(I;R),ds) — (C(I;R), dy)

no es continua. Para demostrar esta afirmacién, sean fy = 0 la funcién cons-
tante idénticamente nula, e = 1, y 6 > 0 cualquiera. Escogemos n € N;n > 1
tal que a + % < b. Sea f5: I — R la funcién continua definida por la figura:

Lesto es, cerrado y acotado en R (ver la definicién 0,4,1)

12



[ [ ]
)
a CL—Fz b

Figura 1:

Entonces, se tiene que
b
dlfi o) = [ Ifstolas
aa+§
= [ lsstonae

a

)
= §<5

Por otra parte,

di(fs, fo) = sup{|fs(t)[;t € [} =n > 1,

de donde se sigue la afirmacién.
Nétese, sin embargo, que como dy(f, g) < (b—a)di(f, g), cualesquiera que
sean f,g € C(I;R), entonces la aplicacién identidad

id : (C(I;R),d;) — (C(I;R),dy),
es continua y por lo tanto d; es mas fina que ds.

Definicién 0.2.8.

1. Se dice que un espacio topolégico X es separado o de Hausdorff, si dos
puntos distintos cualesquiera de X poseen vecindades disyuntas.
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2. Si X es un espacio topoldégico y a € X, un sistema fundamental de
vecindades de a es una familia V' de vecindades de a, tal que dada W,
vecindad cualesquiera de a, existe V€ V con V C W.

Todo espacio métrico es de Hausdorff. En un espacio métrico, las bolas
centradas en un punto dado constituyen un sistema fundamental de vecin-
dades de ese punto.

Ejercicios de la seccién 0.2

1. Si d es una métrica en M, demuestre que la métrica p en M definida

por
d(x,y)

p(r,y) = Hd—(m,y)’

es equivalente a la métrica d.

2. Sean (M,d,), (N, dsy) dos espacios métricos. Demuestre que para que la
aplicacién f : (M,d;) — (N, ds) sea continua es necesario y suficiente
que la métrica dy : M x M — R definida por

dy(z,y) = di(z,y) + do(f(2), f(y)),
sea equivalente a d;.

3. Demuestre que para todo subconjunto A no vacio de un espacio métrico
M, y todo punto = € M, se tiene que d(z, A) = d(x, A), en donde se
define: d(a, S) = inf {d(a, s);s € S}, para cualquier subconjunto S de
Myae M.

0.3. Espacios métricos completos. Teorema de
Baire.

Definicién 0.3.1. Sea (M, d) un espacio métrico. Se dice que una suce-
sién (z,) de elementos de M converge a xo € M, o que tiene limite zy (lo
cual se denota lim,,_,. =, = xg, 6, T, — z,), si lim, .. d(x,,z9) = 0. Una
sucesion en un espacio métrico converge a lo mas a un punto. En efecto, si
(x,) es una sucesién tal que x, — xo, z, — Yo, entonces se tiene que

d(’IO?yO) S d(x07$n) + d<xn7 ?JO) - Oa

14



de donde d(xg,y9) = 0, y por consiguiente zq = yp.
Tenemos también que si una sucesién converge a xg, entonces cualquier
subsucesion es convergente hacia el mismo punto xg.

Proposicién 0.3.1. Una sucesion (x,,) en un espacio métrico M converge
a xg sty solo si para todo abierto A que contenga al punto xq, existe unng € N
tal que x,, € A, para todo n > ny.

Demostracion. Sea A un abierto en M tal que g € A. Existe € > 0
tal que B(zg) C A. Como x, — xg, existe ng € N tal que d(x,,xy) < € si
n > ng, de donde x,, € A, para todo n > ng. Por consiguiente la condicion es
necesaria. Para la reciproca, recuérdese que las bolas abiertas son conjuntos
abiertos en M. [J

Como toda vecindad de un punto contiene un abierto que contiene al
punto, tenemos el siguiente corolario

Corolario 0.3.1. Una sucesion (x,) en un espacio métrico M es con-
vergente a un punto ro € M si y solo si para toda vecindad V' de xy en M,
existe ng € N tal que x,, € V para todo n > ny.

Corolario 0.3.2. Si dos métricas di,ds en M son equivalentes, entonces
una sucesion (x,) converge a xy sequn dy si y solo si también converge a g
sequn ds.

Observacién 0.3.1.

1. La importancia de la proposicién 0.3.1 (o de su corolario 0.3.1) es que
permite extender la definicién de limite de una sucesién a un espacio
topoldgico cualquiera: Se dice que una sucesién (z,) converge a xy en
X (espacio topoldgico) si para toda vecindad V' de xg, existe ng € N
tal que x,, € V para todo n > ny.

2. En espacios métricos, una condicion necesaria y suficiente para que un
punto sea adherente a un conjunto es que el punto sea limite de una
sucesion de puntos del conjunto. En espacios topoldgicos cualesquiera,
esta condicion siempre es suficiente y si X es de Hausdorff y satisface al
primer axioma de enumerabilidad (esto es, si todo punto de X posee un
sistema fundamental enumerable de vecindades), entonces la condicién
también es necesaria.
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3. También en espacios métricos una condicion necesaria y suficiente para
que xg sea punto de acumulaciéon de un conjunto S, es que g sea limite
de una sucesion de puntos del conjunto, dos a dos distintos. En efecto,
supongamos que g sea punto de acumulacién de S; entonces cualquiera
que sea 0 > 0, existe al menos un punto x € S, tal que 0 < d(z, ) < 0.
Sea §; = 1; escogemos x; € S tal que 0 < d(z,z9) < 1. Para
09 = min{d(wl,xo), %}, escogemos x5 € S tal que 0 < d(x2,z9) < ds.
Para 03 = min {d(xQ, o), %} , escogemos wx3 € S tal que
0 < d(x3,z0) < d3. Continuando en esta forma, construimos una suce-
sién (z,,) de elementos de S tal que

1
0 < d(xpi1,x0) < d(xy, z0); d(Th, 7o) < —,
n

para todo n € N. Se sigue que lim z,, = z¢. Ademas, si n # m, entonces
Ty # Ty En efecto, si n > m,

d(xp, x0) < d(Tp_1,70) < ... < d(Tpm_1,T0) < d(Tp, T0),

de donde x,, # x,,. Se concluye que la condicién es necesaria; su sufi-
ciencia es evidente.

Debemos observar que en espacios topoldgicos cualesquiera, esta condi-
cién es suficiente, pero en general no es necesaria.

Dejamos al lector la demostracion de la siguiente proposicion:

Proposiciéon 0.3.2. Sean M, N dos espacios métricos. Una aplicacion
f:M — N es continua en xo € M si y sdlo si para toda sucesion (x,) de
elementos de M convergente a xq, la sucesion (f(z,)) converge a f(xq) en
N.

Definicién 0.3.2. Una sucesién (z,) es un espacio métrico (M,d) se
llama sucesion de Cauchy si para todo € > 0 podemos hallar un indice ng € N,
tal que para cualquier pareja de indices m,n > ny, se tiene que d(z,, T,) < €.

Definicién 0.3.3. Se dice que un subconjunto S de un espacio métrico
es acotado cuando existe una bola abierta B,(zg) tal que S C B,(zo), esto
es, d(z,xg) < «, para toda x € S.
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Observacion 0.3.2. Se define el didmetro de un subconjunto .S no vacio
de un espacio métrico M, como el nimero real extendido 2

diam(S) = sup {d(z,y);z,y € S}.
S es acotado si y sélo si diam(5) < oo.

Proposicion 0.3.3. Toda sucesion de Cauchy en un espacio métrico es
acotada.

Demostracién. Sean (x,,) una sucesién de Cauchy en (M, d). Entonces
existe ng € N tal que

m,n > ng = d(Tm,x,) < 1;

en particular,
n>ng = d(z,, ) < 1.

Si § =max {1,d(z1,7n,), d(T2, Tpy), - .., d(Tng—1,Tn,)} , entonces se tiene que
d(xp, xn,) < a, para todon € N. [

Proposicion 0.3.4. Toda sucesion convergente en un espacio métrico es
de Cauchy y por consiguiente, acotada.

Definicién 0.3.4. Se dice que un espacio métrico (M,d) es completo
cuando toda sucesién de Cauchy en (M, d) es convergente hacia algin punto
de M. En este caso se dice también que la métrica d es completa en M.

Un subconjunto S de un espacio métrico M se dice completo, si S dotado
de la métrica inducida por la de M (ver ejemplo 0,1,2) es un espacio métrico
completo.

Ejemplo 0.3.1.

1. Todo subconjunto completo de un espacio métrico es cerrado. En efecto,
sean (M, d) un espacio métrico y S un subconjunto completo de M. Si
x € S, entonces conforme a la observacién 0,3,1,2, existe una sucesién
(x,,) de elementos de S convergente hacia z. Por la proposicién 0.3.4, la
sucesion (z,,) es de Cauchy en S y por consiguiente convergente hacia
algin punto z; € S. Por la unicidad del limite, z = x; € S. Por lo

tanto, S es cerrado.

20 sea, eventualmente puede ser + oo
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2. Reciprocamente si (M, d) es un espacio métrico completo, entonces todo
subconjunto cerrado S de M es completo. En efecto, si (z,,) es una
sucesién de Cauchy en S, entonces también es de Cauchy en M y por lo
tanto converge hacia algin punto x € M. De acuerdo con la observacion
0,3,1,2), z € S = S. Por lo tanto,S es completo.

Ejemplo 0.3.2. El conjunto de los nimeros reales R con la métrica
usual d(x,y) = |x —y| es un espacio métrico completo. Ahora bien, conforme
al ejercicio 1 de la seccion 2, la métrica en R, d; : R x R — R definida por

x Yy
L+]z| 1+ y||’

dl(x7y> =

es equivalente a la usual de R, pero para esta métrica d;, R no es completo.
En efecto, la sucesion (n) es de Cauchy en R segin la métrica d;, pero no es
convergente a ningiin punto de R segtin esta métrica, pues en caso contrario,
conforme al corolario 0,3,2, la sucesién (n) serfa convergente hacia algin
punto de R segun la métrica usual, lo que es absurdo.

Asi, dos métricas pueden ser equivalentes, siendo una de ellas completa y
la otra no. En particular, un espacio métrico completo puede ser homeomorfo
a otro no completo (en otras palabras, la propiedad de que un espacio métri-
co sea completo no es topoldgica). Otro ejemplo de este hecho nos lo dan la
recta R y el intervalo abierto (0, 1) con la métrica usual. Sin embargo, si dos
espacios son uniformemente homeomorfos (esto es, si existe una biyeccion
de uno de ellos sobre el otro que es uniformemente continua (ver la definicién
siguiente), asi como su inversa) y si uno de ellos es completo, necesariamente
el otro también lo es. Esto se sigue del hecho de que la imagen de una suce-
sion de Cauchy por una aplicacién uniformemente continua, es una sucesion
de Cauchy. La nocién de aplicacién uniformemente continua es como sigue:

Definicién 0.3.5. Sean (M, d;), (N,d2) dos espacios métricos. Se dice
que una aplicacién f : (M,d;) — (N, ds) es uniformemente continua cuan-
do para todo € > 0 dado, existe un ¢ > 0 correspondiente con la propiedad de
que si x,y son dos puntos cualesquiera de M tales que di(x,y) < 0, entonces

se tiene do(f(2), f(y)) < e

Definicién 0.3.6. Sean (M, d;), (N, dy) dos espacios métricos.

1. Se dice que una aplicacién f : (M,d;) — (N, ds) es una inmersion
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1sométrica si preserva distancias, esto es, si

dQ(f(x)v f(y)) = dl(xvy)v
para todo x € M y todo y € M.

2. Una aplicacién f : (M,d;) — (N, ds) se llama una isometria si es una
inmersion isométrica sobreyectiva. En este caso se dice que los espacios
son isométricos.

Observacién 0.3.3.

1. Conviene observar que toda inmersién isométrica es necesariamente una
aplicacion uniformemente continua e inyectiva.

2. Sean X un conjunto cualquiera, (M, d) un espacio métricoy f : X — M
una aplicacién inyectiva. Entonces la funcién dy : X x X — R definida
por

dy(z,y) = d(f(x), f(y)),

es una métrica en X, llamada métrica inducida por f en X. Si X se
dota de esta métrica, f se torna una inmersién isométrica.

Definicioén 0.3.7. Un completado de un espacio métrico M es un espacio
métrico completo M para el cual existe una inmersion isométrica f : M — M
tal que f(M) es denso en M (esto es, f(M) = M).

En la practica, M se iguala al subconjunto f(M) de M. Asi, un comple-
tado de un espacio métrico M es un espacio métrico completo M en el cual
M es denso.

Ejemplo 0.3.3. Sean (0,27) y [0,27] los intervalos abierto y cerrado,
respectivamente, con extremos 0 y 27, con la métrica usual. Entonces [0, 27|
es un completado de (0, 27), ya que la funcién inclusién i : (0,27) — [0, 27,
i(x) = z, es una inmersién isométrica e i(0, 2m) es denso en [0, 27].

Ejemplo 0.3.4. Sea (0,27) el intervalo abierto de R con extremos 0,
27. Se denota por S el circulo unitario de R?, esto es,

St = {(xl,ajg) eR%: 2 412 = 1} )
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En R? consideramos la métrica euclidiana:

p(z,y) = V(21 — y1)? + (w2 — 12)%,

en donde x = (z1,73), ¥y = (y1,%2) son elementos de R?. S* con la métrica
inducida por p es un espacio métrico completo (ver ejemplo 0,3,1,2). La
funcién f : (0,27) — S', dada por f(6) = (cos,senf), es inyectiva, luego
(por la observacién 0,3,3,2), la funcién d; : (0,27) x (0,27) — R definida
por

dp(61,02) = p(f(6h), f(62))
= /(cosf; —cosfy)? + (senf; — sen 6,)2,

es una métrica en (0,27) y la aplicacién f : ((0,27),ds) — (S*, p) es una
inmersién isométrica. Ahora bien, f(0,27) = S —{(1,0)} es denso en S'. Se
concluye que el espacio métrico (S*, p) es un completado del espacio métrico
((0,27),dy), esto es,

((0,2m),dg) = (S'. p)
Teorema 0.3.1. Todo espacio métrico posee un completado.

Demostracién. Sea (M,d) un espacio métrico cualquiera. Denotemos
por S el conjunto de todas las sucesiones de Cauchy en (M, d). Definimos en
S la siguiente relacién ~ de equivalencia:

(xn) ~ (yn) <= lim d(z,,yn) = 0.

Sea M = S/ ~ el conjunto de todas las clases de equivalencia de los

elementos de S. Se define una métrica den M de la siguiente manera: Para
&, 7 dos elementos de M, si (x,), (y,) son elementos de S representantes de
las clases 1, 9, respectivamente, se define

d(i,9) = lm d(z,, y).

n—oo

Se tienen las siguientes propiedades:

1. Ellimite en el lado derecho efectivamente existe. En efecto, sean (x,,), (y,)
dos elementos de S. Entonces, para m,n enteros positivos,

d($n> yn) < d($n> $m) + d<xma ym) + d(yma yn)a
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0 sea,
ATy Yn) = ATy Ym) < d(T0, T) + A(Yy Yrm)-

Anélogamente,

d<17m7 ym) - d(CL’n, yn) < d<xm xm) + d(yn’ ym)

de donde se sigue que

(20, Yn) — AT, Ym)| < d(@n, Tn) + A(Yns Ym)-

De esta desigualdad, junto con la hipétesis de que (x,,), (y,) son suce-
siones de Cauchy en M, se sigue que (d(z,,y,)) es una sucesion de
Cauchy en R y por consiguiente, convergente. Por lo tanto la afirma-
cién estda demostrada.

2. d esté bien definida, esto es, la definicién de (f(a:, y) no depende de los
representantes (x,,), (y,) de las clases z, g, respectivamente. En efecto,
sean también (u,), (v,) representantes de las clases &, 7, respectiva-
mente. Se tiene la siguiente desigualdad:

d(un,vn) < d(un,r,) + d(xm yn) + d(ymvn)‘

Tomando limites a ambos lados de esta desigualdad y teniendo en cuen-
ta que lim,, o d(tn, ,) = 0 = lim,,_,o d(vy, y), se obtiene que

lim d(u,,v,) < lim d(z,, yn).
Anélogamente,
lim d(z,,y,) < lm d(up,v,),

n—oo n—oo

y por lo tanto lim,,_, d(tun, v,) = lim, e d(Zn, Yn), lo que demuestra
la afirmacion.

3. d es una métrica en M. Esto es facil de verificar y lo dejamos al lector.

Demostremos ahora que M es isométrico a un subconjunto denso de M
y que M es completo, de donde M es entonces un completado de M. En
efecto, definimos la aplicacién f : M — M, por f(x) = 7, en donde para
cada x € M, 7 denota la clase de equivalencia de la sucesién (de Cauchy)
(x,) tal que x, = x, para todo n € N. Resulta inmediatamente que f es
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una isometria de M sobre el subconjunto My = f(M) = {z;z € M} de
M. My es un subconjunto denso en M. En efecto, sea © € M cualquiera
y escojamos una sucesioén (x,) en S que represente a la clase &. Para cada
n € N, denotemos por 7, la imagen por f del elemento x,, € M, esto es, T,
es la clase de la sucesion (y,,) tal que y,, = x,, para todo m € N. Entonces
se tiene que

( Z,) = lim d(x,,,x,),

m—0oo
y como por otra parte (z,) es de Cauchy en M, resulta que

lim d(z,7,) = lim lm d(z,,,x,) =0

n—oo n—oo m—0o0

Por lo tanto M, es denso en M. -

Finalmente demostraremos que M es completo. En efecto, sea (&,) una
sucesion de Cauchy en M. Como My es denso en M , para cada n € N existe
Un € My tal que d(z,,y,) < % Por lo tanto

)

d(yna ym) = (?//\m @\m)
< d(Yns Tn) + (T, Trn) + d(Zns Yim)

1 1
— +d(&y, Tm) + —
n

A\

y siendo la sucesién (i) de Cauchy en M , se sigue que (y,) es una sucesion
de Cauchy en M y por consiguiente define un elemento & € M. La sucesion
(mn) converge a & en M. En efecto, en la demostramon de que M es denso

en M vimos que la sucesiéon (g,) converge a & en M y como por otra parte,

~

(i, &) < d(in,Gn) + d(Gn, @)
< 240G D),

se sigue que lim,,_ d(l‘n, t) = 0 y por consiguiente, la afirmacién. [

Observaciéon 0.3.4. Un espacio métrico puede tener mas de un comple-
tado. En efecto, consideremos los intervalos (0, 27), [0, 27| y [27, 47], con la
métrica usual. La funcién

f:(0,21) — [2m, 4],
0 — 0+27
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es una inmersion isométrica y f(0,27) = (27, 4m) es denso en |27, 47]. Por
consiguiente [0,27] y [27, 47| son completados del mismo espacio métrico
(0,27) (ver ejemplo 0,3,3). Sin embargo, se tiene la siguiente proposicién:

Proposicion 0.3.5. Dos completados cualesquiera de un mismo espacio
métrico son 1SOMELTICOS.

Demostracién. Sean (J\/f\ d), (M, d) completados de un mismo espacio
métrico (M,d)y f: M — M, g: M — M inmersiones isométricas tales

que f(M) y g(M) son densos en M y M, respectivamente. Definimos la
aplicacion

¢ @ f(M)— M
fl@) — oo(f(x)) = g(z)  (x€ M),

la cual es una inmersién isométrica. En efecto, por la definicién de ¢y y en
virtud de que g y f son inmersiones isométricas, se tiene que

d(¢o(f(x)), o(f(y))) = d(g(x), 9(y)) = d(z,y) = d(f(x), f(y)),

para todo x € M y todo y € M, o sea,

d(¢o(21), Po(22)) = d(21, 22), (%)
para todo z; € f(M) y todo zo € f(M), de donde ¢ es una inmersion
isométrica.

Como f(M) es denso en M de acuerdo con el ejercicio 7 existe una (tinica)
aplicacién continua ¢ : M— M que extiende a ¢y, esto es, ¢(z) = @o(z)
para todo z € f(M). La aplicacién ¢ es una isometria. En efecto, por el
mismo ejercicio 7, si 21, 29 € M\y (), (yn) son sucesiones en f(M) tales que
X, — 21, Yn — 22, €ntonces se tiene que

o(z1) = lm ¢o(x,);

n—oo

P(z2) = lm ¢o(yn),

n—oo

de donde, usando la continuidad de las métricas cigl\ y la igualdad (%), se
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sigue que

d(¢(21), 9(22)) = 7}1_{1;0 d(¢o(Tn); Po(Yn))

= lim d(zy,yn)

~

= d(Zl, ZQ),

y por lo tanto, ¢ es una inmersién isométrica. Ahora bien, como M es com-
pleto, (M) también es completo, en particular es un subconjunto cerrado
de M (ver ejemplo 0,3,1,1) y como

(M) D do(f(M)) = g(M),

entonces,

$(M) = ¢(M > g(M) =M,

de donde ng(]\/J\) = M. Por lo tanto ¢ es una isometria.  [J

Observacién 0.3.5.

1. Con las notaciones de la demostracién anterior, la isometria ¢ satisface
la igualdad ¢ o f = g y el lector puede facilmente verificar que sujeta a
esta igualdad , la ¢ es tnica.

2. Dos espacios métricos pueden ser homeomorfos sin que sus completados
lo sean. En efecto, indiquemos por d la métrica usual en el intervalo
(0,27) = d(0y,6;) = |01 — 0O2|. La aplicacién

f2<(0,271'),d) - (Sl_{170}7p)
0 —— f(0) = (cosf,senf),

(en donde p es como en el ejemplo 0,3,4) es un homeomorfismo, y siendo
dy como en el ejemplo 0,3,4, la aplicacién

f:(0,2m),d;) — (S'—={1,0},p)
0 —— f(0)=(cosf,send),

es una isometria, en particular un homeomorfismo. Por consiguiente la
funcion identidad

id : ((0,2m),d) — ((0,27), dy)
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es un homeomorfismo. De acuerdo con los ejemplos 0,3,3 y 0,3,4 se tiene
que . ~
((0,27),d) = (0,27),d) v, ((0,27),dy) = (5", p).

Ahora bien, los espacios ([0, 27],d) y (S*, p) no son homeomorfos (;por
qué?).

Otro ejemplo simple de este hecho esta dado por la recta y el intervalo
abierto (0,27), con las métricas usuales.

Definicién 0.3.8. Sea X un espacio topolégico.

1. Un subconjunto E de X se llama raro si int(E) = 0.

2. Se dice que un subconjunto E de X es magro o de primera categoria en
X, cuando es unién enumerable, E' = |J) | E,, de subconjuntos raros
FE, de X.

3. Un subconjunto £ de X que no es magro (en X) se llama de sequnda
categoria. Mas explicitamente, un subconjunto F de X es de segunda
categoria si y sélo si, dada una sucesién (F,) de subconjuntos de X tal
que E = J;7, E,, entonces existe un ng tal que int (E,,) # 0.

Observacién 0.3.6. Para que un subconjunto E de X sea magro (en
X)) es necesario y suficiente que E C |J,_, F,, en donde para cada n, F),
es un subconjunto cerrado de X con int(F,) = (). En efecto, obviamente la
condicién es necesaria. Reciprocamente, supongamos que E C |J,— | F),, con
F, cerrado en X e int(F,) = 0,n € N. Se sigue que E C |J,—, EN F, y para
cada n € N se tiene que

int(ENF,) C int(F,) = 0;
por lo tanto E es magro en X, luego la condicién también es suficiente.

Definicién 0.3.9. Un espacio topoldgico se llama espacio de Baire cuan-
do todo subconjunto magro en X tiene interior vacio, esto es, si todo sub-
conjunto 7' de X tal que T = |J°7, E,, con int(E,) = () para cada n € N,
tiene interior vacio.

Si X es un espacio de Baire y (F},) es una sucesion de subconjuntos de X
tal que cada F), es un conjunto cerrado en X con interior vacio, entonces la
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union Uzo:l F,, es un conjunto con interior vacio. Reciprocamente, supong-
amos que X es un espacio topoldgico con la propiedad de que la unién de
cualquier sucesion de subconjuntos cerrados con interior vacio es un conjunto
con interior vacio. Entonces X es un espacio de Baire. En efecto, sea E un
subconjunto magro en X, y sea (E,) una sucecién de subconjuntos de X
tal que E = (J°°, E, y para cada n,int(E,) = 0. Si F, = E,,n € N, en-
tonces (F},) es una sucesién de subconjuntos cerrados de X con int(F},) = 0,
y E C U,—, F,. Por hipétesis, int (J,~, F,,) = 0, luego int(E) = (. Por
consiguiente, X es un espacio de Baire. Asi, hemos demostrado la siguiente
proposicion:

Proposicién 0.3.6. Para que un espacio topologico X sea un espacio de
Baire es necesario y suficiente que para cada sucesion (F,) de subconjuntos
. . ’ 4 o -
cerrados de X con interior vacio, la union \J,_, F, sea un conjunto con
interior vacio.

Ya que un subconjunto de un espacio topoldgico tiene interior vacio si y
solo si su complemento es denso, la proposicion 0.3.6 es equivalente a la

Proposicion 0.3.7. Un espacio topologico X es un espacio de Baire
si y sélo si la interseccion (|, A, de toda sucesion (A,) de subconjuntos
abiertos y densos en X, es un subconjunto denso en X.

Proposicién 0.3.8. Todo subconjunto abierto de un espacio de Baire es
un espacio de Baire.

Demostracién. Sean A un subconjunto abierto de un espacio de Baire
X y (A,) una sucesién de abiertos densos en A. Para cadan € N, el conjunto

—C .
B, = A, UA" es un abierto en X. Supongamos ya demostrado que (', B,
es denso en X; de aqui se concluye (ver la observacién 0,3,7 al final de la
demostracion), que el conjunto

(f5) s A
n=1 n=1

es denso en A, que es lo que queriamos demostrar. Ahora bien, por la proposi-
cién 0,3,7 para ver que( ), B, es denso en X, basta mostrar que cada con-
junto B, es denso en X. En efecto, Sea U un abierto no vacio en X; existen
dos posibilidades:

26



1. UN A # (). En este caso U N A es un abierto no vacio de A y como A,
es denso en A, entonces (UNA)N A, # 0, y en particular U N A,, # 0,
luego U N B,, # 0.

2.UNA = (. En este caso se tiene que U N fr(A%) = y que
U c Ab = int(A%) U fr(AL), de donde se sigue que U C int(AL) = At
Por consiguiente U N B,, # (.

De 1 y 2 se concluye que cada B,, es denso en X. [J

Observaciéon 0.3.7. Si B es denso en X y A es abierto en X, entonces
BN A es denso en A. En efecto, sea U un abierto no vacio en A; entonces
U es abierto en X y por consiguiente U N B # (). Ademds como U C A,
entonces se tiene la igualdad

UN(BNA)=UnNB #0.
Por lo tanto BN A es denso en A.

Teorema 0.3.2 (Baire). Todo espacio métrico completo es un espacio de
Bagre .

Demostracién. Sea M un espacio métrico completo y sean (F,) una
sucesiéon de subconjuntos cerrados de M con int(F,) = O,n € N,y
T = U,~, F,. Demostremos que int(7') = 0 o, equivalentemente, que TC
es denso en M. En efecto, sea A cualquier abierto no vacio en M. Como
Flc es abierto y denso en M, entonces AN Flc es un abierto no vacio en M,
luego existe una bola abierta B, (z1) con ¢ < 1 tal que B, (z1) ¢ AN FL.
Anglogamente, como F¥ es abierto y denso en M, entonces B, (1) N F¥ es
un abierto no vacio en M, luego existe una bola abierta Be,(x2) con €3 < %
tal que By, (x2) C By, (x1)NFY. Continuando en esta forma, encontramos una
sucesién (B, (x,)) de bolas abiertas tal que

Be (1) D Bey(w2) D ... D B, () D Bepy i (Tp1) D ...,

y para cada n,e€, < % y B, (x,) C FE La sucesion (x,) es de Cauchy. En
efecto, dado € > 0, escogemos un ng € N tal que n% < €. Ahora bien,

m,n>mng = Tn,Tm € Be, (Tn,)

2
= d(Tn, Tm) < d(xp, Tpy) + ATy, Tm) < 265, < —<e
0
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Siendo M completo, existe z € M tal que x,, — x. Como para p > n se
tiene x, € B, (x,), se sigue que z € B, (x,) C Fnﬂ para todo n € N, y,
z € B, (r;) € AN FC. Por consiguiente z € (02, FC = T y, z € A de
donde ANTE £0. O

Corolario 0.3.3. Si M es un espacio métrico completo y (F,)una suce-

sion de subconjuntos cerrados tal que M = |J._, F,, entonces existe un
no € N tal que int(F,,) # 0.

Observacién 0.3.8. Antes de dar algunas aplicaciones del teorema de
Baire, recordemos algunos resultados sobre la oscilaciéon de una aplicacién.
Sean M, N espacios métricos 'y f : M — N una aplicacién. Por simplicidad,
se denotara por d la métrica tanto en M como en N. Se llama oscilacion de
f en el punto x € M al nimero real extendido w¢(x) definido por

wy(z) = inf {diam[f(Bs(z))];0 > 0}

en donde diam(S) de denota el didmetro del conjunto S (ver observacion
2). La funcién wy : ¢ € M +—— ws(z) € Ry U {oo}, tiene las siguientes
propiedades:

1. Para que f sea continua en xy € M es necesario y suficiente que
wy(zo) = 0.

2. Para todo a < 00, st wy(zg) < «, entonces existe un & > 0 tal que
wi(z) < a, cualquiera que sea x € Bs(x). Consecuentemente el con-
gunto A, ={x € M; w¢(z) < a}, es abierto en M, para todo o < oo.

Demostremos la afirmacién 1. En efecto, supongamos que f es continua en
xo y sea € > 0 cualquiera. Existe un 6 > 0 tal que si z € M y d(x, ) < 6,
entonces d(f(x), f(z0)) < §, esto es,

y € f(Bs(xo)) = d(y, f(x0)) <

Y

=~ m

luego,

Y1,Y2 € f(Bs(wo)) = d(y1,y2) < d(ys, f(x0)) + d(y2, f(20)) < %a

de lo cual resulta que diam[f(Bj(zo))] < €, de donde w¢(xg) < €, cualquiera
que sea € > 0. Se sigue que wy(xy) = 0. Por consiguiente la condicién es
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necesaria. Reciprocamente, supongamos que w(zo) = 0. Entonces, dado
e > 0, existe 0 > 0 tal que diam[f(Bs(xg))] < €, de donde resulta que

re M, dz,zg) <d=d(f(z), f(zo)) <€

Por consiguiente, f es continua en x, luego la condicién también es suficiente.

Demostremos ahora la afirmacion 2. Sean o < oo y xg € M tales que
wr(rg) < «; entonces, existe 6 > 0 tal que diam[f(Bs(zg))] < a. De-
mostremos que para todo x € Bj(zo) se tiene ws(z) < a. En efecto sean
x € Bs(zg) y € =9 — d(x,x9) > 0; para x1, x5 € B.(x), tenemos:

d(xy,z) < d(zg,x) < €
— d(xl,l’o) d(ZE'Q,Io) <9
= f(fl)af(l‘z) € f(Bs(xo))
= d(f(x1), f(xs)) < diam|[f(Bs(xo))].

Se sigue que,

diam[f(Be(z))] < diam[f(Bs(zo))] < a,

y por consiguiente wy(z) < «, cualquiera que sea x € Bs(xo).

Ejemplo 0.3.5. Sean M, N espacios métricos, siendo M completo,
f M — N una aplicacion, y f, : M — N,n € N, una sucesion de
aplicaciones continuas, convergente puntualmente a la aplicacién f, esto es,
fn(x) — f(x), para cada x € M. Entonces, el conjunto de los puntos de M
en donde f es discontinua tiene interior vacio o, equivalentemente, f es con-
tinua sobres un conjunto denso en M. En efecto, en virtud de la observacion
0,3,8,1, si D es el conjunto de puntos de discontinuidad de f, entonces

D=|JF.,
n=1
en donde para cada n, F, = {a:'wf( ) > 1} que es, por la observacién
0.3.8.2, un subconjunto cerrado de M. Si demostramos que int(F,) = 0,

n € N, entonces, por el teorema de Baire, int(D) = (), esto, es, DE. el con-
junto de puntos de M en que f es continua, es un subconjunto denso en M,
de donde se sigue nuestra afirmacion.

Demostremos entonces que para todo € > 0 el conjunto (cerrado)
F. = {x;ws(x) > €} tiene interior vacio, o sea que toda bola cerrada de
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M intersecta al complemento, FE, de F. (recuérdese que toda bola abierta
contiene una bola cerrada, y viceversa). En efecto, sean B una bola cerrada
en My
X €
E, = ﬂ {x e M; d(fi(z), fi(zx)) < g},
L,j>n

n=1,2,.... Para cada n € N, E,, es un conjunto cerrado, pues es la inter-
seccion de conjuntos cerrados. Por otra parte, como para cada x € M, la

sucesion (f,(x)) es de Cauchy, ya que es convergente, entonces

(o.9]
M = U E,, y por consiguiente
n=1

o0

B = |J(E.nB).

n=1

Ahora bien, int(B) # () y, para cada n, E,, N B es cerrado en M; entonces,
como M es completo, el teorema de Baire implica que existe ng € N tal que
int(FE,, N B) # 0, esto es, existe una bola abierta Bs(xo) C E,, N B. Se sigue
que para todo x € Bs(xg) y todo par de indices i, j > ny,

d(fi(x), fi(x)) < 5

y por lo tanto haciendo j = ng e i — 00, se tiene que

€
YIS B(S($O) = d(f($)7fno(x)) < 5

Demostremos que wy(x) < € si x € Bs(xg), de donde, como Bs(xy) C B, se
seguird que BN FE‘ # (). En efecto, sea x € Bs(xg). Por la continuidad de f,,
en x, existe una bola abierta B, (z) C Bj(xo) tal que

/RS Bn(x) = d(fno(y)’fno(x)) <

[S28e Y

Por lo tanto,

y € By(x) = d(f(y), fao(x)) < d(f(Y), fro(¥)) + d(fro(y), fro (7)) < =

luego,

Y1, 92 € By(z) = d(f (1), f(y2)) < d(f(W1), fro (7)) + d(frg (7)), f(y2)) < %:
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de donde se sigue que diam[f(B,(z))] < % < ¢, y por consiguiente wy(z) < ¢,
esto es ¢ € FC, cualquiera que sea = € Bj(xq).

Ejemplo 0.3.6. Sea () un abierto de C, f : @ — C una funcién
vy fn: 2 — C,n € N, una sucesion de funciones holomorfas que converge
puntualmente a f, esto es, f,(z) — f(z) para cada z € Q. Si V es el conjunto
de los puntos de 2 en donde f es holomorfa, entonces V' es un conjunto
(abierto) denso en €). En efecto, por su propia definicién, V' es un subconjunto
abierto de 2. Para mostrar que es denso en 2, hay que demostrar que todo
abierto en €2 intersecta a V. Ahora bien, como todo abierto en 2 es un abierto
en C contenido en €2, y como todo abierto en C contiene un disco abierto, el
cual a su vez contiene un disco cerrado, entonces basta mostrar que cualquier
disco cerrado contenido en €2 intersecta a V.

En efecto, sea B un disco cerrado en C, contenido en €2 y

Fk:m{zéﬂ; ‘fn(z)‘gk]W
n=1
k= 1,2,.... Para cada k € N, F}, es un subconjunto cerrado de ). Por

otra parte, como para cada z € €2, la sucesion (f,(z)) es convergente, luego

acotada, entonces
oo
o=Jn.
k=1

de donde -
B=QnB=|]J(F:.nB).

k=1
Ahora bien, intg(B) = int(B) # 0 (interior de B relativo a ), y para cada
k € N, F}, N B es subconjunto cerrado de €2; entonces, como €2 es un espacio
de Baire (Teorema 0,3,2), existe kg € N tal que intq(Fy, N B) # (), y por
consiguiente int(Fy, N B) # 0 (pues Q es abierto en C), esto es, existe un
disco abierto en C, Bs(z9) C Fk, N B. Por consiguiente, |f,(2)| < ko, para
todo n € Ny todo z € K, cualquiera que sea el compacto® K C Bs(zp).
Luego, por el teorema de Montel ([1], teorema 12, seccién 4, cap 5, 6 6 [23],
teorema 14.6) existe una subsucesion (f,,) de f, que converge a alguna fun-
cién ¢ definida y holomorfa en Bs(zp), uniformemente sobre los compactos

3La definicién del espacio topolégico compacto se encuentra en la seccién 4
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de Bj(zp). Por otra parte, como lim; ., fn,(2) = f(2), para cada z € Bs(z),
entonces f(z) = g(z), para z € Bs(z9), y por consiguiente f es holomor-
fa en Bs(zp), de donde Bs(zp) C V. Como también Bs(zy) C B, entonces
BNV #10, y se concluye que V' es denso en €).

Observacién 0.3.9. Con las notaciones del ejemplo anterior, en realidad
la propia sucesién (f,,) converge a f, uniformemente sobre los compactos de
Bs(zp). A continuacién damos un esbozo de la demostracién de este hecho:

1. Sean X un espacio topolégico, M un espacio métrico y F una familia
de aplicaciones f : X — M.

a) Se dice que F es una familia equicontinua en un punto zo € X
cuando para todo € > 0, existe una vecindad V,,, de x, tal que,

y € Vay = d([f(y), f(20)) <,

para cualquier aplicacion f € F.

b) Se dice que F es una familia equicontinua (en X) cuando es
equicontinua en cada punto de X.

¢) Mostraremos en el ejemplo 0,4,5, que dadas una aplicacién
f X — M y una sucesiéon f, : X — M, de aplicaciones
equicontinuas que converge puntualmente a f, se tiene que f es
continua y la convergencia es uniforme sobre los subconjuntos
compactos de X, esto es, dados cualquier compacto K C X y
€ > 0, existe un ny € N tal que

n > ng = d(fu(z), f(z)) <€,
cualquiera que sea x € K.

2. Sean () un abierto de C y F una familia de funciones holomorfas en
Q tal que para cada compacto K C €2, existe ax > 0 (dependiente
de K) tal que |f(z)| < ag, para toda f € F, y todo z € K (una tal
familia se llama acotada en el interior de ). Entonces la familia F es
equicontinua. Para la demostracion de este hecho, remitimos al lector
a [10], ejemplo 2, seccién 9, cap. 3.

Ahora bien, en el ejemplo 0,3,6 se demostr6 que la sucesién (f,,) es acota-
da en el interior de Bs(2p), luego las restricciones de las funciones f,,, n € N,
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a la bola Bj(zp) forman una sucesién equicontinua en Bs(zp) y como (f,)
converge puntualmente a f, entonces c¢) implica que (f,) converge a f uni-
formemente sobre los compactos contenidos en Bs(2p).

Ejercicios de la seccién 0.3

1. a) Demuestre que para cualquier subconjunto A de un espacio métri-

co M, se tiene que diam(A) = diam(A).

b) Si Ay B son subconjuntos acotados no vacios de un espacio métri-
co M, demuestre que A U B es acotado y

diam(A U B) < diam(A) + diam(B) + d(A4, B),
en donde d(A, B) = inf {d(x,y);xz € A,y € B}.

2. Demostrar que la sucesion (x,,) en un espacio métrico M converge a un
punto zy € M si y solo si toda subsucesion de (z,) posee a su vez una
subsucesion convergente al mismo punto xg.

3. Supongamos que una sucesién de Cauchy (x,,) en un espacio métrico M
posee una subsucesion (z,,) convergente a un punto xo € M. Demostrar
que la propia sucesién (z,,) converge a x.

4. Sean (z,),(yn) sucesiones de un espacio métrico M tales que
d(zn,y.) < £,n € N. Demostrar que si (x,) converge hacia o, en-
tonces (y,) también converge hacia z.

5. Sean M un espacio métrico completo y (a,,) una sucesién de nimeros
reales positivos tal que X9° v, < o0o. Si una sucesién (z,) en M es
tal que d(zn, Tpy1) < an,n € N, demuestre que la sucesién (x,,) es
convergente en M.

6. a) Sea M un espacio métrico. Demuestre que para que un conjunto A
sea abierto en M es necesario y suficiente que para toda sucesion
(x,) en M convergente hacia un punto zy € A, exista ny € N tal
que x, € A, para todo n > nyg.

b) Sean d; y dy dos métricas en M. Usando a), demuestre la recipro-
ca del corolario 2 de la proposicién 1: si para toda sucesion (z;,)
en M y para todo punto zy € M, se tiene que las afirmaciones
di(xn,x0) — 0y do(zn,29) — 0 son equivalentes, entonces

dl ~ dg.
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7. Sean M, N espacios métricos, siendo N completo, S un subconjunto
denso en M,y fy : S — N una aplicacién uniformemente continua.
Demuestre que existe una tnica extension continua de fy, f : M — N,
que también es uniformemente continua.

8. (Cantor) Demuestre que para que un espacio métrico M sea comple-
to es necesario y suficiente que para cualquier sucesién decreciente
D F, D> ... D> F, D...desubconjuntos no vacios de M tal que
lim,,_diam(F,) = 0, se tenga (), —, F,, = {zo}, en donde zy € M es
un punto conveniente.

9. Demuestre que un espacio topologico X es un espacio de Baire si y s6lo
si todo subconjunto abierto no vacio de X es de segunda categoria.

10. Sean X un espacio de Baire y E un conjunto de funciones reales contin-
uas f: X — R tales que, para cada z € X, E(z) = {f(x); f € E} es
un conjunto acotado de niimeros reales. Demostrar que existen un sub-
conjunto abierto U C X y una constante a > 0 tales que |f(z)| < «,
para todo x € U y todo f € E. (Sugerencia: Para n € N, defina el
conjunto £, = (N;ep {z € X;|f(2)] <n}) .

0.4. Espacios métricos compactos

Definicién 0.4.1. Sean X un espacio topologico y S un subconjunto de
X.

1. Un recubrimiento de S es una familia A = (A))res de subconjuntos de
X tal que S C [J,c; Ax. Ademds, si los elementos de la familia A son
subconjuntos abiertos de X, entonces se dice que A es un recubrimiento
abierto de S.

2. Sea A = (A))er un recubrimiento de S. Un subrecubrimiento de A
es cualquier subfamilia A" = (A))xes de A (J C I) que también es
recubrimiento de S.

3. Sedice que X es un espacio compacto, si cualquier recubrimiento abierto
de X admite un subrecubrimiento finito.

4. Un subconjunto K C X lldamase compacto si K, dotado de la topologia
inducida por la de X, es un espacio compacto.
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Ya que todo abierto de un subconjunto K de X es la interseccion de K con
un conjunto abierto de X, entonces para que K sea compacto es necesario y
suficiente que todo recubrimiento (V)),.,; de K por abiertos V) de X admita
un subrecubrimiento finito.

Se dice que una familia de conjuntos tiene la propiedad de la interseccion
finita si la interseccién de cualquier subfamilia finita es no vacia.

Proposicion 0.4.1. Un espacio topologico X es compacto si y solo si
cualquier familia (F)\)xer de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de
la interseccion finita tiene interseccion (o, F no vacia

Demostracién. Supongamos que X es compacto y sea (F))e; una fa-
milia de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de la interseccion
finita. Si (,.; £\ = 0, entonces (F/\)/\d es un recubrimiento abierto de
\<i<n N €1,
i=1,2,...,n, de donde (F),),.,., €s una subfamilia finita con interseccién
vacia, lo que es una contradiccién. Reciprocamente, supongamos que X tiene
la propiedad enunciada, y sea (V3),c; un recubrimiento abierto de X. En-

X, y, por hipétesis, existe un subrecubrimiento finito (F ABI)

tonces (,¢; V,\E = (), de donde, por hipdtesis, existen A\;, \o,... A\, en I tales
que (i, V/\Cl_ =0, 0sea X =J;_, V. Por lo tanto X es compacto. O

Dejamos al lector las demostraciones de las dos proposiciones siguientes:

Proposicion 0.4.2. 1. Todo subconjunto cerrado de un espacio com-
pacto es compacto.

2. Si X es un espacio topologico de Hausdorff, entonces todo subconjunto
compacto K de X es cerrado.

3. Todo espacio topologico compacto y discreto es finito.

Proposicion 0.4.3. Sean X,Y espacios topologicos y F': X — Y una
aplicacion continua. St K es un subconjunto compacto de X, entonces la
imagen de K por F' es un subconjunto compacto de Y .

Proposicién 0.4.4. (Weierstrass). Si X es un espacio topoldgico com-
pacto y F' : X — R es una funcion continua, entonces existen x1,r9 € X
tales que F(z1) < F(z) < F(xg), para todo © € X, esto es, F' asume sus
valores maximo y minimo en X; en particular, F' es acotada.
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Demostracién. Como F es continua, entonces F'(X) es un subconjunto
compacto de R y por consiguiente cerrado y acotado. Sean

a=mf{F(x);z € X} , B =sup{F(z);z € X}

como « 'y (3 son puntos adherentes al conjunto F'(X), que es cerrado, entonces
a, € F(X), de donde se deduce la proposicién. [l

En la demostracién de la proposicién anterior hemos usado el resultado
de Analisis, de que todo subconjunto compacto de R (o més generalmente
de R™) es acotado. Esto ain es valido en cualquier espacio métrico.

Proposiciéon 0.4.5. Todo subconjunto compacto de un espacio métrico M
es acotado. En particular, si el propio M es compacto, entonces es acotado.

Demostraciéon. Sea K un subconjunto compacto de M. La familia de
las bolas abiertas en M, (B1(r)),., con centro en los puntos de K y ra-
dio 1, es un recubrimiento abierto de K : K C |J,o, Bi(x), luego, existen
Ty, Zg,. .., T, elementos de K tales que K C J_, Bi(z;). En virtud del ejer-
cicio 0,3,1.b, se sigue que diam(K') < oo y por consiguiente K es acotado. [J

Observacién 0.4.1. Por las proposiciones 0,4,2,2 y 0,4,5, todo subcon-
junto compacto de cualquier espacio métrico es cerrado y acotado. En R"
vale la reciproca: todo subconjunto cerrado y acotado de R™ es compacto.
Sin embargo, esto no es cierto en cualquier espacio métrico. En efecto, sea

M = {(xn) C R;Z|a¢n| < oo}

n=1

el conjunto (espacio vectorial) de todas las sucesiones sumables de nimeros
reales. La funcién d : M x M — R definida por

d(z,y) =Y |0 — vl
n=1

en donde = = (z,),y = (yn), es una métrica en M. Ahora bien, el conjunto
S = {ei,ea,...,en,...}, en donde e, = (0,0,...,0,1,0,...) es la sucesién
cuyo n-ésimo valor es 1 y cuyos restantes valores son cero, es un subconjunto
cerrado y acotado de M, pero no compacto. En efecto, como d(e,, e,,) = 2
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si m # n, entonces S es acotado y ninguna sucesion de elementos de S es de
Cauchy. Por lo tanto, el conjunto de puntos de acumulaciéon de S es vacio,
pues todo punto de acumulacion de un subconjunto de un espacio métrico
es el limite de alguna sucesion de puntos dos a dos distintos del conjunto.
Se sigue que S es cerrado y acotado. Pero S no es compacto, pues la familia
de las bolas abiertas (Bj(e,)) de centro en los elementos de S y radio 1, es
un recubrimiento abierto de S que no admite ningin subrecubrimiento finito
ya que Bj(e,) NS = {e,}, para todo n € N| esto es, cualquier bola Bj(e,)
contiene exactamente un elemento de S.

Definicién 0.4.2.

1. Se dice que un espacio métrico M es precompacto o totalmente acotado
si para todo € > 0, existe un recubrimiento finito de M formado por
subconjuntos de M de diametro menor que €.

2. Se dice que un subconjunto A de un espacio métrico M es precompacto
(o totalmente acotado) cuando A, dotado de la métrica inducida por
la de M, es un espacio métrico precompacto.

Observacién 0.4.2.

1. Como todo subconjunto S de un espacio métrico M, con diam(S) < e,
esta contenido en una bola abierta en M de radio € > 0, entonces M es

precompacto si y solo si para todo € > 0 existen elementos z1, s, ..., 2z,
en M tales que M = J_, Be(x;).

2. Ya que toda bola (abierta) de un subconjunto A de un espacio métrico
M es la intersecciéon de A con una bola (abierta) de M, entonces se
sigue que A es precompacto si y solo si dado un ¢ > 0 cualquiera,
existen elementos x1, Zs, ..., z, en M tales que A C |J_, Be(;).

Si A es precompacto , dado € > 0, los elementos z1,xs,...,x, de M
tales que A C |J;_, Be(x;). pueden ser escogidos en A. En efecto, para
¢ = § existen x1, 2y, ...,z, en M tales que A C | J;_, Be(z;). escogemos

a; € ANBe(x;), i = 1,2,...,n. Entonces se tiene que A C J;_; Be(a;).

3. Si A es un subconjunto precompacto de un espacio métrico y B C A,
entonces B también es precompacto.

4. Evidentemente, todo subconjunto compacto de un espacio métrico es
precompacto.

37



Definicién 0.4.3. Si S es un subconjunto no vacio de un espacio métrico
(M,d) y x € M, entonces el nimero real d(z, S), definido por

d(x, ) = inf{d(z,y);y € 5},

se llama distancia del punto x al conjunto S 4. Se demuestra ficilmente que
d(xz,S)=0siysélosizeS.

Proposicion 0.4.6. Todo espacio métrico compacto posee un subconjunto
enumerable denso.

Demostracién. Sea M un espacio métrico compacto. Como M es pre-
compacto, entonces para cada n € N existe un conjunto finito F;, tal que
d(z, F,) < %, para cada € M. El conjunto D = |J;2, F, es enumerable,
ya que es unién enumerable de conjuntos finitos. D también es denso en
M. En efecto, si x € M, como F,, C D para todo n, entonces se tiene que
d(z,D) < d(z,F,) < %, cualquiera que sea n € N, luego d(z,D) = 0y por

consiguiente z € D, cualquiera que sea x € M. Por lo tanto D es un conjunto
enumerable denso en M. [

Definicién 0.4.4. Se dice que un espacio métrico M es separable si posee
un subconjunto enumerable denso. Se sigue de la proposicién 0,4,6 que todo
espacio métrico compacto es separable.

Teorema 0.4.1. Sea M un espacio métrico. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. M es compacto.

2. Todo subconjunto infinito de M tiene un punto de acumulacion.
3. Toda sucesion en M posee una subsucesion convergente.

4. M es completo y precompacto.

Demostracién. 1) = 2): Supongamos que M es compacto y sea S un
subconjunto de M sin puntos de acumulacién en M. Se sigue que S es cerrado
y discreto. Ademads, como M es compacto y S es cerrado, entonces S es
compacto. Asi, S es discreto y compacto, luego finito.

Yd(z,¢) = + o0
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2) = 3): Sea (x,) una sucesién en M. Si S = {xy,xs,...,Z,, ...} es finito, esto
es, el conjunto de los valores x,, de la sucesién es finito, entonces z,, = z,,,
para infinitos n € N. Por consiguiente la sucesién (z,,) tiene una subsucesion
convergente en M. Ahora bien, si S es infinito, entonces, por hipdtesis, posee
un punto de acumulacién xy € M. Luego, existe una sucesion de elementos
de S, dos a dos distintos, que converge a z, (ver observacién 0,3,1,2). Por
consiguiente la sucesién (x,) admite una subsucesién convergente.

3) = 4):

a) Sea (z,) una sucesién de Cauchy en M. Por hipétesis, (z,,) posee una
subsucesién convergente en M, luego la propia sucesién (x,) es convergente
en M (ver ejercicio 0,3,3). Por consiguiente M es completo.

b) Mostremos ahora que M es precompacto, esto es, que para todo € > 0
existe un subconjunto finito F' de M tal que d(z, F') < €, cualquiera que
sea x € M. En efecto, supongamos que este no sea el caso; entonces existe
un € > 0 tal que para todo conjunto finito F C M podemos hallar x € M
con d(x,F) > e. Fijemos x; € M. Para F} = {x1} existe xo € M tal
que d(zg,x1) = d(x9, Fy) > €. Para Fy = {1,292} existe 3 € M tal que
d(x3, Fy) > €. Prosiguiendo de esta manera, encontramos una sucesion (z,)
en M tal que d(z,41,F,) > €, en donde F,, = {x1,29,...,2,}, n € N. Por
tanto, si n,m € M y n > m, entonces

d(xnvrm) Z d(xna Fn—l) Z €,

ya que n > m implica que z,, € F,,_;. Se sigue que (z,,) es una sucesion en M
que no admite ninguna subsucesion de Cauchy, y por consiguiente, ninguna
convergente.

4) = 1): Supongamos que M es completo y precompacto, pero no com-
pacto. Entonces existe un recubrimiento abierto (Vi)aer de M, M = J,; Vi,
que no admite ningin subrecubrimiento finito. Ahora bien, como M es pre-
compacto, se puede expresar como unién de un nimero finito de subconjuntos
cerrados con didmetro menor que 1. Por lo menos uno de estos subconjuntos,
que denotaremos por Fi, no esta contenido en ninguna unién finita de los
conjuntos V), A € I. Como F; también es precompacto, entonces puede ex-
presarse como una unién finita de subconjuntos cerrados con diametro menor
que % Por lo menos uno de estos subconjuntos, que denotaremos por F5, no
puede ser cubierto con una unién finita de conjuntos Vy\, A € I. Continuan-
do de esta manera, encontramos una sucesion decreciente de subconjuntos
cerrados de M,

FFDOEFED...DF,D...,
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con diam(F,) < %, n = 1,2,.... Como M es completo, entonces

N>~ F, = {xo}, para algin punto zy € M (ver ejercicio 0,3,8). Por otra
parte, existe A € I tal que xy € V), y como V) es abierto, existe un m € N
tal que B%(l’o) C Vi. Ahora bien, como zg € F, y diam(F,) < =, en-
tonces se tiene que F,, C Bi(xzg) C Vj; lo que es una contradiccién, pues
ningtin F, estd contenido en ninguna unién finita de conjuntos Vi, A € I.

Por consiguiente d) = a). O

Corolario 0.4.1. Un espacio métrico es precompacto si y sélo si su com-
pletado es compacto.

Demostracion. Sean M un espacio métrico y M su completado. El
corolario se deduce inmediatamente de la equivalencia de las afirmaciones
1. y 4. del Teorema 0,4,1, observando que la adherencia de M en M es
precisamente M. []

Corolario 0.4.2. Sea M un espacio métrico completo. Un subconjunto
S C M es precompacto si y solo si la adherencia de S en M es un conjunto
compacto.

Corolario 0.4.3. Para que un subconjunto S de un espacio métrico M sea
precompacto es necesario y suficiente que la adherencia de S en el completado
M de M, sea un subconjunto compacto de M.

Definicién 0.4.5. Sea M un espacio métrico. Se dice que un subconjunto
S de M, es relativamente compacto si S, la adherencia de S en M, es un
subconjunto compacto de M (esto es, toda sucesion de elementos de S posee
una subsucesién convergente a algin punto de M, el cual no necesariamente
estd en .S).
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Observacién 0.4.3.

1. Evidentemente, en cualquier espacio métrico M, todo subconjunto re-
lativamente compacto de M es precompacto. Sin embargo, en general
la reciproca no es verdadera. En efecto, sean M = (0,1) el intervalo
abierto en R con extremos 0,1, con la métrica usual, y S = (0,1) el
propio M. Entonces, S no es un subconjunto relativamente compacto
de M, pues la adherencia de S en M es el propio S = (0, 1) que no es
compacto, pero por el corolario 3, S es precompacto.

2. Del corolario 3 se sigue que los conceptos precompacto y relativamente
compacto coinciden en espacios métricos completos.

3. Se dice que un espacio topologico X es secuencialmente compacto si
toda sucesion en X posee una subsucesion convergente en X. El teore-
ma 1 nos dice que en espacios métricos este concepto coincide con el
de compacidad. Sin embargo, existen espacios topoldgicos secuencial-
mente compactos que no son compactos, como también existen espacios
compactos que no son secuencialmente compactos (ver [17], ejemplo 26,
pag 192, y ejercicio 5-b, pag 209). Todo espacio topolégico compacto
de Hausdorff que satisfaga al primer axioma de enumerabilidad, es se-
cuencialmente compacto.

Ejemplo 0.4.1. Sean X un espacio compacto y M un espacio métri-

co. Denotamos por C'(X, M) el conjunto de todas las aplicaciones continuas
f: X — M. La funcién p : C(X, M) x C(X, M) — R definida por

p(f,9) = sup {d(f(x), g(x)); 2 € M},
es una métrica en C(X, M). El subconjunto
N ={f e C(X,M); f es sobreyectiva}

es cerrado en C'(X, M), o, equivalentemente, el complemento de N en C'(X, M),
NU, es abierto. En efecto, sea f € NC. entonces existe Yo € M tal que
d(yo, f(z)) > 0, para todo z € X. Ademds, como [ es continua, entonces la
funciéon F : X — R, F(x) = d(yo, f(x)) es continua, y siendo X un espacio
compacto. entonces existe o € X tal que

0 < d(yo, f(w0)) = mf F(z) = inf {d(yo, f()); x € X}
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Si 2¢ = d(yo, f(z0)) > 0, entonces B.(f) C NC. En efecto, si g € B.(f)
entonces d(g(x), f(x)) < €, para todo = € X; ahora bien,

d(yo, f(x)) < d(yo, g(x)) + d(g(x), f(x)),

para todo x € X, luego

d(yo, 9(x)) = d(yo, f(x)) — d(g(x), f(x)) > 2¢ =€ =€ >0,

para todo x € X, y por consiguiente g no es sobreyectiva.

Ejemplo 0.4.2. Sea M un espacio métrico. Si toda funcién continua
f M — R es acotada, entonces M es compacto. En efecto supongamos
que M no es compacto. Entonces (por el teorema 0,4,1) existe un subconjunto
infinito enumerable S = {xy,z3,...,x,,...} sin puntos de acumulacién en
M. Se deduce que para cada n € N, existe 9,, > 0 tal que

a) Bs (x,)NS={zx,}, vy
b) B5n (xn) N Bém ('rm> = (2)7 sim 7A n

En efecto, como ningtin punto de S es punto de acumulacién del propio .S,
entonces para cadan € N existe ¢, > 0 tal que B, (z,)NS = {x,} . Pongamos
0, = smin{ey, ..., €, }; a) es evidente y sin > my z € B, (x,) N By, (T1,), se
sigue que z,, € B, (x.,), lo que es una contradiccién, de donde se obtiene la
afirmacién b). Consideremos ahora la funcién f : M — R, definida asi:

[0, si @ ¢ UpZy Bs, (2n)
flo) = { 20, — d(w,2,)), si € By (an).

f es una funcién continua sobre M, que no es acotada, pues f(x,) = n.

Ejemplo 0.4.3. Si un espacio métrico (M, d) es compacto y d; es una
métrica equivalente a d, entonces (M, d;) también es compacto y por con-
siguiente, acotado. Reciprocamente, si (M, d) es un espacio métrico que es
acotado con respecto a todas las métricas equivalentes a d, entonces (M, d)
es compacto. En efecto, supongamos que (M, d) no es compacto. Entonces
por el ejemplo 0,4,2, existe una funcién continua no acotada f : M — R.
Ahora bien, la métrica dy : M x M — R definida por

dy(2,y) = d(x,y) + [ f(x) = )],
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es equivalente a la métrica d (ver ejercicio 0,2,2) y(M,dys) no es acotado.
En efecto, si existiera a > 0 tal que d¢(x,y) < a para todos los z,y € M,
entonces f seria acotada, lo que es una contradiccion.

Ejemplo 0.4.4. Sean M, N espacios métricos y f : M — N una
aplicacion continua. Las siguientes condiciones son equivalentes:

a) Siuna sucesion (z,) en M no admite subsucesiones convergentes en M,
entonces lo mismo sucede con la sucesién (f(x,)) en N.

b) Para todo compacto K C N, f~}(K) es un subconjunto compacto de
M.

En efecto, supongamos que se cumple la condicién a) y que existe un com-
pacto K C N tal que f~'(K) C M no es compacto. Por el teorema 0,4,1,
existe una sucesiéon (x,) C f~'(K) que no admite subsucesiones conver-
gentes en f~(K), y por consiguiente en M, pues f~!(K) es cerrado, ya que
f es continua y K es cerrado. Por consiguiente, a) implica que la sucesién
(f(z,)) C K no posee subsucesiones convergentes en N, y por lo tanto en K,
de donde K no seria compacto, lo que es una contradiccién. Por consiguiente
a) = b). Veamos ahora que b) = a): supongamos vélida la condicién b) y
que la condicién a) no es verdadera, esto es, que existe una sucesion (z,)
que no posee ninguna subsucesién convergente en M, pero tal que (f(z,))
posee una subsucesién (f(z,,)) convergente en N, digamos a yy. Entonces,
K ={f(xn,);k € N}U{yo} es un conjunto compacto de N (ver ejercicio 1),
luego, por hipétesis, f~1(K) es compacto, de donde, en virtud de que

(@) C [T ({f(zn, )ik € N}) C fHEK),

la sucesién (x,,, ) (y por consiguiente (z,)) posee una subsucesion convergente
en M, lo que es una contradiccién.

Ejemplo 0.4.5. Sean X un espacio topoldégico, M un espacio métrico
y f: X — M una aplicacién. Si una sucesién equicontinua de aplicaciones
fn: X — M, n € N, converge puntualmente a f, entonces f es continua y
la convergencia es uniforme sobre los conjuntos compactos de X. En efecto,
sean K C X un compacto y € > 0; para cada x € X existe una vecindad V,
de x tal que

yeV, = d(fn(y)a fn(‘r)) <

I

Wl m
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n=1,2,...,. Haciendo n — 00, se sigue que
€
y € Ve =d(f(y), f(x)) < 3
de donde f es continua. Ahora bien, como K es compacto y K C |J,cx Va,
entonces existen elementos xy, s, ...,z de K tales que K C |J;_; Vi,. Por

hipétesis, para cada i =1,2,..., s, existe un n; € N tal que

n > n; = d(fu(z;), f(z;)) <

wl ™

Sea ng = max {ny,ne,...,ns} y demostremos que
n > ng = d(f.(z), f(x)) <e,

para todo x € K, lo cual implica que la convergencia es uniforme sobre K.
En efecto, sea x € K. Entonces, existe 7,1 < ¢ < ng, tal que z € V,,. Por lo
tanto, si n > ng, entonces se tiene que

d(fu(@), f(2)) < d(fn(2), fu(2:) + d(fulwi), [(20) + d([(2:), [(2)) < €

cualquiera que sea x € K.

Ejercicios de la seccion 0.4

1. Sean X un espacio topolégico y (z,) una sucesién en X convergente
hacia zy € X. Demuestre que K = {z,;n € N}U{xz¢} es un subconjunto
compacto de X.

2. Demostrar que un espacio métrico M es compacto si y sélo si todo
recubrimiento abierto infinito de M posee un subrecubrimiento propio.

3. Demostrar que en un espacio métrico M las siguientes condiciones son
equivalentes:
a) M es compacto.

b) Todo recubrimiento enumerable de M posee un subrecubrimiento
finito.

¢) La interseccién de cualquier sucesion decreciente de subconjuntos
cerrados no vacios de M, es no vacia.
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d) Todo subconjunto cerrado y discreto es finito.

. Sean M, N espacios métricos, f : M — N una aplicacion continua y
fn: M — N,n € N, una sucesion de aplicaciones continuas. De-
mostrar que las dos condiciones siguientes son equivalentes:

a) Si (x,) es una sucesién convergente hacia x en M, entonces la
sucesion (f,(x,)) converge a f(x) en N.

b) La sucesién (f,,) converge a f, uniformemente sobre los subcon-
juntos compactos de M.

. Demostrar que un subconjunto S de un espacio métrico M es precom-
pacto si y solo si toda sucesién de elementos de S posee una subsucesion
de Cauchy.

. Sea M un espacio métrico.

a) Sean K un subconjunto compacto de M y U un abierto en M,
U # M, tal que K C U. Demostrar que existe 6 > 0 tal que
d(z,y) > 6, para todo z € K y todo y € UC.

b) Demostrar que todo subconjunto compacto K de M posee un
sistema fundamental enumerable de vecindades abiertas, esto es,
que existe una familia enumerable (U,,) de abiertos U,, D K, tal
que si V' es un abierto en M y V D K, entonces existe un n tal

que K CU, CV.
Sugerencia: Paran = 1,2, ..., defina U, = {:c € M;d(z, K) }

. Sean X un espacio topolégico, M un espacio métrico, D un subconjunto
denso de X y f : X — M una aplicacién continua. Demostrar que
si una sucesién equicontinua de aplicaciones f, : X — M converge
puntualmente a f en D, entonces (f,) converge puntualmente a f en
todo el espacio X.

. Sea K un espacio métrico compacto. Demostrar que si una sucesion
equicontinua de funciones complejas f,, : K — C,n € N, es puntual-
mente acotada (esto es, (f,(z)) es una sucesién acotada en C, para
cada x € K), entonces existen una funcién continua f : K — Cy
una subsucesién (f,,) de (f,) que converge puntualmente hacia f en
K (teorema de Ascoli).
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Sugerencia: Sea D un subconjunto enumerable denso de K. Demostrar
que (f,,) posee una subsucesion (f,,, ) que converge en todo punto de D.
Se sigue que (f,,) converge en todo punto de K. Definir f : K — C
por f(z) = limg—cofn,(x), v € K. Aplicar el ejemplo 0.4.5.
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Capitulo 1

ESPACIOS DE BANACH

1.1. Definiciones y ejemplos.

A lo largo de todo este libro, K denotard el cuerpo R de los ntimeros
reales, o el cuerpo C de los niimeros complejos.

Definicién 1.1.1. Sea E un espacio vectorial sobre K. Una norma en E
es una funcién real ||.|| : E — R definida sobre F, que satisface las siguientes
condiciones, cualesquiera que sean x,y € E y el escalar a € K :

= NVy) [jz|| >0, y, ||| =0 siy solamente si x = 0.
= Ny) [laz]] = |afz]
» N;) |lz+yl <|lz||+ |lyl] (desigualdad triangular).

Un espacio vectorial normado (o, simplemente, un espacio normado) es una
pareja (E,|.]|), en donde E' es un espacio vectorial sobre Ky ||.|| es una nor-
ma en F. Cuando no hay lugar a dudas, el espacio normado se puede denotar
sencillamente por F.

Ejemplo 1.1.1. En R” las siguientes funciones son ejemplos de normas:

=zl = (2, #?)
w 2] = ZL |2

2]l = méx {Jai];1 < i < n}

NI

(norma euclidiana)
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en donde = = (z1,%2,...,%,) € R™ Es facil verificar que las funciones
II-ll1, ]]-]lc SOn normas en R™ y que la funcién ||.|| satisface las condiciones
Ni1) y Ny) de la definicién de norma. Antes de ver que ||.|| cumple la condi-
cién N3), vamos a demostrar la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

n
E ;Y
i=1

< Zx2 Z?ﬂ (= ll=[lllyl) (1)

para todo x = (z1,22,...,2,) € R" y todo y = (y1,¥2,.--,Yn) € R™. En
efecto, cualquiera que sea A € R se tiene que:

n

0 < Z(:vii)\yi)Qz

i=1

= [l2l £ 20> i+ Alyl>
i=1

Suponiendo y # 0, si hacemos \ = %, entonces las desigualdades (1) ante-

riores implican la de Cauchy-Schwarz, siendo ésta obvia en el caso y = 0.
Veamos ahora que ||.|| satisface la condicién N3): siz = (21,29, ..., Ty),

Y= (y1,Y2,-..,Yn), e tiene que:

n

lz+yl? = ) (@itw) =

i=1
= [l2l®+2)_wi + lyll* <
i=1
< Alal®+ 202l Nyl + llyl® =
= (=l +llyl)?

de donde ||z + y|| < ||z| + ||yl|, cualesquiera que sean =,y € R™.

Ejemplo 1.1.2. La funcién ||.|| : C* — R definida por

121l =
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en donde z = (z1,29,...,2,) € C", es una norma en C" (norma euclidia-
na). En efecto, Ny) y N3) son inmediatas. Para demostrar N3), verifiquemos
primero la desigualdad de Cauchy-Schwarz en C”, esto es, la desigualdad

PIETAEN DTN DI C ETED 2)
=1 =1 =1

para todo z = (21, 22, ..., 2,) € C", y todo w = (wy,ws, ..., w,) € C": para
i =1,2,...,n, sean z; = |z|, y; = |w;|; como |X,zw;| < X 2y, la
desigualdad (2) se sigue de (1). Demostremos ahora la desigualdad triangular:

n
lz+wl* = Y lai+wil’ =
i=1

n

= ) (st w) (@ +w) =

i=1

= ||2|]* + 2Re (Z ZZEZ) + |lwl|]? <

i=1

n
E Z;W;
i=1

12117 + 2ll2lw]] + [Jw]|* =
(121 + [lw[D)?,

IN

I21* + 2 +[lw]* <

de donde ||z + w|| < ||z]| + ||w]|, para todo z € C™ y todo w € C".

Ejemplo 1.1.3. En todo espacio vectorial E sobre K se puede definir
una norma. En efecto, sea (e;);e; una base de Hamel de E sobre K (todo
elemento x € EF se expresa entonces de modo 1nico como x = Y,;craue;, en
donde a; = 0, excepto para un nimero finito de indices ¢ € I); es facil ver

que la funcién
v= aiei— [l = |,
iel iel

es una norma de E.

Ejemplo 1.1.4. Sea P, el conjunto de todos los polinomios reales de
grado menor que n, esto es, el conjunto de los polinomios p de la forma
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p(t) = ap+ayt+ast’>+...+a, 1t"', en donde ay, . ..,a,_; € R. El conjunto
P, es un espacio vectorial con las dos operaciones siguientes:

(P+q)(t) = (ao+bo)+ (ar+bi)t+ ...+ (an_y + byy)t" "
(ap)(t) = (aag) + (ar)t + ...+ (aa,_1)t""

en donde p(t) = ag + ait + ... + ap_1t" 1, q(t) = by + byt + ... + by 1t"!
y @ € R. Ademds, P, es de dimensién n. En efecto, si py(t) = 1, pi(t) = t*,
i =1,2,...,n — 1, entonces {po(t),p1(t),...,pn-1(t)} es una base de P,.
Ahora bien, la funcién ||.|| : P, — R definida por

Ipll = sup |ao + art + ... + a1t 7|,
te(0,1]

sip(t) =ap+ait+...+a,_1t" ', es una norma en P,. En efecto, las condi-
ciones N), N3) son faciles de verificar; en cuanto a la N1) se deduce del hecho
de que el conjunto {po(t), p1(t),...,pn—1(t)} es linealmente independiente.

Observacién 1.1.1. Como los polinomios py(t), p1(t), ..., pn_1(t), son
linealmente independientes, entonces los escalares que definen un polinomio
de grado menor que n son unicos, y se llaman coeficientes del polinomio.
Asi, los polinomios estan univocamente determinados por sus coeficientes. Se

sigue que si ||.|| es una norma en R", entonces la funcién
-1
p € b= llplll = (a0, a1, ..., an) [l € R,
en donde ag, ay, ..., a,_1 son los coeficientes de p, esta bien definida, y es una

norma en P,.

Definicién 1.1.2. Se dice que dos normas, ||.||; ¥ ||.||2, en un espacio
vectorial E, son equivalentes cuando existen constantes o > 0, § > 0 tales
que

aljzlly < [lzfl2 < Bl

para todo = € E.

Observacién 1.1.2.

1. Si E es un espacio normado, entonces la funciéon d : £ x E — R
definida por

d(x,y) = ||z = yll,
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es una métrica sobre F, invariante por traslaciones, esto es,
d(x + a,y + a) = d(z,y). Por consiguiente E es un espacio métrico.

2. Todo espacio normado sera considerado dotado de la topologia genera-
da por la métrica inducida por su norma, que se llama simplemente la
topologia de la norma.

3. Si P, se dota de la norma |||.||| definida en la observacién 1,1,1, entonces
la aplicacién f : P, — R"™ definida por
f(p(t) = a,

en donde a € R" es el vector cuyas coordenadas son los coeficientes del
polinomio p(t), es una isometria, esto es,

1 (p@®)-fla@)] = lllp()—¢@)]l]-

Por consiguiente, la convergencia en el espacio métrico P, es equivalente
a la convergencia de los coeficientes de los elementos de P,.

4. Los conjuntos {z € E;||z|| < 1},{z € E;||z|| <1} y{z € E; ||z|| = 1},
se llaman la bola unitaria abierta, la bola unitaria cerrada y la esfera
unitaria de E, respectivamente.

Proposicion 1.1.1. Para que dos normas en un espacio vectorial E sean
equivalentes es necesario y suficiente que las métricas inducidas en E por esas
normas sean equivalentes.

Demostracién. Sean ||.||1, .||z dos normas en E, y dy, dy las respectivas
métricas inducidas por esas normas. Es claro que la condicién es necesaria.
Veamos que también es suficiente. En efecto, supongamos que se verifica;
como la aplicacion identidad id. : (E,d;) — (FE,ds) es continua en el punto
x = 0, entonces existe § > 0 tal que d;(z,0) < § implica dy(z,0) < 1, esto
es, ||z]ly <& = ||lzl]s < 1. Si 6 = 2, entonces

lzll2 < Bzl

< 0,
1

para todo x € E. En efecto, si x € E,xz # 0, entonces

)
=T
2|1

luego Hﬁx ‘2 < 1, esto es ||lz[]z < 2|z, para todo = # 0. Se sigue que

llz|l2 < B||x||1, para todo = € E. Andlogamente, como la aplicacién identidad
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id. : (E,dy) — (FE,dy) es continua en x = 0, entonces existe a > 0 tal que
allz|l; < ||z||2, para todo z € E. [

Si ||l IIll1, ¥ II-llec son las normas en R™ definidas en el ejemplo 1,1,1,
entonces se tienen las siguientes desigualdades:

(1P 1zl < Vnllzl o,

<
[2llee < llzlls < nl2floo,

para todo x € R™. Se concluye que dos cualesquiera de esas normas en R"”
son equivalentes. Mas generalmente se tiene la siguiente proposicién

Proposiciéon 1.1.2. St E es un espacio vectorial de dimension finita,
entonces dos normas cualesquiera en E son equivalentes.

Demostracién. Supongamos que dimE = n y sea {ej,ey,...,e,} una
base de FE; la funcién

Ill: E — R

n n
= e — o= fol?
i=1 =1

es una norma en E'. Sea ¢ cualquier otra norma en E. Entonces ¢ es (uni-
formemente) continua en E. En efecto, dado € > 0, sea § = —=, en donde
M = max{¢(e;);1 <i <n}. Nétese que si x = X' jaue;,y = X", Fie; son
elementos de F tales que ||z — y|| < 4, entonces |o; — ;| <6, i =1,2...,n.
Por lo tanto,

[¢(x) — oY) < Pz —y) < Z i = Bilg(es) < MZ i — B <,
i—1 i=1

si ||z —y|| < 6. Por consiguiente ¢ es uniformemente continua. Como la esfera

unitaria de E es compacta, existen los nimeros a = min {¢(z); ||z|| = 1},
B = max{¢(x);||x|| = 1}, y ambos son positivos. Por lo tanto o < ¢(z) < 3,
para todo x € E con ||z|| = 1. Ahora bien, si x € E, x # 0, entonces

z
[l

‘ =1, luego a < ¢ (Hi_H> < (3, de donde

allz] < ¢(z) < Bl

!Esta norma hace a E isométricamente isomorfo al espacio euclidiano K.
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para todo x € E, esto es, ¢ y ||.|| son normas equivalentes en E. []

Si E y F son espacios normados, entonces el producto cartesiano
E x F ={(z,y);x € E,y € F'} es un espacio normado con una cualquiera
de las siguientes normas equivalentes:

Il = Vil +lyl?
Gyl = Nzl =+ llyll
Iz 9l = max{fzl], lyll}

Proposicién 1.1.3. Si E es un espacio normado, entonces

1. La operacién adicion (z,y) € ExX E —— x4y € E es (uniformemente)
continua.

2. La norma de E| ||.|| : E — R, es una funcién uniformemente conti-
nua.

3. La multiplicacion por escalares (o, x) € KX E —— ax € E, es continua.

4. Para cada ag € K y cada xog € E, las aplicaciones v € E —— agr € F,
y, @« € K— axg € E, son uniformemente continuas.

Demostracion. Mostraremos solamente las afirmaciones 2 y 3, puesto
que las otras son inmediatas. En efecto, la continuidad uniforme de la norma
se sigue de la desigualdad

[zl =1l | < lle =yl

Demostremos ahora la afirmacion 3. Sean g € K, xg € E. Sia €K, z € F,
entonces se tiene la siguiente igualdad:

ar — aprg = (o — ap) (T — xo) + (v — )T + ap(x — 2p).
Para obtener ||ax — agzg|| < € es suficiente tomar:

L. |a] < Ve |||l < Ve, st ag =0, xg = 0.
2. Ja—agl < /5,117 <m1’n{\/§,m},si apg # 0,29 = 0.
3. |a|<m1’n{\/§,m},”x—xo\| < /%, si ag = 0,20 £0.
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4. |la — ap| < min{\/g,m}, |z — x| < min{\/g,@}, si

(&%) 7A O, Zo ?é 0. O
Proposicién 1.1.4. Sea E un espacio normado. Entonces:

1. Para cada x¢ € E, la translacion en E, v € E —— x4+ 29 € E es una
isometria. Ademds,
Be(xo) = 29 + Be(O)

(en donde x + A = {x +y;y € A}, para x € E, A un subconjunto de

2. Para cada oy € K, a9 # 0, la homotecia en E,x € E — apx, es un
homeomorfismo de E sobre E.

Definicién 1.1.3. Se dice que un espacio normado E es un espacio de
Banach si E es un espacio métrico completo, para la métrica inducida por
su norma. Note que si (F,||.||) es un espacio de Banach, entonces E es un
espacio de Banach con cualquier norma equivalente a la norma ||.||.

Ejemplo 1.1.5.

1. El espacio R" es un espacio de Banach. En efecto, sea (x(m)) una suce-
si6n de Cauchy en R”. Si para cadam € N, z(™ = (xgm), L ,xﬁlm)>

entonces para 7 = 1,2,...,n, se tiene que

I

P — x§m)‘ < [|a® — 2™

para todo p € Ny todo m € N. Por lo tanto, para j = 1,2,...,n, la

sucesion <$§m) > es de Cauchy en R, luego convergente a algiin niimero
m

real. Sea entonces

(m)

xj:nll’_l)nooxj ., J=12,....n
Si z = (x1,29,...,2,) € R™ entonces 2™ — 1z en R", esto es,
lim,, o Hx(m) —:L‘H = 0. En efecto, sea ¢ > 0; para j = 1,2,...,n,

existe n(j,e) € N tal que

€

Tn

.T(m) — .I'j

j <

m > n(j,e) =
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Sin(e) =max{n(j,e);1 < j <n}, entonces se tiene que

2
< €.

(m)

m > n(e) = Hx(m) — || = \/E;”:l z; —

Se sigue que 2™ — z en R™.
2. Andlogamente se demuestra que C" es un espacio de Banach

Ejemplo 1.1.6. Sea ¢ el conjunto de todas las sucesiones de niimeros
complejos convergentes hacia cero, esto es,

co = {(azn) c C; lim x,, = 0}

o €s un espacio vectorial con las operaciones adicién y multiplicacién por un
escalar o € C definidas por

(@n) + (n) = (Tn+ Yn)
alz,) = (azy,).

La funcién ||.|| : ¢ — R definida por
[Gzn)l| = méx {|zn];n € N};

es una norma en ¢y, y co es un espacio de Banach para esta norma. En
efecto, demostremos primero que el maximo efectivamente existe: sea (z,,)
un elemento no nulo de ¢y y z,,, # 0. Como z,, — 0, existe m; € N,my > ny,
tal que

n>mp = |T,| < |z,

Si M = max{|z|,|xa|,. .., |Tny|, -y |Tm, |}, entonces se tiene que
M = méax{|z,|;n € N}, de donde se sigue la afirmacion.
Demostremos ahora que ¢y es completo. En efecto, sea (a:(”)) una sucesion

de Cauchy en c¢. Si para cadan € N, z(" = <$§n)> ~, entonces se tiene que
J

(n) (m) n m
“”j — ‘ < 2t =2t
para 7 = 1,2,... . Se sigue que para cada j € N, la sucesién (xgn)) es de
Cauchy en C, luego convergente. Sean "

_ ¥ (n)
r; = lim ;7

n—oo
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para j = 1,2,..., y = (x;). Mostremos que = € ¢y y que ™ —  en ¢.
En efecto, dado € > 0, existe n(e) € N tal que

m,n > n(e) =

n m n m €
2 — )‘SHw( ) _ g >||§§

para j = 1,2,.... Haciendo m — oo, se tiene que
n €
n > n(e) = zvg-)—xj SE (1)

para j = 1,2,.... Sea n; € N,n; > n(e). Ya que (™M) € ¢y, entonces existe
m(e) € N tal que

: (1) €

J>me) = |z; | < 5
Por consiguiente,

g >m(e) = |zj| < |z; — J}§-nl) + xg-m) <€,

de donde x € ¢y. Ahora bien, de (1) se sigue que
n > n(e) = Hx(”) —al| <e

y por consiguiente (™ — z en ¢y, de donde ¢, es completo.

Ejemplo 1.1.7. Sean ) un abierto de R™ y Cy(€2) el espacio vectorial
de todas las funciones continuas f : 2 — C que se anulan en la frontera de
Q). Esta tltima expresion significa que para cualesquier f € Cpo(Q2) y € > 0,
existe un conjunto compacto K C  tal que |f(z)| <, si z € QN K. Con
la norma

1] = méx | ()

Coo(£2) es un espacio de Banach. En efecto, demostremos primero que el
méaximo en {2 de cualquier funcién f € Cy(2) efectivamente existe. Sea
f € Cuw(Q), f # 0; entonces, existe xy € 2 tal que € = |f(zo)| > 0. Por
hipétesis, existe un compacto K C € tal que

€

5

De esta implicacién vemos que xy € K. Por lo tanto, si M = méx.cx |f(x)],
entonces | f(zg)| < M. Por consiguiente, se tiene que

e QNK = |f(2)| <

xEQﬂKcz>|f(x)|<§<|f(:c0)|§M.
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Ademas, |f(z)| < M, si x € K. Se sigue que |f(z)] < M, para todo = € Q,
de donde M es el maximo de f en €.

Demostremos ahora que Cyo(£2) es completo. En efecto, sea ( f,,) una suce-
sién de Cauchy en Cyo(2). Ya que para cada = € € se tiene que

() = fn ()] < | = fnll;

entonces para cada z € Q,(f,(z)) es una sucesién de Cauchy en C, luego
convergente. Si f : {2 — C es la funcién definida por

@)= lim fu(),  weQ,

entonces f € Cyo(Q2) v (fn) converge a f en Cy(Q2). En efecto, dado € > 0
existe ng € N tal que

€
m,n>ny — ‘fn(x) - fm(m)‘ < an - fm“ < 57
para cada x € 2. Si hacemos m — oo, entonces se tiene que

n>ng = |fa(z) = f(2)] < (2)
para cada x € €. Se sigue que (f,) converge a f, uniformemente sobre 2; en
particular f es continua. Fijemos n; € N;n; > ny. Como f,, se anula en la
frontera de 2, entonces existe un compacto K C € tal que

NN e

€
5 .

Por consiguiente, teniendo en cuenta (2), se tiene que

1€ QUNK = |f,,(2)] <

v € QNKS = [f(2)] < |f(2) = fu(@)] + | fo (2)] < €

luego f se anula en la frontera de 2. Por consiguiente, f € Cyo(€2). Finalmente
de (2) se sigue que
n>ng=|fun—fll <e

de donde (f,,) converge a f en Cpo(£2).

Ejemplo 1.1.8. Sean [ = [a,b] (donde @ < b) un intervalo compacto
de Ry m € N. Entonces el espacio C"(I;R) de las funciones reales m veces
continuamente diferenciables en I es un espacio de Banach, con la norma

— 4 ‘ (m) .
|11 = mdx | £(8)] + mitx |7 1) ;
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esto es, si (f,) es una sucesiéon de Cauchy en C™(I;R), entonces existe

f € C™(I;R) tal que las sucesiones (f,) y ( qum)> convergen uniforme-

mente en I hacia las funciones f y (™), respectivamente. Probaremos esto
por induccién sobre m :

1. Param = 1,C*(I;R) es un espacio de Banach. En efecto, sea (f,) una
sucesién de Cauchy en C'(I;R). En virtud de que

() = (@)l < \f = fil
[fo(@) = @) < o = fill

para todo x € I, se sigue que existen funciones continuas f,g: I — R
tales que (f,,) y (f!) convergen uniformemente en I a f y g, respectiva-
mente. Por lo tanto, queda por ver que f es diferenciable y que f' = g.
En efecto,

ﬁ@ﬁzﬁﬂw+/wﬂ@Mt vel,

de donde haciendo n — oo, se sigue que

De esta igualdad se deduce que f es diferenciable y que f' = g. Se sigue
que C'(I;R) es un espacio de Banach.

2. Supongamos que C™ 1(I;R) es un espacio de Banach (hipStesis de
induccién) y demostremos que C™(I;R) es de Banach: Sea (f,) una
sucesion de Cauchy en C™(I;R). Ya que

@) = Sel@)| < 1= il
S @) = 1P @] < = Al

para cada x € I, se sigue que existen funciones f,g : I — R tales

que las sucesiones (f,) y < f,(Lm)> convergen uniformemente en [ a las

funciones f y g, respectivamente. Para concluir la afirmacién, se tiene
que mostrar que f € C™(I;R) y que f™ = g. En efecto, por la férmula
de Taylor con resto integral se tiene que

(m=1) .
o) = Fla) + e = a) e o - ) R (e)
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para todo x € I y todo n € N, en donde
' (1 - t)mi (m m
0 _

Sea

Entonces, se tiene que

pn(.’ll') = fn(m) - fn(a) - Rn(x), z el

Ahora bien, el lado derecho de esta igualdad es uniformemente conver-
gente en I, luego (p,) es una sucesion de funciones polinémicas de grado
menor que m, uniformemente convergente en /. Por consiguiente, sus
coeficientes son convergentes (ver observacion 1,1,1 y ejercicio 1,1,1). En

. ., m—1 . .
partlcular, la sucesion (qu )(a)> €S COHVergente. POI" COIlSlgUlente,
n

COoImo

Fm () = £ (a) / Cimad, el

y ( fax fé’”) (t)dt) es una sucesiéon uniformemente convergente en I,

se sigue que < f,gmfl)) converge uniformemente en I, de donde (f,)
es una sucesién de Cauchy en C™~1(I;R). Por hipétesis de induccién,
existe h € C™1(I; R) tal que las sucesiones ( f,,) y ( £m71)> convergen

uniformemente en I a las funciones h y A=Y respectivamente. En
virtud de que (f,) también converge (uniformemente) a f en I, se
deduce que h = f. Por consiguiente, si en la igualdad

fém—l)(x) _ f(m— 1) / fm) rel

hacemos n — o0, se sigue que

Fm () = FmD(a) 4 / g, wel,

a

y por lo tanto f(™~1) es diferenciable y f™ = g.
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Ejemplo 1.1.9. El espacio /* (1 < p < o0). Para 1 <p < o0, sea

? = {(mn) C K;Z|xn|p < oo}

n=1

Es inmediato que si p = 1, entonces ¢! es un espacio vectorial con las ope-
raciones adicién y multiplicaciéon por un escalar, definidas respectivamente
por:

(Tn) + (Yn) = (Tn+yn)

a(z,) = (azn)
y que la funcion
v = (2) — el = |zl
n=1

es una norma en ¢!. También es claro que la operacién de multiplicacién por
un escalar se puede definir en /7, 1 < p < oo, de manera andloga a como
acabamos de hacerlo en /.

En lo que sigue mostraremos que se puede definir la operacion adicion en
(P, 1 < p < oo, de la misma manera como en ¢! (haciendo de /7 un espacio
vectorial) y que la funcién

v = () — o], = (Z |xn|p)p

es una norma en /P, 1 < p < oco. Esto es consecuencia de la proposicién 1,1,6
més adelante. Finalmente probaremos que #(1 < p < oo) es completo con
la norma arriba definida, y por lo tanto, es un espacio de Banach.

Proposicién 1.1.5. (Desigualdad de Hélder) Sean 1 < p < o0,
1 < g < o tales que %—l—% =1 (en este caso se dice que p y q son exponentes
conjugados). Entonces, para todo x = (x,) € (P, y todo y = (y,) € 09, la serie
Yo 1Y, es absolutamente convergente y se tiene la siguiente desigualdad:

S fragn < (ZW)P (Dw)q 3)

n=1
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Demostracién.

1.

Sean o > 0, § > 0 tales que a+ =1,y u >0, v > 0. Entonces vale
la siguiente desigualdad:

pv’ <ap+ py (4)

En efecto, si v = 0, (6 p = 0) la desigualdad es trivial. Supongamos
entonces que v > 0. La funcién

t— h(t) =at+ [ —t°

para t > 0, tiene la siguientes propiedades:

a) h(0) =8, h(1) = 0.
b) W(t)=a(l- %), t> 0.
c) 0<t<l=H(t)<
d) W(1)=0,y h(t) >0,sit>1.

De las propiedades a) y ¢) se concluye que h(t) > 0, para t € [0,1], y
como h(1) = 0, d) implica que h(t) > 0, para t > 1. Por consiguiente,
h(t) > 0, para t > 0, esto es,

< at+p

para t > 0. Por lo tanto, haciendo ¢ = £ y teniendo en cuenta que
a+ (=1, se sigue que

e < ap+ B

Demostremos ahora la desigualdad (3), de Hélder. En efecto, si = 0
6 y = 0 la desigualdad es obvia. Supongamos entonces que = # 0,
y # 0. Para k € N cualquiera, pero fijo, sean

= |l” L el
2 el 2 ne [yl
1 1
a=—-, ﬁ = .
p q



Se sigue de (4) que
|k Y 1 ] 1 ywl
(52 feal)? (0 fyale) e~ P Xz ol a2

Por consiguiente la serie 32 |z,y,| es convergente. Ademds se tiene

que
> 1 1
et A ik
k=1 (Zn:l |xn|p)p (Zn:l |yn|q)q p q
esto es,
1 1
S o < (z |xn|p> (z w)
n=1 n=1 n=1
O]

Proposicién 1.1.6. (Desigualdad de Minkowski) Sea 1 < p < oo. Si
x = (x,) €L, y=(y,) € P, entonces v +y = (x, +yn) € IF, y se tiene la
siguiente desigualdad:

<Z|xn+yn|p)p < (Zw)p ¥ (Zw)p 5)

Demostracion. Para p = 1 la demostracion es inmediata. Supongamos,
pues, 1 <p < oo, yseal < q< oo tal que % + % = 1. Teniendo en cuenta la
desigualdad de Holder, se sigue que

S lzntul” = D |yl o+ gl <
n=1

n=1

IN

S frull 5P~ 3 Wl P <
n=1 n=1

1
<Z [ + ynl“"”‘I) +
n=1

+ INA
NERINGE
s F
] )
vv
= 3
VRS
NE
B
3
+
<@
s
)
L
g
N~
Q=
|

n=1 n:ll k .
m q m P m P
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n=1 n=1 n=1



para todo m € N. Suponiendo el lado izquierdo de esta desigualdad no nulo,
y cOomo % + % =1, se sigue que

m 3 m : m
(Z |zn + yn|p) < (Z |$N|p> + (Z |yn|p> %7
n=1 n=1 n=1

para todo m € N. Se sigue que si x = (z,) € P, y = (y,) € (P, entonces
(x +y) € (7 y vale la desigualdad (5), de Minkowski. [

Es una consecuencia de la proposicion anterior que la funcién

o0 v
x = (zp) — [Jfl, = (Z |xn|”> :
n=1

es una norma en /(1 < p < 0o0). Mostremos ahora que (1 < p < c0) es
completo para esta norma, y que, por lo tanto, es un espacio de Banach. En

efecto, sea (a:(m)) , M = (@(}m) , una sucesion de Cauchy en ¢P. En virtud
de que "
(m) _ (k) (m) _ (k)
o — o] < at — 2,
para 7 = 1,2,..., entonces para cada j € N, (a:Em)> es una sucesion de

m
Cauchy en K, luego convergente hacia algin z; € K. Sea z = (z;). Mostremos
que x € (P y que la sucesién (:c(m)) converge a x en (P. En efecto, ya que la
sucesion (x(m)) es acotada en (P, existe a > 0 tal que

5

j=1

2 _ 4®

1
p p
" )sux<m>-x<k>um,

para todo s € N, todo m € N, y todo k € N. Haciendo m — oo, se sigue que

1 1 1
S p s p S p
Z Z k)P Z k)P
j=1 j=1 j=1

para todo s € N y todo k£ € N. Por consiguiente, se tiene que

(zw) <at[a®],,
j=1
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para todo s € N. Luego = = (z;) € (*.
Demostremos finalmente que la sucesién (w(m)) converge a x en (7. En
efecto, dado € > 0, existe ng € N tal que

m,k > ng — (i

j=1

xgm) . x§k)

1
p\” €
(m) _ (k) -
) < o =@, < 3
para todo s € N. Haciendo k — o0, se sigue que

1
s P
p €
m>n0:><2x§m)—xj ) §§
j=1

para todo s € N. Por lo tanto, si s — 00, entonces se tiene que
m > nyg — ||x(m)—x||p < e.
Se sigue que 2™ — z en 7.

Ejemplo 1.1.10. Sea ¢ el espacio vectorial sobre K, de todas las suce-
siones acotadas en K, esto es,

> = {(xn) C K;sup |z,| < oo}

neN

Entonces £*° es un espacio de Banach con la norma

[z][cc = sup |zy]-
neN

(Ver ejercicio 1,1,5).

Una propiedad importante de los espacios 7 (1 < p < 00) es la caracteri-
zacion de sus subconjuntos precompactos dada por la siguiente proposicién:

Proposicién 1.1.7. Para que un subconjunto S de * (1 < p < o0)
sea precompacto es necesario y suficiente que satisfaga las dos condiciones
siguientes:

1. S es acotado, y
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2. Umy, oo [Supres D o, |2ilP] = 0.

Demostracion. Sea S un subconjunto precompacto de ¢F. Es claro que
S es acotado; mostremos la condicién 2. En efecto, sea K = S la adherencia
de S en (7. Entonces K es un subconjunto compacto de * (ver Obs.0,4,3,2).
Para cada n € N, sea f,, : /# — R la funcién definida por

fule) = (Dxap)p.

Entonces, para todo z = (x,,) € f? y todo y = (y,) € ¥, se tiene que

|fo)-fu(y)| = (Z |$i‘p> p - (Z |yz'|p> " <
< (Z |$i-?/z’|p> ” <

< e =yl

Por consiguiente, (f,) es una sucesién (uniformemente) equicontinua en el
espacio métrico /P. Ademas,

lim f,(x)=0

para cada x € (P. Por lo tanto, la sucesion (f,,) converge a la funcién idéntica-
mente nula, uniformemente en los compactos de # (ejemplo 0,4,5). Se sigue
que dado € > 0, existe ng € N tal que

n > ng = (i mvo) @< (5)

i=1
para todo x = (z,,) € K, en particular para todo = € S. Por consiguiente,

(e 9]

n>ny = supZ|xi|p <e€
zeS T
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de donde se sigue la condicién 2). Por consiguiente las condiciones son nece-
sarias. Las condiciones también son suficientes. En efecto, supongamos que
S las satisfaga. 2) implica que, dado € > 0, existe ng € N tal que

1
0 P
n > nyg = sup <Z|xz|p> < % (6)
i=1

zE€S

Sean E,, = {(x1,22,...,2,,0,0,...);2;, € Kii =1,2,...,n0} v Sy el sub-
conjunto de E,,, formado por los elementos de E,,, cuyas coordenadas son las
primeras ng coordenadas de elementos de S. Ya que S es acotado en /P, en-
tonces Sy es un subconjunto acotado de E,,,, el cual es un espacio vectorial de
dimension finita ny. Se sigue que Sy es un subconjunto precompacto de E,,.

Por lo tanto, existen elementos al,...,a™ en Sy, a* = (a¥,... ,afm, 0,...),
k=1,2,...,m, tales que
m
k
So € | Bs (") (7)
i=1
Demostremos que S C U™, B.(a*) : sea * = (z1,...,%png, Trgs1,---) € S;
entonces el punto 2° = (2,79, ...,Tp,,0,...) € Sp, luego por (7) existe k,

1 <k < m, tal que 2° € Bg(a"), esto es, |2 —aka < §. Por lo tanto,
teniendo en cuenta (6), se tiene que

1
oo P
o= o], = [l = o], + ( 3 w) -

1=ng+1

de donde x € B.(a*). Se concluye que S es precompacto, y por consiguiente
las condiciones 1) y 2) también son suficientes. [

Observacién 1.1.3.

1. Se puede demostrar directamente, usando la mera definiciéon, que si
S C (P es precompacto, entonces lim,, . [supzes > oo, |2:|7] = 0.

2. Cualquier espacio vectorial normado F de dimension finita n, es natu-
ralmente isométrico a K" y por consiguiente tiene las mismas propiedades
topolégicas (y algebraicas) que K”. En particular, un subconjunto de
E es acotado si y solo si es precompacto. Ahora bien las propiedades
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de que un conjunto sea acotado, precompacto, compacto, etc., en un
espacio normado son preservados por normas equivalentes, y como en
un espacio vectorial de dimension finita dos normas cualesquiera son
equivalentes, entonces las propiedades de que un conjunto sea acota-
do, precompacto, compacto, etc., en un espacio vectorial de dimensién
finita no dependen de la norma en él definida.

Ejercicios de la seccién 1.1

1. Sea P, el espacio vectorial de todas las funciones polinémicas reales de
grado menor que n, y consideremos un intervalo cerrado [a,b] (donde
a <b)deR.

a)

Demostrar que P, es un espacio de Banach con la norma

|||p||| = |I(a07 A1y .- 7a’n—1)”7
en donde (ag,ay,...,a, 1) es el vector de R™ cuyas coordenadas
son los coeficientes de p (ejemplo 1,1,4) y |[.|| es cualquier norma

en R"™.

Usando a), demostrar que P, también es un espacio de Banach
para cualquier norma en él definida. En particular, P, es un espa-
cio de Banach con la norma

Ipll = sup |ag + art + ast® + ... + ap1t" .
t€la,b]

Usando a) y b), concluya que si una sucesién (py) en P, converge
a una funcién real f, uniformemente sobre [a,b], entonces f € P,
(o sea, f es una funcién polindmica real de grado menor que n) y
cada coeficiente de p, converge hacia el coeficiente correspondiente
de f.

2. Sea K un espacio topoldgico compacto. Demostrar que el espacio
C(K;R™) de todas las aplicaciones continuas f : K — R" es un
espacio de Banach con la norma

IfII = sup [[f ()]
zeK
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3. Demuestre que el espacio Cy(R) de todas las funciones reales continuas
f : R — R con soporte compacto (esto es, tales que el conjunto
{t € R; f(t) # 0} es relativamente compacto) no es un espacio completo
para la norma

[f]] = sup | f(£)].
teR

4. Sean S un conjunto cualquiera no vacio, F(S) la familia de todos los
subconjuntos finitos de S'y ¢o(S) el espacio de las funciones f : S — C
tales que para cada € > 0 existe F' € F(S5) tal que |f(t)| < €, para
t € S\ F. Demostrar que la funcién

£ 11l = mix £ (1)
es una norma en ¢y(.5), para la cual ¢o(S) es un espacio de Banach.

5. Demuestre que el espacio £*° de todas las sucesiones acotadas de niimeros
complejos es un espacio de Banach con la norma

z = (2n) — [[#lloc = sup |z,].
n

6. Sean I = [a,b] (donde a < b) un intervalo compacto de R, 0 < a < 1,

y
Lip(a):{f:[—>C;Mf:sup|f(|s);tJ|;(t)|<oo}.
sF£t S —

a) Demostrar que el espacio Lip(a) es un espacio de Banach con la
norma

171 = sup £(0)] + My

b) Demostrar que Lip(«) también es un espacio de Banach con la
norma

1fll2 = 1f(a)] + M.

Sugerencia: Demostrar que |.|[1 v ||.]]2 son normas equivalentes en el
espacio Lip(«).
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7. Demostrar que un subconjunto S de ¢y (ejemplo 1,1,6) es precompacto
si y sélo si satisface las condiciones siguientes:

a) S es acotado, y

b) lm,, oo sup {|z,|;2 = (z,) € S} =0.

1.2. Subespacios - Transformaciones lineales
- Espacios cocientes

Si E es un espacio vectorial y S un subconjunto de F, entonces denotare-
mos por [S] el subespacio lineal de E' generado por S, o sea, el formado por
todas las combinaciones lineales finitas de elementos de S. Ademas, si zy € F,
denotaremos por [zg, 5] el subespacio lineal de E generado por {z,} US. En
particular, si S es un subespacio lineal de E, entonces se tiene que

[0, 5] = {Azo+s;A €K, s € S}.

Proposicién 1.2.1. Sean E un espacio normado y F' un subespacio lineal
de E. Entonces la adherencia F' de F' también es un subespacio lineal de E.

Demostracién. Sean z € F, y € F, a € K, 3 € K. Vamos a demostrar
que (ax+By) € F. En efecto, existen sucesiones (1,,), (y,) en F convergentes
a x e y, respectivamente. Como F' es un subespacio lineal de E y las opera-
ciones en F, adicién y multiplicacién por un escalar, son continuas, entonces
(o, + Pyy,) es una sucesion de elementos de F' que converge a ax + 3y, de
donde (ax + By) € F. O

Un subespacio cerrado de un espacio normado E es un subespacio lineal
F' de E que es cerrado en el espacio métrico F.

Observacién 1.2.1. En un espacio normado F, todo subespacio M de
dimensién finita es un subespacio cerrado. En efecto, si dim M = n, entonces
M es isométricamente isomorfo a K", y por consiguiente M es un subespacio
completo (luego cerrado) del espacio métrico E.

Definicién 1.2.1. Sean E un espacio normado y F' un subespacio cer-
rado de E. Se dice que una familia (x;);c; de elementos de F' es total en F),
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si F' es el subespacio lineal cerrado generado por la familia (x;);cs, 0 sea, si
todo elemento de F' se puede aproximar por una sucesion de elementos que
son combinaciones lineales finitas de los x;,1 € I.

Ejemplo 1.2.1. En K" cualquier base es una familia total.

Ejemplo 1.2.2. En el espacio 7 (1 < p < o0), o en el espacio ¢y,
denotemos e,(n € N) al vector que tiene 1 como n-ésima componente y
cuyas otras componentes son 0, 6 sea:

n-ésTima
e, =(0,0,...,0, 1,0,0,...).

Es inmediato que la familia (e,) es total en /7 (1 < p < c0). Sin embargo,
(e,) no es total en ¢*°. En efecto, si z = (1,1,...,1,...), entonces = € (>,

pero = ¢ [(en)], pues

[(en)] = {ZO@@@;O@ eK,i=1,2,...,m, mEN}

=1

zsup{|1—oz1|,]1—oz2|,...,|1—am|,1}Z1

[e.9]

m
Tr — E a,;€;
i=1

para todo m € Ny todo a; € K, i =1,2,...,m. Por consiguiente, ninguna
sucesion de elementos de [(e,)] puede converger a z.

Ejemplo 1.2.3. Si I es un intervalo compacto de R, entonces la fami-
lia de funciones {t — t™;n > 0} es total en el espacio C(I,R) de todas las
funciones reales continuas definidas en I (teorema de Weierstrass).

Definicién 1.2.2. Se dice que una familia (z;);c; de elementos de un

espacio normado E' es topoldgicamente libre si xy ¢ [{x;;i # k}], para todo
kel

Ejemplo 1.2.4. En /% (1 < p < 00), la familia (e,) es topolégicamente

libre. En efecto, sea k € N; si ¥ ae; es cualquier combinacién lineal finita
de los vectores e,,,n # k, entonces la k-ésima componente del vector
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e — X, age; tiene el valor de 1, luego

m
er — E el =1,
=1

p

cualesquiera que sean m € N, a; € K, i =1,2,...,m. 2 Por lo tanto,

er ¢ [{en;n # kY.

Es claro que cualquier familia topolégicamente libre en un espacio nor-
mado es linealmente independiente. Sin embargo, la reciproca es falsa, como
lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.5. En (2 la familia {e,;n € N} U {(1,3,...,1,...)} es
linealmente independiente, pero no topolégicamente libre.

Proposicion 1.2.2. Sean E,F espacios normados sobre K, y
T : E — F una aplicacion lineal . Si T es continua en el origen de E,
entonces 'T' es continua en E.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del hecho de que en un es-
pacio normado, toda translacién es un homeomorfismo del espacio sobre
si mismo. [

Proposicion 1.2.3. Sean E, F' espacios normados sobre K. Para que
una aplicacion lineal T : E — F sea continua es necesario y suficiente que
exista una constante real o > 0 tal que

1T(2)]] < ez,
para todo r € E.

Demostracion. Es inmediato que la condicién es suficiente. La condicién
también es necesaria. En efecto, supongamos por reduccién al absurdo, que
la condicién no se cumple; entonces, para todo entero n > 1, existira un
vector z, € E, tal que

1T ()| > [l
In

Poniendo, para cada n € N, y,, = =~ se tiene que

Allzal”
17 ()

> 1
n |||

Por consiguiente, T" no es continua en el origen de E. [

2se entiende que oy, =0, si m > k
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Corolario 1.2.1. St E y F' son espacios normados sobre K, toda apli-
cacion lineal continua T : E — F' es uniformemente continua sobre E.

Observacién 1.2.2. Si 'y F son espacios normados, entonces una apli-
cacién (o transformacién) lineal continua 7" : £ — F' también se llama
aplicacion lineal acotada u operador (lineal) acotado u operador (lineal) con-
tinuo. Las aplicaciones lineales continuas T': F — F forman un espacio
vectorial que se denota por L(F; F). Es ficil verificar que la funcién

T — ||T|| = inf {a > 0;||T(x)| < a|z|,Vx € E},
es una norma en L(E; F'). Ademads, valen las siguientes igualdades:

1T = sup [ T(x)]| = sup [T(x)]. (8)

=<1 llzfl=1

En efecto, por una parte,

T
sup 7)) < sup [T(@)]| =  sup HxH(HT(—)H)Ssup I7()]
el =1 el <1 el <1, 20 [Ea el =1
de donde

sup [[T'(x)]| = sup [[T(x)].

[[=f|=1 [[=]|<1
Por otra parte, tenemos que si a > 0 es tal que ||T(z)|| < «||z| para todo

x € E, se tiene que supy,_; [|7(z)[| < a, y por lo tanto

sup [ T'(x)]| < [IT1];

[lz]l=1

ademds, para x € E,z # 0, tenemos que

L) = HT (5] < o Hr

||=’7U|| |lz||=1

de donde [|T(x)|| < (supyy=: IT(2)|l) =] para todo z € E, y por consi-
guiente
17 < sup [|T(2)].

f[=[l=1
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Teorema 1.2.1. Sean E, F espacios normados sobre el cuerpo K. En-

tonces la funcion
T — ||IT|| = sup [[T(x)]
fl=]I<1
es una norma en L(E; F). Ademds, si F' es completo, entonces L(E; F') es
de Banach.

Demostraciéon. Ejercicio

Definicién 1.2.3. Sean FE,F espacios normados y 7" € L(E;F) una
aplicaciéon lineal continua.

1. Se dice que T' es un isomorfismo si es biyectiva y la aplicacion inversa
T-': F — E es continua. Si, ademés ||T]| = ||| = 1, entonces se
dice que T es un isomorfismo isométrico.

2. Se dice que T es un homomorfismo topoldgico, si T : E — T(E) es
una aplicacién abierta de E sobre T'(E) (o sea, la imagen por T" de todo
abierto de E es un abierto en T'(E)).

Teorema 1.2.2. Sea E un espacio normado. Entonces existe un espacio
de Banach E que contiene un subespacio denso Ey isométricamente isomorfo
a E. Ademds, E es unico, salvo isomorfismos isométricos.

Demostraciéon. Demostremos primero la unicidad. En efecto, si F es otro
espacio de Banach que contiene también un subespacio denso Fy isométri-
camente isomorfo a FE, entonces Ey y Fy son isométricamente isomorfos.
Luego, por continuidad uniforme, la isometria entre Ey y Fy se extiende a
una isometria entre & y F (ejercicio 0,3,7) que también es un isomorfismo.

Demostremos ahora la existencia del espacio de Banach E : Sead la
métrica inducida por la norma |.[| de E : d(z,y) = ||z, yl|. Por el teorema
0,3,1, existe un espacio métrico completo (E d) (el completado de (FE,d))
que contiene un subconjunto denso Eyp isométrico a E. Mds precisamente,
existe una aplicacién f: F — E tal que f(F) = Ej es denso en E'y

d(f(x), f(y) = ll= — o 9)

para todo x € F, y todo y € E. Evidentemente, el conjunto Ej es un espacio
vectorial para las operaciones :

f@)+fly) = fle+y),
af(z) = flaxr), a€ekK



La operacién adicién asi definida en Ej es uniformemente continua en Fyx Ejy,
pues

d(f(x +y), f(ro+ o)) | (x + y)-(20 + yo)|| <

<l = ol + lly — woll =

-~

= d(f (), f(x0)) + d(f(y), f(wo)),

y para cada A € K, la aplicacion
T € EO — Az S Eo,

es uniformemente continua. En virtud de que Ej es denso en FE, se sigue
que estas operaciones pueden ser extendidas a E por continuidad uniforme,
haciendo asi de F un espacio vectorial. Ahora bien, la funcién

o~

# L i)y = d(#,0) (= |2, si f(z) =),

es una norma en Fj. CAomo las normas son funciones uniformemente conti-
nuas, y Fy es denso en F, lanorma ||.|[; en Ey se puede extender a una norma
[|.]|2 en E de la siguiente manera (ejercicio 0,3,7):

Siz e E, entonces existe una sucesion (i,) de elementos de Ej tal que
lim,, . @, = ©. Se define

[E]l2 = Tm ([, .
n—oo

La métrica d en/\E es la inducida por esta norma definida en E. En efecto,
sit € E,y€ E,y (&,),(y,) son sucesiones en Fy convergentes a & e ¢,
respectivamente, entonces se tiene que
dz,y) = lm d(z,,y,) =
n—oo
= lim [|z,-y,[ =
n—oo
= lim d(&, — y,,0) =
n—oo

= [l& = gll2-

Se concluye que FE es un espacio de Banach, y que Fy es un subespacio denso
de E, isométricamente isomorfo a E. [
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Definicién 1.2.4. Sean F un espacio vectorial y M un subespacio lineal
de E. En E se define la siguiente relacién de equivalencia: dos elementos
x € E,y € E son congruentes modulo M, lo cual se denota x =y (modM),
six—1ye M.

La clase de equivalencia & de un elemento x € F es el conjunto
t=x+M={x+y,ye M}.

En el conjunto F/M de todas las clases de equivalencia, se definen las dos
operaciones siguientes:

t+y = (z+y),
A= ().

Con estas operaciones, F /M es un espacio vectorial, llamado espacio vectorial
cociente (o simplemente espacio cociente) de E por (o médulo) M. El vector
nulo de E/M es el propio M.

Proposiciéon 1.2.4. Sean E un espacio normado y M un subespacio
cerrado de E. Entonces la funcion

it =x4+ M+ |z|| = inf ||z + 5], (10)
yeM

es una norma en el espacio E /M, llamada la norma cociente. Ademds, si E
es completo, entonces E /M también es completo, y por lo tanto de Banach.

Demostracién. Demostremos que la funcién (10) es una normaen £/M :

Ni) ||| = 0 <= & = M. En efecto, trivialmente, ||0]| = 0. Ahora, dado
x € E con ||i]| = 0, tenemos: inf |z + y|| = 0, de donde x € M = M, y por
lo tanto & = 0.

No) |IAz]| = |M|||Z]|, para todo z € E/M. En efecto,

Ail| = inf [|A =
1Azl = fnf [|Az +y]
—  {nf I\ -
Jnf [|M(z + )l
= A ,f =
Al fnf [l + yll
= llzl;
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de donde se sigue la afirmacién.
N3) |l& + gl < ||| + |l9]l, para todo & € E/M y todo § € E/M. En
efecto, dado € > 0 existen z; € &, 25 € y tales que

. €
laall < llell+ 5,

€
=l <l +
luego

21+ 2]l < el + 2ol < ol + 9]+ v, (214 22) € 45 Por Io tano,
|z + 9|l < ||| + ||9|l + €, para todo € > 0, de donde

12+ gl < ll2[l + 9.

Demostremos ahora que si £ es de Banach, entonces E/M es también de
Banach. En efecto, sea (i,) es una sucesién de Cauchy en E/M. Entonces,
existe una subsucesién (i, ) de (&,) tal que

. . 1
Hxnkﬂ B l‘nkH < @ (11>

para todo k € N. Dejamos al lector verificar la siguiente afirmacién: Si e > 0,
z€ E/M,w € E, son tales que ||Z —w|| < ¢, entonces existe un x € Z tal que
|z — w|| < e. Aplicando sucesivamente este resultado a la desigualdad (11),
encontramos una sucesion (y,, ) en E tal que y,, € y,, ¥, ||ynk+l—ynk|| < 2%,
para todo k € N. Se sigue (ejercicio 0,3,5) que (y,,) es una sucesién de
Cauchy en F y por consiguiente, convergente a algin punto z € E. Por lo
tanto, se tiene que
lm, — ll < llyn, — 2l — 0

luego (i, ) es una subsucesién convergente de la sucesién de Cauchy (&),
de donde la propia sucesién (x,,) es convergente (ejercicio 0,3,3). Se sigue que
E/M es completo. [

Proposicion 1.2.5. Sean E un espacio normado y M un subespacio ce-
rrado de E. Entonces, la aplicacion canénica ¢ : E — FE/M,
o(x) = x + M, es un homomorfismo topoldgico.
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Demostracién.

1. Demostremos primero que la imagen ¢(V') por ¢ de toda vecindad V
de 0 en E es una vecindad 0 en E/M. En efecto, existe € > 0 tal que
para todo xz € E,

|z]| <e= 2z € V.

Demostremos ahora que para & € E/M,
|z]| < e = & € ¢(V).

En efecto, si ||| < €, existe y € & con ||y|| < € por lo tanto, y € V, y

i=¢(y) € p(V).

2. Sean ahora A un abierto cualquiera en E, @ € ¢(A), y zy € A tal
que ¢(xy) = &. Como en un espacio normado toda translacién es un
homomorfismo, tenemos que el conjunto A — xy es una vecindad de 0
en F, de donde (parte 1)) el conjunto ¢(A — z9) = ¢(A) — P(xg) es
una vecindad de 0 en E/M, y por consiguiente ¢(A) es una vecindad
de ¢(xy) = @. Como & se escogié arbitrariamente en ¢(A), se concluye
que el conjunto ¢(A) es abierto en E/M. [

Proposicién 1.2.6. Sean E,F espacios normados, T € L(E;F),
N = ker(T) (nicleo de T), y, ¢ : E — E/N, la aplicacion candnica.
Entonces:

1. Existe una unica aplicacion lineal continua T : E/N — F tal que
Top=T.

2. T es un homomorfismo topoldgico si y solo si T es un isomorfismo de

E/N sobre T(E/N) = T(E).
Demostracién.

1. Se define T : E/N — F asi:

T(x+ N)=T(x).
T es una aplicacion bien definida:
r—yeN = T(x+N)=T()=T(y) =T(y+N).
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Ademas, T es lineal y por su propia definicion, To ¢ = T. Finalmente,
demostremos que T es continua. En efecto, por la continuidad de T
existe o > 0 tal que || T(x)| < al|z||, para todo « € E. Por lo tanto, si
& € E/N, entonces

|7@)] = Irw)i < alyl

para todo y € z. Se sigue que HT(m)H < «a||%||, cualquiera que sea

i € E/N, de donde T es continua.

2. Supongamos que T' es un homomorfismo topolégico. Ya que T es con-
tinua e inyectiva, sdlo se tiene que mostrar que T ~1 es continua en
T(E/N)=T(F), o, equivalentemente, que 7" es una aplicacién abierta
de E/N sobre T(E). En efecto, sea A un abierto en E/N; entonces,
¢~ (A) es un abierto en E, luego, por hipétesis, T(A) = T(gb‘l(A)) es
un abierto en T'(E).

Reciprocamente, supongamos que T es un isomorfismo y sea A un abier-
to en E. Entonces, ¢(A) es un abierto en E/N, luego, por hipdtesis,
T(A) = T(¢(A)) es un abierto en T(E). Por lo tanto, T’ es un homo-
morfismo topoldgico. [

Observacion 1.2.3. Con las notaciones de la proposicién anterior, vale
la siguiente igualdad:

{T@)] =167 (@)).

para todo & € E/N. Més generalmente, se tiene que

para cualquier subconjunto X de E/N.

Si un espacio vectorial E tiene dimension finita, entonces la bola unitaria
de E es precompacta. La reciproca de este hecho es verdadera y es el siguiente
teorema.

Teorema 1.2.3. (Riesz) Si en un espacio normado E la bola unitaria
(abierta o cerrada) es precompacta, entonces E tiene dimension finita.
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Demostracién. Supongamos que la bola unitaria abierta de FE,
B = {z € E;||z|| < 1}, es un conjunto precompacto. Entonces para ¢ =
existen elementos aq,as,...,a, en E tales que

1
29

BCUB% UaJ—Ir 'p) (12)

Sea M = [ay, as, . .., ay] el subespacio vectorial de E generado por el conjunto
{a1,as,...,a,}. Demostremos que £ = M y por consiguiente, que E es de
dimension finita. En efecto, de (12) se tiene la siguiente relacion: B C M+3B.
Usando esta relacion se muestra inductivamente que

1
BcCc M+ 2k,B
para todo k € N, de donde se sigue que

BcﬂM+ —B)=M=M
esto es, B C M y por consiguiente £/ = M. O

Observacién 1.2.4. Si alguna bola (abierta o cerrada) en un espacio
normado E es precompacta, entonces también lo es la bola unitaria de F,
y por consiguiente, cualquier bola de E. En efecto, supongamos que la bola
abierta Bjs(zg) de centro xg y radio d > 0 es precompacta y sea € > 0. En-
tonces, existen elementos ay, as, ..., a, en E tales que Bs(xg) C U, Bes(a;).

Demostremos que
B c | JB.(b)
i=1
a;—xo

en donde b; = =%, ¢ = 1,2,...,n. En efecto, sea v € B. Como
Bs(zg) = wo + 0B, entonces xg + dx = y € Bs(xg). Por consiguiente,
existe 1 < i < n tal que 2o + 0z = y € B(a;), de donde se tiene que

Yy— 2o
5 ) Y7

T = ly — ai|]| < €d

Por lo tanto se sigue que

|lx —bi]| = <€

De esta observacién y del teorema 1,2,3, resulta el siguiente corolario.
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Corolario 1.2.2. En un espacio normado E de dimension infinita, todo
subconjunto precompacto (en particular, compacto) tiene interior vacio.

Ejercicios de la seccién 1.2

1.

.,Cual es el subespacio lineal cerrado de > generado por los vectores
unitarios e, = (0,0,...,0, %,0,0,...), neN?
n

. Sean FE,F,G espacios normados sobre el mismo cuerpo K, y

B : E x FF — G una aplicacién bilineal. Demostrar que B es con-
tinua en el espacio producto E x F' si y solo si existe m > 0 tal que
| B(z,y)|| < mlz||y|, para todo z € E y todo y € F.

Sugerencia: B(x,y)— B(a,b) = B(x—a,y—b)+B(x—a,b)+ B(a,y—Db).

Sean E un espacio normado y M C E un subespacio completo de E.
Demostrar que si el espacio cociente /M es completo, entonces F es
un espacio de Banach.

Demuestre que la inclusién candnica de ¢! en ¢ es una aplicacién lineal
y continua, pero no un homomorfismo topolégico.

Sean E un espacio normado y F' un subespacio lineal de E. Para cada
punto x € E, se define la distancia de x al subespacio F' como el niimero
d(x, F) = inf {[lz —yl;y € F}.

a) Demostrar que d(ax, F') = |a|d(x, F'), para todo a € K y todo
r e k.

b) Demostrar que si existe 0 < a < 1 tal que d(z, F') < of|z||, para
todo x € E, entonces I’ es denso en E. Sugerencia: Dado x € F,
construir inductivamente una sucesién (x,) en F tal que, para un

B € (a,1) fijado,

c¢) Usando b) , deducir que si la bola unitaria abierta B de F es
precompacta, entonces I es de dimension finita.

<p

n
r — E .I'j
=1
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Sugerencia: Para € = % escoger elementos ay,as,...,a, en B tales que
BcUj, B%(aj). Si F' = [ay,as,...,a,], demostrar que F' es denso en
E, usando b).

1.3. El espacio dual - Teorema de Hahn-Banach

Definicién 1.3.1. El espacio dual (topoldgico) E’ de un espacio normado
E es el espacio L(E;K) de todas las formas lineales continuas sobre E. La
norma en E’ es la funcién

¢ — [[¢ll = sup |¢(x)|.

<1
Notese que el dual (topolégico) de cualquier espacio normado F es un espacio
de Banach (1,3,1).
Definicién 1.3.2. Sea E un espacio vectorial. Se dice que un subespacio
lineal H de E es un hiperplano en E cuando,

1. H#E.,y

2. Si M es un subespacio lineal de F tal que H C M C FE, entonces
M = H, o, M = E. En otras palabras, un hiperplano en E es un
subespacio lineal propio maximal de FE.

Proposicién 1.3.1. Sean E un espacio vectorial y H un subespacio lineal
de E. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. H es un hiperplano en E
2. dim(E/H) =1
3. H es el nicleo de una forma lineal sobre E, no nula.

Demostracién. 1 => 2 : Supongamos que H es un hiperplano en F y
sea xg € E tal que zo ¢ H. Entonces, el subespacio lineal M de E generado
por H Y Zo,

M =[x, H ={h+ Axo;h € H,\ € K}

contiene estrictamente a H. Se tiene entonces, M = E. Demostremos que
E/H = [zq+ H] y por consiguiente, dim(E/H) = 1. En efecto, dado = € E,
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existen h € H,y, A € K tales que z = h+Axg; por lo tanto, z+H = A(xo+H),
de donde E/H = [x¢ + H].

2 = 3 : Supongamos que E/H =[xy + H|, en donde z, ¢ H. Se sigue
que E = [z, H]. La funcién

x:h+)\xori>¢(a:):>\

es una forma lineal sobre E no nula, y H = ¢~ *(0).
3 = 1 : Supongamos que H = ¢~*(0) es el nicleo de una forma lineal
no nula ¢ : £ — K. Demostremos que H es un hiperplano en F. En efecto,

a) Evidentemente, H # E.

b) Ahora, sea M un subespacio lineal de E tal que H C M C E. Suponga-
mos que M # E.y demostremos que M = H. Para esto sélo falta
mostrar que M C H, esto es, que ¢(x) = 0 para todo x € M. En
efecto, supongamos que existe x € M tal que ¢(x) # 0. Como M # E,

existe g € F tal que xy ¢ M. Por otra parte, ya que (x — f((fo)) xo) eM

(pues pertenece a H C M) y vale la identidad

() N o)
M>w= ( (o) ”) T ()
o(x)

se tiene que ooy Lo € M, de donde zy € M, lo que es una contradiccion.
Por consiguiente, M C H. Se sigue que H es un hiperplano. [

Lema 1.3.1. Sean E un espacio normado real, M un subespacio lineal
propio de E, f € M' una forma lineal continua sobre M, xo € E, xo ¢ M y
N = [xg, M] = {m + Axg;m € M, X € R} el subespacio lineal de E generado
por N y xqg. Entonces existe g € N', forma lineal continua sobre N, extension
de f, tal que |[g]| = || fl

Demostracién. Para todo z € M y todo y € M, se tiene que:

f@)=fly) = flx—y) <
< flllz =yl <
< fl Uiz + zoll + =20 — yll) =
= | fIl |z + zoll + [ f[lly + woll
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o0 sea,

=) = 1 flly + zoll < —f() + [IfI |z + o[ ; (1)
sean
§ = sup (=f(y) = [IflHly + oll),
yeM
Y

n= mf (=f() + [ flllz +ol]).

Se sigue de (1) que £ < 7. Escogemos ¢ € R tal que £ < ¢ < 7y sea
g : N — R la funcién definida por:

g(m + Axg) = f(m) + Ac, meM, )NeR.

Evidentemente la g asi definida es lineal y extiende a f. Demostremos que g
es continua y [|g|| < ||f||- En efecto, para todo = € M, se tiene que

—f@) = Ifl |z +zol| <E<ec<n< —f(x)+ | fIl |z + 2ol

de donde,
|f(2) + el < fI 2+ ol (2)

para todo x € M. Por lo tanto, si A € R, A # 0, y x € M, entonces, teniendo
en cuenta (2), se tiene que

lg(z +Azo)| = |f(x)+ | =
= IfO )+l <
< AN 2 + 20| =
= || fll llz + Azl

o sea, [g(z)] < |IfIl lIzll, para todo z € N. Por consiguiente, g es continua y
llgll < |If]]- Por otra parte, como ¢ es una extensién de f, entonces se tiene
que ||g[| = [|f[| y por consiguiente, [|g]| = | f]. O

Teorema 1.3.1. (Hahn - Banach). Sean E un espacio normado sobre
K, M un subespacio lineal de E y f € M’ una forma lineal continua sobre
M. Entonces, existe g € E', forma lineal continua sobre E, extension de f,

tal que gl = [ /1]

Demostracion. La demostracion se hara en dos partes, primero para el
caso real y luego para el caso complejo.
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1. Caso K = R. Sea F el conjunto de los pares (h, N) tales que N es un
subespacio lineal de £, N D M, h: N — R, es lineal continua, h O f
v ||h]| = || f]|. Se define en F la siguiente relacién de orden:

(h,N) < (hy,N;) <= Ny DN, hyDh.

El conjunto F tiene las dos propiedades siguientes:

a) F# ¢, pues (f,M) e F

b) (F, <) es un conjunto inductivo, esto es, la relacién < es de orden
parcial y toda familia en F totalmente ordenada posee una cota
superior en F. En efecto, sea ((ha, Na))acr una familia en F,
totalmente ordenada. Sea N = Uy N, vy definimos la funcién
h: N — R de la siguiente manera:

six € N,, para a € L. Se tienen las siguientes afirmaciones:

i)

ii)

iii)

N es un subespacio lineal de E' que contiene a M. En efecto,
en virtud de que dados o € L, 8 € L, se tiene que N, C Ng,
6, Ng C N,, entonces se sigue que N es un subespacio lineal
de E. Ademas, N, D M, para todo o € L, luego N D M.

h esta bien definida, esto es, su definicién no

depende de la eleccion de a. En efecto, si x € N,, y también
x € Ng, entonces se tiene que

h) = ha(2), ¥, hix) = ho(x).

Ahora bien, N, C Ngy hg D hqy, 0, N3 C N,y ho D hg. Por
consiguiente, en ambos casos se tiene que ho(z) = hg(x), de
donde se sigue la afirmacion.

La funcién h : N — R es lineal, continua, h O f, y
bl = ||f]]. En efecto, sean x € N,, y y € Ns. Supong-
amos, por ejemplo, que Ng C N, y h, D hg. Entonces,
h@) + h(y) = ha(@) + hs(y) = ha(2) + ha(y) =
=ho(z+y) =

= h(xz + y), de donde h es lineal. Como para cada a € L,
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he D f, entonces se sigue que h DO f, luego ||h]] > || f]l.

Ademas
|h(z)] = |ha(z)| <
< el )l =
= |Ifllll=]],
para todo z € N, de donde ||h|| < ||f]] ¥y por consiguiente
k|l = || f]|- De las afirmaciones anteriores se sigue que (h, N)

es una cota superior en F de la familia ((ha, Na)),ep, - Por el
lema de Zorn, existe un elemento maximal (g, V') del conjunto
F. Ahora bien, N = E, pues de lo contrario, por el lema,
existiria una extension h de g definida sobre un subespacio
que contiene propiamente a N y tal que ||h|| = ||g|| = || f]|-
Por consiguiente, (g, N) no seria un elemento maximal de F,
lo que es una contradiccién. Esto completa la demostracion
del teorema en el caso real.

2. Caso K = C. Sea Ej el espacio normado real subyacente al espacio
complejo E (esto es, el espacio normado E como espacio vectorial sobre
R). Andlogamente, sea M, el espacio vectorial real subyacente al espacio
complejo M. Se tiene que M, es un subespacio lineal de Ej.

Si fi = Re(f) vy fo = Im(f), entonces f; y fo son formas R-lineales
reales sobre My y f = fi + ifs. Demostremos que fa(x) = —fi(ix),
para todo x € M, y que por consiguiente, se tiene que

fz) = fi(z) —ifiliz), (3)
para todo x € M,. En efecto, para todo x € My, se tiene que
iliz) +ifo(ic) = flix) =if (x) = ifi(z) = fa(z)
de donde fy(x) = —fi(iz), para todo = € M,.

Por otra parte, como

[Fr(@)] < [f ()] < 1A,

para todo x € M, entonces f; es una forma R-lineal real continua, con
L1l < |1 f|l; luego, por el primer caso, existe una forma R-lineal real
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continua g; sobre Ey tal que g1 D f1y ||g1|l = ||f1]| - Se define la forma
R-lineal compleja g : £ — C por

9(x) = g1(x) —igi(iz), z€E. (4)

La funcién g es C-lineal. Para esto basta probar que g(ix) = ig(z). En
efecto,

gliz) = gi(iz) —igi(—z) =
gi(iz) +igy(z) =
ilg1(z) —igi(ix)] =
= ig(x),
para todo x € E, de donde se sigue la afirmacién.

Comparando las igualdades (3) y (4), y teniendo en cuenta que
g1 D fi, se tiene que g D f, luego ||g|| > || f]|. Finalmente, demostremos
que |lg]| = ||f]l. En efecto, sean x € E y g(x) = |g(z)|e?’, en donde
0 <0 < 27. Entonces,

l9(2)] = e g(x) = g(e™x) = gi(e™"x) < lgull =] < [ f]l]l2,

de donde ||g|]| < ||f|l v por consiguiente, ||g|| = ||f]|. Esto termina la
demostracion del teorema. [l

Corolario 1.3.1. Sean E un espacio normado sobre K, M un subespacio
cerrado de E y xg € E, xg ¢ M. Entonces existe f € E' tal que f(xo) =1y

f(M) = {0}

Demostracién. Sea N el subespacio lineal de E generado por xo y M,
esto es,
N ={y+ Axo;y € M, X € K}.

La forma lineal g : N — K definida por
gy+Arg) =X, yeM, IeK
es continua. En efecto, como M es cerrado y xy ¢ M, entonces

= fnf = d(xo, M) > 0.
o= fof [ly + o] = d(zo, M) >0
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Ahora bien, si y € M, XA € K, X # 0, entonces se tiene que
ly + Azoll = A [|A"1y + o] > lA] = alg(y + Azo)],

osea, |g(z)| < ||z, para todo z € N, de donde g es continua. Por el teorema
de Hahn-Banach, existe f € E’ tal que f D gy ||f|| = ||g||. Evidentemente,

flzo) =1y f(M) ={0}. O

Corolario 1.3.2. Sean E un espacio normado, M un subespacio cerrado
de E y G un subconjunto de M. Para que G sea total en M es necesario
y suficiente que toda forma lineal continua sobre E que se anule sobre G,
también se anule sobre M.

Demostracién. Supongamos que G es total en M y sea f € E’ tal que
f(G) ={0}. Sean € M y € > 0 cualquiera. Existe una combinacién lineal
Y\iz;, en donde x; € Gy \; = 0, excepto para un ntumero finito de indices
1, tal que

Por lo tanto,

@) = |1 =3 Aa)| < U5l Jo = 3 v

para todo € > 0. Por consiguiente, f(x) = 0, cualquiera que sea x € M, luego
la condicion es necesaria.

Reciprocamente, supongamos que G no es total en M. Por consiguiente,
si N = @, entonces N es un subespacio cerrado de M y existe xog € M,
con xg ¢ N; luego, por el corolario 1,3,1, existe f € E’ tal que f(z9) =1y
f(N)={0}. En particular, f(G) ={0}y f(M)#{0}. O

Corolario 1.3.3. Una familia (z;);c; de elementos de un espacio nor-
mado E es topoldgicamente libre si y sélo si existe una familia (f;)ie; C E'

tal que fi(zg) = S

<€

Demostracién. Supongamos que la familia (z;);c; es topoldgicamente
libre y sean M; = [{zx;k #i}],i € I. Por hipdtesis, z; ¢ M,;, luego ex-
iste f; € E', i € I, tal que fi(z;) = 1y f;(M;) = {0}. Por consiguiente,
fi(zx) = dix. Reciprocamente, supongamos que la familia (z;);c; no es topoldgi-
camente libre. Entonces, existe k € I tal que zy € [{x;;1 # k}] = My, luego
por el corolario 1,3,2, se sigue que si f € E'y f(x;) =0, para ¢ # k, entonces
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f(.’Bk) =0. O

Ejemplo 1.3.1. Si E es un espacio normado no trivial (esto es, E # {0}),
entonces el teorema de Hahn-Banach nos asegura la existencia de formas lin-
eales continuas no nulas sobre E. En efecto, sea x1 € E, x1 # 0,y M = [14].
La funcién f : M — K definida por f(Ax;) = A, es una forma lineal continua

sobre M, no nula (observe que || f|| = m) Por el teorema de Hahn-Banach,
1

existe g € E' tal que g O f y ||gl| = ||f|| = 7,7 Por consiguiente, g es una
forma lineal continua no nula sobre E.

Ejemplo 1.3.2. Si F es un espacio de Banach de dimensién infinita,
entonces la dimensién algebraica de F es por lo menos 2%, el cardinal de los
numeros reales. En efecto:

1. Como la dimensién de E es infinita, entonces existe una sucesién (H,,)
estrictamente decreciente de subespacios cerrados de F,

E=H 2H 2H,2.. . 2H,2....

y una sucesién (z,) en F tal que z, € H,_1 — H,, y, ||z.] = 5=,
n € N. En efecto, sea f; : F — K una forma lineal continua no nula.
Entonces, H; = ker(f;) es un hiperplano cerrado de £ (de dimensién
infinita). Se escoge x; € E — Hy con |jzi|| = 1. Sea fo : H —
K una forma lineal continua no nula. Entonces Hy = ker(f;) es un
hiperplano cerrado de H; (de dimensién infinita). Se escoge =3 € Hy —
H, con ||zs|| = 3. Supongamos, por induccién que hemos encontrado
subespacios cerrados E = Hy 2 H; 2 Hy £ ... 2 H, y elementos
r1,%o,...,T, de E, en donde H; es un hiperplano cerrado de H;_q,
de dimensién infinita, x; € H; 1 — H; y ||a;]| = 21-—1_1, i=1,2,...,n. Si
fnt1: H, — Kes una forma lineal continua no nula, entonces H, 11 =
ker(f,+1) es un hiperplano cerrado de H,, de dimensién infinita. Se
escoge Tny1 € Hy — Hppq con ||2n4 ]| = 5.

2. Como la sucesion (H,) es decreciente y z,, € H,,_1—H,, n € N, entonces
se tiene que

x; ¢ Hy, si 1 <mn,
x; € Hy, si 1 >n,
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para cada n € N.

3. Si(An) € £, entonces la sucesién (y,,) de E, en donde y,,, = X" |\, @,
es de Cauchy en E y por consiguiente, convergente en E (en este caso
se dice que la serie 2%, A\, z,, es convergente en E). Sea

D A, = lim > A,
n=1 mmee n=1
La aplicacion
T:¢* — F
M) — T((A) =D A,
n=1

es lineal (y continua). Ademés, T es inyectiva. En efecto, supongamos
T ((An)) =0, esto es,

im. Z A2y, = 0 (4)

n=1

Entonces:

a) A1 = 0. En efecto, dado € > 0, por (4), existe mg € N, mg > 1, tal

que
mo
ATy — Z(—)\nxn) < e
n=2
Por otro lado, la parte 2) en el caso n = 1 implica que o, 3, . . . , Tpy,

son elementos de Hi, luego Yo (=Anx,) € Hp. Se sigue que
Mz € Hy = Hy, de donde A\ = 0, pues z; ¢ H;.

b) Supongamos, por induccién, que hemos demostrado que \; = 0,
parai=1,2,...,m. De (4) se tiene que limy_, Z,’ﬁ:mH)\nSBn =0.
Andlogamente, como en a), usando 2) en el caso n = m + 1, se
muestra que A\, 1 1Tm11 € Fmﬂ = H,,9,dedonde A\, 1 = 0, pues
Tmi1 & Hppo. Se sigue que A\, = 0, para todo n € N, y por con-
siguiente, 7" es inyectiva. Ahora bien, la familia {(¢"),;0 <t < 1}
en /> es linealmente independiente y, siendo 7" : /> — FE lineal
e inyectiva, se sigue que dim F > 2% .3 [0

3 Admitiendo la hipétesis del continuo, se puede demostrar esta afirmacién como con-
secuencia del teorema de Baire (Ejercicio 1.3.17)
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Ejemplo 1.3.3. Sean E un espacio vectorialy f, f1, fo,..., fu : B — K,
n + 1 formas lineales sobre E tales que

ker(f) D ﬂ ker(f;)

esto es, fi(r) = 0, para i = 1,2,...,n, implica que f(z) = 0. Entonces,
existen escalares Ai, Ag,..., A, en K tales que

F=Y N
=1

En efecto, sea T : E — K" la aplicacién lineal definida de la siguiente
manera: T'(z) = (fi(x),..., fu(x)), x € E. La férmula L(T'(x)) = f(z) define
entonces una forma lineal L sobre T'(F), que podemos extender a una forma
lineal A sobre K™. Los escalares A, ..., A, buscados son los que verifican la
igualdad

Aly) = Z AiYi,
i=1
para todo y € K™.

Ejemplo 1.3.4. En el espacio C0, 27| de todas las funciones continuas
complejas definidas en el intervalo [0, 27|, la familia de funciones

{1,cosz,cos2x,...,senx,sen 2z, ...},

es topolégicamente libre . En efecto, sea (Fy, Fy, ..., Gy, Go, .. .) la familia de
formas lineales continuas en C[0, 27| definida asi:

O
F(f) = % O%f(t)cos(n@dt, N>
Gn(f) = %/Oﬁf(t)sen(nt)dt, n>1.

Entonces, se tienen las siguientes igualdades:

Fo(1) =1; Fy(sen(nz)) =0 = Fy(cos(nx)), n>1
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F.(cos(mx)) = O6um, Fu(sen(mzx))=0(m > 1),
Gn(sen(mz)) = Opm, Gp(cos(maz)) =0(m > 1),

de donde por el corolario 1,3,3 del teorema de Hahn-Banach, la familia
{1,cosx,cos2x, ... senx,sen2x,...} es topolégicamente libre.

Ejemplo 1.3.5. El espacio dual (#) de % (1 < p < o0) es isométri-
camente isomorfo a (¢, en donde ¢ es el exponente conjugado de p, esto es,
% + % = 1. En efecto, se define la aplicacién

ol — (P) N
f=(w) — o(f)=f

en donde

F@)=> anr,, o= (.)€ (5)

n=1

Se tienen las siguientes afirmaciones:

1. ¢ estd bien definida, esto es, la serie en el lado derecho de (5) es abso-
lutamente convergente. Ademas, ||o(f)|| < ||fll4, f € ¢9. En efecto por
la desigualdad de Holder, se tiene que

1 1
Z ann| < (Z |O‘n‘q> (Z |xn|p> =
n=1 n=1 n=1
= N llallllp,
de donde ¢ estd bien definida y ademas, ‘f(m)‘ < |Ifll4llz]l,, para todo
v e, luego || F| < £

2. ¢ es sobreyectiva y ||o(f)|| > ||flly, para todo f € ¢, de donde
lo(f)ll = Il fllq» para todo f € £9, y por consiguiente ¢ es isomorfismo

isométrico: En efecto, sean f € (), oy, = f(en), n € N, y f = (o):
para cada n € N, existe 0 < 6,, < 27 tal que a,, = |, |e?". Sea

y(m):Zﬁkek:(617627"'75"1’0707"‘)’ mEN,
k=1
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en donde B, = e |y |97t k= 1,2,...,m; se tiene que

m
=D_lowl’
k=1

y por consiguiente,

Sledt = [P < 7] s, -
- |1 (;W) 171 (Eer)

de donde se sigue que
kf

cualquiera que sea m € N. Se concluye que f = (a,) € (7 y que
Ifllg < ﬂ’ Finalmente, demostremos que ¢(f) = f. En efecto, si

xr = (z,) € (P, entonces
fle) =f ( lim anen> = lim > o f(en)
m oon:1 m OOn:l
m oo
= rrlLl;rnoo Z AUpTp = Z AT,
n=1 n=1

siendo que la tltima igualdad es vélida por el hecho de que la se-
rie X2 a,,x, es (absolutamente) convergente (parte 1). Se sigue que
o(f) = f. Esto completa el ejemplo.

Usualmente se identifica (¢7)" (1 < p < co) con ¢4 (i + % = 1> :
Ejemplo 1.3.6.

1. El espacio dual (') de ¢! es isométricamente isomorfo a £°. En efecto,
la aplicacién

oie7 — ()
f=(a) — o(f) =1,
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en donde -
flz) = Zanacm x = (z,) €1,
n=1

es un isomorfismo isométrico. (Ejercicio 1,3,9)

2. El espacio dual (cp)’ de ¢y es isométricamente isomorfo a ¢'. En efecto,
la aplicacién

w:gl — (Co)/ N
f=(an) — ¥(f) =1,

en donde

flz) = Zanajn, x=(x,) € ¢

n=1

es un isomorfismo isométrico. (Ejercicio 1,3,9)

Definicién 1.3.3. Se dice que un espacio normado E es separable si E
como espacio métrico es separable, esto es, posee un subconjunto enumerable
denso.

Proposicion 1.3.2. St un espacio normado E posee un subconjunto enu-
merable total, entonces E es separable.

Demostracién. Sean S = (z,,) un subconjunto enumerable total en E
y L un subconjunto enumerable denso en el cuerpo K. Denotemos por M el
conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de elementos de .S, con
coeficientes en L, esto es,

M = {thxz;tz GL,?::LZ,...,TL,?’LGN}.

=1

Se sigue que M es un subconjunto enumerable de . Ademds, M es denso
en E. En efecto, sean x € E'y € > 0 cualesquiera. Como E = [S], entonces
existen n € N y escalares aq, as, ..., a, en K tales que

n
Tr — E o,
=1

<€
2.
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Ahora bien, como L es denso en K, existen escalares tq,ts,...,t, en L tales
que

€
_C  i=12....n,
286+ 1)n

en donde = méx;<;<, ||%;||. Por consiguiente, se tiene que

‘tl — Oéi| <

n

n n
T S [ O S S B
i—1 =1 =1
n n
< x—Zail’i —i—Z\ti—@i’HxiH <
i=1 i=1
L L€
—4 - =
2 2

Ademas, X' ,t;x; es un elemento de M. Se sigue que M es denso en F, luego
E es separable. [

Ejemplo 1.3.7. Los espacios /F (1 < p < 00) y ¢y son separables, pues
poseen un subconjunto enumerable total, a saber, (e,).

Ejemplo 1.3.8. El espacio /> no es separable. En efecto, el conjunto
S ={(x,) € L%z, =16m, =0} =25
es discreto, ya que cualesquiera que sean x,y € S,
r#y =z —yle=1

Ademas, S no es enumerable, de donde se sigue que > no puede poseer un
subconjunto enumerable denso.

Obsérvese que ¢! es separable y (£') = (* no es separable. Por consi-
guiente, el dual de un espacio separable puede no ser separable. Sin embargo,
se tiene la siguiente proposicion:

Proposicién 1.3.3. Si el dual E' de un espacio normado E es separable,
entonces E es separable.

Demostracién. Sean (f,,) un subconjunto enumerable denso en E’, con
fn # 0 para todo n € N.
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Como || fu|l > @, existe z, € E tal que ||z,|| < 1, vy, |fulzn)] > ”J;"”.

Demostremos que el conjunto (z,,) es total en £, de donde, por la proposicién
1,3,2, E es separable. En efecto, sea f : F — K una forma lineal continua
tal que f(z,) = 0, para todo n € N. Como (f,) es denso en E', existe una
subsucesion (f,,) de (f,) tal que limg_o || fn, — f]| = 0. Ademads, como

se sigue que || f]| = limy— || fn ]l = 0, esto es f = 0. Por lo tanto, (z,) es
total en E (corolario 1,3,2). O

Observaciéon 1.3.1. Sean F un espacio normado y E’ su dual. Si z € E
y o' € E’, entonces el escalar 2/(z) se denota por (z,2’) . La funcién

)

(x,2') e EXE (x,2') = 2'(z) € K,

es una forma bilineal sobre el producto cartesiano E x E’, llamada la forma
bilineal candnica sobre £ x E’, y tiene las siguientes propiedades:

1. La forma bilineal ( ,) es una funcién continua en E x E’. En efecto,
| (z,2") | <||2'|| ||z||, para todo = € E y todo 2’ € E (ejercicio 1,2,2).

2. Si (z,2') =0, para todo = € E, entonces ' = 0.

3. Dado = € E, si (x,2') = 0, para todo ' € E’, entonces x = 0. En
efecto, si x # 0, por el corolario 1,3,1 del teorema 1,3,1, existe 2’ € E’
tal que (x,z’) # 0.

Definicién 1.3.4. Sea E un espacio normado.

1. Parax € Ey 2/ € E', se dice que x es ortogonal a ', o que 2’ es
ortogonal a x, o que x y x’ son ortogonales, lo cual se denota = L 2/, si
/
(x,2") = 0.

2. Se dice que 2’ € E’ es ortogonal a un subconjunto G C FE, lo cual se
denota 2’/ 1| G, cuando x’ es ortogonal a todo elemento z € G, esto es,
x L 2’ para todo x € G.

El conjunto de todos los elementos de E’ que son ortogonales a un
conjunto G C E es un subespacio lineal de E’, que se denota por G+.
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3. Andlogamente a 2), se dice que z € E es ortogonal a un conjunto
G’ C E', lo cual se denota x 1. GG/, cuando = L 2/, para todo 2’ € GG'.

El conjunto de todos los elementos de E que son ortogonales a un
conjunto G’ C E' es un subespacio lineal de E, que se denota por +G".

Proposicion 1.3.4. Sean E un espacio normado y G un subconjunto de
E. Entonces,

1. G+ es un subespacio cerrado de E'.

2. H(G1) es el subespacio cerrado de E generado por G, esto es, G es total
en +(G*).

Demostracién.

1. Es obvio que G+ es un subespacio lineal de E’. Ahora, como para cada
x € F, la funcién f : F' — K, f(2') = (x,2’), es continua, entonces
{z}* = f1(0) es cerrado en E’, para cada x € E, de donde

Gt = o}

zeG

es cerrado en E'.

2. Es inmediato que G C +(G*) y que +(G*) es cerrado. Demostremos que
G es total en +(G1) o equivalentemente, que toda forma lineal continua
en E que se anula en GG también se anula en +(G*) o, equivalentemente
que G+ C (H(G1))*. En efecto, sea 2’ € G*. Si y € L(G1), entonces
(y,2') = 0. Se sigue que 2’ € (L(G*))*+. O

Proposicion 1.3.5. Sean E un espacio normado y M, N subespacios
lineales de E. Entonces,

(M + N):=M*+n N+,
en donde M + N ={x+y,x € M,y € N}.

Demostracién. Es claro que M+ N Nt C (M + N)*. Ahora, sea
2’ € (M + N)+. Se tiene que (x + y, ') = 0, para todo z € M y todo y € N.
Por consiguiente, si hacemos y = 0 € N, entonces (z,2’) = 0, para todo
x € M, de donde 2’ € M, y si hacemos x = 0 € M, entonces < y, 2’ >= 0,
para todo y € N, de donde 2’ € N*. Por lo tanto, ' € M- N N+. O
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Proposicion 1.3.6. Sea E un espacio normado. Entonces,
1. Para cada x € E, la funcion
o e B s T(2') = (z,2') e K
es una forma lineal continua sobre E'.

2. La aplicacion
reEvrS p(z)=F € (E) = B

es un isomorfismo isométrico de E sobre el subespacio ¢p(E) = E del
espacio bidual E" de E.

Demostracioén.
1. Para cada x € E, se tiene que
(@', )| = [, )| < [l2']] ]|,
para todo 2’ € E’, luego x es continua en E' y ||z|| < ||z]|.
2. De la parte 1, se tiene que
()] = [1z]] < [l

para todo x € E. Demostremos la desigualdad contraria, de donde se
obtendra que ||¢(x)|| = ||z||, * € E. En efecto, sean z € E, x # 0, y
M = [x] el subespacio generado por {z}. La funcién

y=r €M y(y) = Az,

es una forma lineal continua sobre M para la cual |y < 1, y co-

mo <H"£—”,y6> = 1 entonces se tiene que ||yy|| = 1. Por el teorema de

Hahn-Banach, existe 4/ € E’ tal que v’ D vy, v |¥/]| = |lwoll = 1. Por
consiguiente, resulta que

o)l = 171 > 149/, 7) | = {29/} | = | {255 )] = el

de donde ||¢(z)]| = ||z]|, cualquiera que sea x € E. Por lo tanto, ¢ es
una isometria de E sobre ¢(F)=FE C £”. [
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Definicién 1.3.5. Se dice que un espacio normado E es reflevivo siy
sélo si E = ¢(F) = E". Més precisamente, E es reflexivo si y sélo si para
todo 2" € E”, existe x € FE tal que cualquiera que sea ' € E’ se tiene:
(@', 2") = (x,2') . Obsérvese que todo espacio normado reflexivo es de Ba-
nach.

Ejemplo 1.3.9. El espacio /7 (1 < p < o) es reflexivo. En efecto, si
2 + 2 =1,sean ¢ : {1 — ((P) y ih: P — (£7) los isomorfismos isométricos
deﬁnldos en el ejemplo 1,3,5:

¢ 01— (eP)
y= () — oy):# —K

= (xn) — <I7¢(y)> = Z"Bnym
n=1
y analogamente,

P — (07
r=(z,) — Yx): 07 —K

Yy = (yN) — <y,77/1(£13)> = anyn'

Sea z”" € ((P)" esto es, 2" : (/7)) — K una forma lineal continua sobre (¢7)’.
Entonces, 2" o ¢ € (£9)', luego existe x = (x,) € P tal que Y(z) = z” o ¢.
Demostremos que

<$/’ ,I”> — <x, :E,> ,

para todo 2’ € (7). En efecto, si 2’ € (7)', entonces existe y = (y,,) € £ tal
que ¢(y) = z’. Por lo tanto, se tiene que

<$7xl> = <$7¢(y)> = anyn-

Por otra parte,

(@', 2") = (d(y), 2") = 2"((y)) = V(@)(y) = (¥, V() = Y Tatn,
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de donde (2/,2") = (x,2’), cualquiera que sea 2’ € (¢*)". Por consiguiente,
/P (1 < p < o0) es reflexivo.

Ejemplo 1.3.10. El espacio ¢y de todas las sucesiones en K convergentes
a cero, no es reflexivo. En efecto, sea ¢ : £! — (cg)’ el isomorfismo isométrico
definido en el ejemplo 1,3,6 :

o0 — (co)

x=(x,)— ¢(x):cg — K

Yy = (yn) — <y>¢($>> = Zmnyn-

Sea 2" : (¢g)" — Kla forma lineal continua sobre (cp)’ definida de la siguiente
manera: dado 3 € (cg)’, existe un tnico x = (z,,) € ' tal que y = ¢(z);

entonces, se define
o0
/ "
(v, z") = E T
n=1

Demostremos que x” # I, para cualquier z € ¢y. En efecto, sean

x = (z,) € ¢y, y no € N tal que z,, # 1. Si ¥ = ¢(ey,) (en donde e, es el
vector unitario de ¢! que tiene 1 en la ny componente y cero en las restantes),
entonces, por la definicién de x”, se tiene que

(v, a") = 1.
Por otra parte,
(v, 7) = (2,y) = (&, den,)) = @ng # 1,

y por lo tanto, (v/,z") # (v, ) .

Proposicién 1.3.7. Un espacio de Banach E es reflexivo si y solo si su
dual E' es reflexivo.

Demostracion. Supongamos que E es reflexivo, esto es, que la aplicacion
¢: FE — E" ¢(r) =7, es sobreyectiva. Demostremos que la aplicacién

P cE NN b(2') =7 € (B = E",
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es sobreyectiva. En efecto, sea ™ : E” — K una forma lineal continua sobre
E”. Entonces, ' = 2 o ¢ € E'. Afirmamos que 2"/ = 2/, esto es, que

<33'”,3’3V/> _ <$/7$//>’

para todo 2" € E”, de donde 1) es sobreyectiva. En efecto si 2 € E”, entonces
existe x € F tal que 2" = T = ¢(x). Por lo tanto, se tienen las siguientes
igualdades:

(,7) = oty = (2,) = (r,0) = (o) =
— (aj/// o (ZS)(.I) — .T///(f) — x/l/(gj//) — <m//,$///> ,

esto es, <x”,:r;’> = (2", 2"y, para todo 2" € E".

Reciprocamente, supongamos que E’ es reflexivo. La imagen Ede E por
el isomorfismo canénico ¢ : E — E”  ¢(x) = T, es un subespacio cerrado
de £, pues E es de Banach. Demostremos que E es denso en E” , de donde
E = E",y por lo tanto E es reflexivo. Sea 2" € E" una forma lineal continua
sobre E” que se anule en ' C E”. Como E’ es reflexivo, existe 2’ € E’ tal
que

<J}//, IW> _ <I,, SL’//> ’ (*>

para todo " € E”. En particular,
(x, 2"y = (&', 7) = (T,2") =0

para todo = € F, luego 2’ = 0, de donde por (*), 2”7 = 0. Por consiguiente,
E es denso en E” (corolario 1,3,2 del teorema de Hahn-Banach 1,3,1). O

Corolario 1.3.4. Los espacios {* y (> no son reflexivos.

En efecto, ¢ no es reflexivo, luego por el teorema, (cy) = ¢! no es reflexi-
vo, de donde (£')" = £* no es reflexivo.

Observacién 1.3.2. Sea [ un intervalo compacto de la recta real, y
consideremos sobre I la medida de Lebesgue \. Si 1 < p < 00, se define el
espacio LP(I) como el espacio vectorial formado por las funciones (reales o
complejas) medibles f definidas casi en todo punto (ctp) de I, tales que

/|f|pd)\ <
1
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Aqui se identifican las funciones iguales ctp. de modo que los elementos de
LP(I) son en realidad clases de funciones. LP(I) es un espacio de Banach para

la norma i
Flfl = [1eran)"

Si 1 < p < oo, entonces el espacio dual de LP(I) se identifica con el espacio
L9(I), en donde ]lj + % = 1, siendo

la forma bilineal canodnica; vale la desigualdad de Holder:

/I Fal < 17l

para
felLl), ge L I).

El espacio dual de L'(I) se identifica con el espacio L>(I) de las funciones
medibles esencialmente acotadas (esto es, acotadas ctp) sobre I, en donde la
norma esta dada por:

£l = ess supl

(extremo superior esencial de f, esto es, || ||« es el infimo de los nimeros «
tales que |f| < « ctp. en I). El desarrollo de esta teoria puede encontrarse
en los libros sobre integracién (ver, p.ej.,[9]). Para una presentacién muy
completa de la teoria de dualidad, con importantes ejemplos desarrollados,
consultar [16].

Observaciéon 1.3.3. Se debe tener bien presente que cuando un espacio
de Banach F es reflexivo, E es isométricamente isomorfo a su bidual E” a
través del isomorfismo que hemos denotado por ¢ : x — Z. James [11] di6 un
ejemplo de un espacio de Banach no reflexivo F, isométricamente isomorfo
a su bidual £”.

Ejercicios de la seccién 1.3

1. Sea E un espacio normado real. Demostrar que existe en F X E una es-
tructura de espacio normado complejo tal que las inclusiones
x+— (2,0) y y — (0,y) son isometrias R-lineales.
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. Sea E un espacio normado sobre un cuerpo K. Demostrar que toda
forma lineal no nula sobre E es una funcion abierta.

Sugerencia: Sean f : ' — K una forma lineal no nula, a € E con
f(a) =1, A un abierto en E'y 2y € A. Entonces, A — x( es abierto en
Ey0¢€ A—xy. Demostrar que existe a« > 0 tal que si A € Ky || < a,
entonces \a € A — xg, de donde (f(zo) + ) € f(A), para A € K con
|A| < a. Concluir que f(A) es abierto.

. Demostrar que en un espacio normado £ todo hiperplano H o es denso,
o es cerrado.

. Demostrar que en un espacio normado E toda forma lineal con ntcleo
cerrado es continua.

. Sea c el espacio de todas las sucesiones convergentes en K. Demostrar

que la funcién
Il

z = (zn) € ¢ [|lz]| = sup |z,
n
es una norma en ¢, para la cual ¢ es un espacio de Banach, y demostrar
que ¢y es un hiperplano cerrado de c.

a) Dar explicitamente un ejemplo de una forma lineal no continua en
un espacio normado.
Sugerencia: Considerar el siguiente conjunto:
{x = (z,) € (*);x, =0, excepto para un ntimero finito de indices n}
b) Usar el ejemplo anterior para definir una forma lineal no continua
2
en (-,

a) Demostrar que todo espacio normado E de dimensién infinita
posee un hiperplano denso.
Sugerencia: Considere (3, una base de Hamel conveniente de F,
S = {wo,v1,...,Up,...} un subconjunto enumerable de 3 y sea
H=[(B\S)U{Ltv, +vg;n > 1}] el subespacio vectorial genera-
do por el complemento de S en (3 y el conjunto {%Un +vo;n > 1} :

b) Demostrar que en todo espacio normado E de dimensién infinita
existe una forma lineal no continua.
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10.

11.

12.

¢) Deducir de b), que si la bola unitaria abierta de un espacio nor-
mado F es precompacta, entonces F es de dimension finita.
Sugerencia: Suponga que FE es de dimension infinita y sea
f + EF — K una forma lineal no continua. Entonces, para ca-
da n € N existe z,, € E tal que ||z,|| = 1, y, |f(z,)| > n. Sean
M, = [x1,29,..., 2], v @, = ||f | My||. Escoja y, € M, tal que
lunll = 1, v, | f(yn)| = an. Demostrar que la sucesion (y,,) C Bi(0)
no posee ninguna subsucesion de Cauchy.

M = {(z,) € £*°;z,, =0, excepto para un nimero finito de indices n}

y 2% = (1,1,...,1,...) € £*°. Demostrar que existe 2’ € (£>°)’ tal que
(2% 2"y =1y (x,2') = 0, para todo = € M.

a) Demostrar que el espacio dual de ¢y es isométricamente isomorfo
a lt.

b) Demostrar que el espacio dual de ' es isométricamente isomorfo
a 0.

a) Sean E un espacio normado y FE’ su dual. Demostrar que
|z|| = sup {| (x,2’) |; ||2'|]| < 1}, para todo = € E.

b) Demostrar que cualquier espacio de Banach E cuyo dual E’ es
separable es isométricamente isomorfo a un subespacio cerrado de
EOO
Sugerencia: Sea (x,) una sucesiéon densa en la bola unitaria ce-

rrada de E’. Considerar la aplicacién T : E — ¢*° definida por
T(z) = ((z,2.)), = € E.

Sean E un espacio normado, M un subespacio cerrado de E'y zo ¢ M.
Demostrar que existe f € E’ tal que ||f|| = 1, f(xo) = d(zo, M) y
f(M) = {0}

Sugerencia: Sea N = [z, M] el subespacio lineal generado por xy y M.
Sea g : N — K la forma lineal definida asi: g(Axg + m) = Ad(xq, M),
Ae K, me M.

Demostrar que en un espacio normado E sobre K todo subespacio
cerrado M es la interseccién de todos los hiperplanos cerrados que lo
contienen.
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13.

14.

15.

16.

Sean E un espacio normado real, B una bola abierta en £ y M un
subespacio lineal de E tal que BN M = (). Demostrar que existe un
hiperplano cerrado H D M tal que B estda contenida en uno de los
semiespacios en que H divide a F.

Sean F un espacio normado y F' un subespacio lineal de E.

a) Demostrar que E'/F* es isométricamente isomorfo a F.

b) Demostrar que si F' es denso en F, entonces E’ es isométricamente
isomorfo a F’.

Sean E un espacio de Banach reflexivo y M un subespacio cerrado de
E. Demostrar que M es reflexivo.

(Teorema de Hahn-Banach para seminormas) Se dice que una funcién
p : E — R definida en un espacio vectorial E es positivamente ho-
mogénea si p(Ax) = Ap(z), para todo = € E'y todo A > 0. Se dice que
p es subaditiva si p(z+y) < p(z)+p(y), paratodo z € F y todo y € E.
Se dice que p es una seminorma si i) p(Ax) = |A|p(x), para todo x € E
y todo A € K, ii) p es subaditiva; y iii) p(z) > 0, para todo = € E.

a) Demostrar que si F es un espacio vectorial real, p una funcién posi-
tivamente homogénea y subaditiva en E, M un subespacio lineal
de Ey f: M — R una forma lineal en M tal que f(x) < p(z),
para todo x € M, entonces existe una forma lineal g : £ — R en
E, extensién de f, tal que g(x) < p(z), para todo z € E.

Sugerencia:

1) Sixzg ¢ M, se puede extender f al subespacio [xy, M|, conser-
vando la propiedad, de la siguiente manera:

—f(y) —p(—y — w0) < —f(z) + p(x + 20)

para todo z € M y todo y € M. Se define g : [z9, M] — R
asi:
gy +Azo) = f(y) + M, ye M AER

en donde

;gﬂg{—f(y) —p(=y — o)} < p < fof {—f(z) + p(z + z0)}
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2) Usar el lema de Zorn.

b) Si p es una seminorma en un espacio vectorial E,y F': E — R
es una forma lineal real, entonces se tiene que

f(2) < ple) <= |f(2)| < pla), =€ E.

Usando este resultado, deducir de a), que si F es un espacio vec-
torial real, p una seminorma en E, M un subespacio lineal de F
y f: M — R una forma lineal en M tal que |f(z)| < p(x),
para todo x € M, entonces existe una forma lineal g : £ — R,
extension de f, tal que |g(z)| < p(z), para todo = € E.

¢) Imite la demostracion del teorema 1,3,1 en el caso K = C para
extender el resultado b) al caso complejo: Si E es un espacio vec-
torial complejo, M un subespacio lineal de E, p una seminorma
en Fy f: M — C una forma lineal compleja en M, tal que
|f(z)] < p(x) para todo x € M, entonces existe una forma lineal
g : E — C, extensién de f, tal que |g(z)| < p(z), para todo
rekb.

17. Demostrar, usando el teorema de Baire, que un espacio de Banach F
de dimensién infinita no puede tener una base de Hamel enumerable.

1.4. La topologia débil en un espacio norma-
do

Proposicién 1.4.1. Sean X un conjunto, (Y;)icr una familia de espacios
topologicos, y f; - X — Y, i € I, una familia de aplicaciones. Entonces,
existe en X una topologia menos fina para la cual todas las aplicaciones f;,
1 € I, son continuas. Esta topologia se llama la topologia inicial en X definida
por la familia (f;)ic;. Una base para esta topologia estd formada por todas
las intersecciones finitas de la forma

f;l (Uil) N fz;l (Uiz) n...N fz;l (Uzn)

en donde U;, CY;, es abierto, k=1,2,...,n.

i
Demostracién. Se sigue de la proposicion 0,2,1, que los conjuntos de

la forma N}_, f; ' (Us,) , en donde U;, C Y;, es abierto, forman una base de
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una topologia 7 en X. Resulta inmediatamente que si se dota a X de esta
topologia, entonces las aplicaciones f;, i € I, son continuas. Demostremos
que T es la menos fina de todas las topologias en X con esta propiedad. En
efecto, sea 71 otra topologia en X tal que las aplicaciones f; : (X, 1) — Y],
1 € I, son continuas. Ahora bien, para todo U € 7 y todo xg € U, existen
abiertos U;, C Y, , k=1,2,...,n, tales que

Zo € ﬂ fzk lk (1>

Como para k = 1,2,...,n, la aplicacién fik 0 (X,71) — Y, es continua,

tenemos que f (U; ) €m, k=12 ...,n, de donde, por (1), se tiene que
U € 1. Por con81gu1ente, TCm. O

Proposicién 1.4.2. Sean X un espacio topoldgico, (Y;)ier una familia
de espacios topologicos y f; : X — Y;, @ € I, una familia de aplicaciones.
Para que la topologia de X sea la topologia inicial definida por la familia
de aplicaciones (f;)icr es necesario y suficiente que satisfaga la siguiente
condicion:

Dados cualquier espacio topologico Z y cualquier aplicacion g : Z — X,
entonces g es continua st y solo si las aplicaciones fioqg : Z — Y;, 1 € 1
son continuas.

Demostracion. Supongamos que la topologia de X es la inicial definida
por la familia de aplicaciones f; : X — Y;, ¢ € I, y sean Z un espacio
topoldgico, v g : Z — X cualquier aplicacion.

1. Si g es continua, como cada f;, ¢ € I, es continua, entonces f; o g :
Z — Y, 1 € I, es continua.

2. Supongamos que cada aplicacién f;og: Z — Y;, 2 € I, es continua.
Demostremos que g es continua. En efecto, sean zg € Z, y, U vecindad
de g(z9) en X. Entonces, existen abiertos U;, C Y;,, k = 1,2,....n,

tales que g(zo) € N}_,; Zkl (U;,) C U, de donde se tiene que

g‘l(U)Dg‘1<ﬂfi;1( > ﬂfzkog (U,) 3 2

y como (f;, o 9! (U;,) C Z es abierto, k = 1,2, ..., n, entonces g~ (U)
es vecindad de zp en Z. Por lo tanto, g es continua.
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Por consiguiente, la condicién es necesaria.

La condicién también es suficiente. En efecto, sea Z = X el propio es-
pacio X. Entonces, la aplicacién identidad g : id. : X — X es continua,
luego, por hipétesis, f; = fiog: X — Y;, i € I, es continua. Queda por
ver que la topologia 7 de X es la menos fina para la cual las aplicaciones
fi - (X,7) — Y, i € I, son continuas. En efecto, sea 71 otra topologia
en X tal que cada aplicacion f; : (X, 1) — Y;, ¢ € I, es continua. Si
Z=(X,n)yg=1id.:(X,71) — (X, 7) es la aplicacién identidad, entonces
fiog=fi:(X,7n1) — Y, i € I, es continua, luego, por hipétesis, g = id. es
continua, esto es, 71 D 7. Esto completa la demostracién de la proposicién.

O

Sean (X;);e; una familia de espacios topologicos y X = I X; el pro-
ducto cartesiano de los espacios X;, 7 € [. Si paracadai € I, m; : X — X
es la i-ésima proyeccion de X sobre X;, entonces los conjuntos de la forma

ﬂﬂi;l (Ulk) = Uil X Uig X "'7><Uin X Hz;ﬁszz, k= 1,2,...,n
k=1

en donde U;, C X, es abierto, constituyen una base para una topologia 7
en X (proposicién 0,2,1), llamada la topologia producto. Resulta inmediata-
mente, que la topologia producto es la topologia inicial definida por la familia
de proyecciones (7;);er. En particular, dados un espacio topolégico Z y una
aplicacién g : Z — X, g = (gi)ier, en donde, g; : Z — X;, entonces g es
continua si y solo si cada aplicacién g; = m;09 : Z — X;, 1 € I, es continua.

Definicién 1.4.1. Sean E un espacio normado y F’ su dual. La topologia
débilo(E, E') en E es la topologia inicial definida por la familia de funciones
(for)wep, en donde f,r : E — K es la funcién definida por f,/(z) = (x,2'),
re k.

En otras palabras, la topologia débil o(E, E’) en E es la menos fina de
todas las topologias en E para la cual las funciones x € E — (x,2') € K,
2’ € E’, son continuas. Resulta de la propia definicién que la topologia débil
o(E,E") en un espacio normado E es menos fina que la topologia de la
norma.*

Proposicion 1.4.3. Sean E un espacio normado y E' su dual. Un sistema
fundamental de vecindades de 0 en la topologia débil o(E, E') en E estd dado

4por contraste, la topologia de la norma se llama también topologia fuerte en FE.
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por los conjuntos de la forma
V(eah, o, . a) = {z € B[ {(x,2]) | < e},
i=1

en donde € >0, 2, € E', i=1,2,...,n,n € N,

Demostracién. Los conjuntos V (e;2),2,,...,2)), ¢ > 0, z; € F',

i=1,2,...,n, n € N, son vecindades de 0 € F en la topologia o(E, E’),
pues se tiene que

Ve, o, ... 2h) = ﬂxéfl(De), en donde D.={ae€K;|a| <e€}.
i=1

Ahora bien, sea V una vecindad de 0 en la topologia o(FE, E’). Entonces, por
la proposicion 1,4,1, existen vecindades abiertas Wy, Ws, ..., W,, de 0 en K
y elementos o, z}, ..., 2! en E' tales que 0 € N 2, (W;) C V. Sie > 0es

(]
tal que D, C W;, 1 =1,2,...,n, entonces se tiene que

n

0e ()2 (D) ) (Wi) C V.
=1

i=1
Pero,

n n

(2 (D) = ({z € Bs| (z,2)) | < e} =V (g0, 27)

i=1 i=1
de donde se sigue la proposicion. [

Observacion 1.4.1. Facilmente se verifica que la coleccién de los con-
juntos de la forma

n

V(2 xh, ... x)) :ﬂ{er;Hx,x;Hg 1}

=1

en donde 2 € E', 1 =1,2,...,n, n € N, también es un sistema fundamental
de vecindades de 0 en E para la topologia o(E, E').
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Proposicion 1.4.4. Sean E un espacio normado, E' su dual y xo € E.
Un sistema fundamental de vecindades de xo en E para la topologia o(E, E")
estd dado por los conjuntos de la forma

xo—kﬂ{xEE;Hx,x;HSl}, r,eFE, i=1,2,...,n, neN
i=1

Demostracién. Sean V' una o(FE, E’')-vecindad de xy. Entonces, exis-
ten abiertos Wy, Wy, ..., W, en R y elementos y;,y;, e ,y; en F' tales que

T € ﬂ?zly;_l(Wi) C V. En particular, <$0,y;> e W;,i=1,2,...,n, luego
existe € > 0 tal que (<x0,y;> +D.) CcW,;,i=1,2,...,n. Se sigue que

" r—1 ’ " r—1
w0 € (Vo (wowi) + D)y (W) C V.
i=1 =1

Ahora bien,

v (wovi)+ D) = {ze Bl (wy)— (wopi)| <ef =

= xo+{x€E;|<x,y§>|S€}'

Por lo tanto, si 2, = %y; € E',1=1,2,...,n, entonces se tiene que
n
mo € xo+ [ {z € B;|(z,2)) | <1} CcV. O
i=1

Proposicién 1.4.5. Sean E un espacio normado y E, = (E,0(E, E")) el
conjunto E dotado de la topologia débil o(E, E"). Entonces, las operaciones
adicion y multiplicacion por escalares

(2,y) € Es x B, v (v+y)€ E,,
(N z) e Kx E, — Xx€E,,

son aplicactones continuas.

Demostracion. Sean zo € F, yo € F'y Ay € K.
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/ / / /
1. Sean 2,75, ...,z elementos de E' y

V:<l"0+yo)+ﬂ{$€E;|<xa$;>|Sl}

=1

la o(E, E')-vecindad de (x¢ + yo) correspondiente. Si

~ 1
W:xo+ﬂ{x€E;](x,x§>\§§},

i=1
¥s

- 1
Vo=t ({oe Billna| < 3],

i=1
entonces V; X V5 es una vecindad del punto (xg, ) en E, X E, tal que
Vi + Vo C V. Por lo tanto, la operacion adicion es continua.

2. Procediendo andlogamente como en 1) y usando la identidad
AT — )\0230 = ()\ — )\0)(.CE - 370) + ()\ - )\0)330 + )\0(1’ — 350),

se muestra que la operacion multiplicacién por un escalar es continua
en \gxrg € E. [

Corolario 1.4.1. Para cada xg € E y cada A € K, X\ # 0, las aplicaciones,
translacion
re b, — x+uxy€ E,,

y homotecia,
r € FE, — \x € E,,

son homeomorfismos de E, sobre si mismo.

Proposicién 1.4.6. La topologia débil o(E,E") en un espacio normado
E es de Hausdorff.

Demostracién. Sean xq € E, yy € E, con xy # yo. Entonces existe
¥ € FE' tal que (xg,2') # (yo,2’) (véase la observaciéon 1,3,1,3). Si
e=|{zo—yo,2") | >0y

v={sebl@) <5}
entonces (o + V)N (yo+V)=0. O

110



Proposicion 1.4.7. Sean E un espacio normado y E' su dual. Una forma
lineal f: (E,0(E,E')) — K es continua si y sdlo si existe v’ € E' tal que

fx) = (z,2')
para todo x € E, esto es, si y sdlo si f € F'.

Demostracién. Por la propia definicién de la topologia o(E, E') en E,
la forma lineal ,
r€ B+ (z,7') € K,

es continua para todo 2’ € E'. Reciprocamente, sea f : (F,0(E,E')) — K
una forma lineal continua. Entonces, existen elementos z/, ...,z en E’ tales
que

n

ve(re Bl (zal)| <1} = |f(x)| < L.

i=1
Ahora bien, si f ¢ [2],25,...,2]], entonces existe xy € E tal que f(zg) = 1,
Y <l’0,$;> = 07 = 1,2,...,%, luego Tg € ﬁ?:1 {‘I € E7 ‘ <l',l';> ’ < 1}7 Y,
|f(zo)] = 1, lo que es una contradiccion.

Por lo tanto, existen escalares aq, as, ..., a, en K tales que

f=ar (L)) +as (o) + .o+, (L)) = (anx] + asxh + ...+ apal)
esto es, f = (.,2’), en donde 2’ = X"z, € E'. [

Definicién 1.4.2. Sea E un espacio normado y E’ su dual. Se define la
topologia débil* (1éase: débil estrella) en E’(la cual se denota o(E', E), 6, w)
como la topologia inicial de E’ definida por la familia de funciones (f;).cg,
en donde f, : B/ — K es la funcién definida por f,(z') = (z,2'), 2’ € E'.

Un sistema fundamental de vecindades de 0 en E’ para la topologia
o(E', E) esta formado por los conjuntos

V<x17x27' c . 7xn) = m{x/ € El? | <’Z.i’x/> ‘ S 1}?
i=1

x; € E,i=1,2,...,n; n € N. Ademas, para cada =’ € E’, los conjuntos
'+ V(xy,xe,...,x,), conz; € B i=1,2,...,n,n €N, forman un sistema
fundamental de vecindades de 2’ en la topologia o(E’, E)de E'.
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Siendo la topologia débil* o(E’, F) en E’ la menos fina de las topologias
en £’ para la cual las funciones 2’ € E' — (z,2') € K, x € E, son con-
tinuas, resulta que o(E’, E) es menos fina que la topologia de la norma de E'.

Ejemplo 1.4.1. Si E es un espacio normado de dimensién infinita, en-
tonces la topologia débil o(F, E') es estrictamente menos fina que la topologia
de la norma de E, pues la bola unitaria abierta de £, B = {x € E; ||z|| < 1},
no es vecindad de 0 en la topologia o(FE, E’), dado que para z/,z), ..., x}
elementos cualesquiera de E', V- =N, {x € E;| (x,z}) | < 1} no puede estar
contenida en B.

En efecto, como E’ también es de dimension infinita, existe 2’ € E’, tal
que z' ¢ [z, 2, ..., 2] ]. Por consiguiente, existe zog € E con ||zg]| = 1 tal
que (zg, ;) =0,7=1,2,...,n. Se sigue que xog € V' y 2o ¢ B. Por lo tanto,
V ¢ B.

Observaciéon 1.4.2. Sean E un espacio normado, E’ su dual vy,
B={recE;|z|]| <1}y B = {2’ € E';||2'|| < 1} las bolas unitarias cerradas
de E'y E', respectivamente. Entonces, B es un conjunto o(E, E')-cerrado de
E. En efecto, el ejercicio 1,3,10, implica que

B= () {z€E;|(za)| <1},

z'eB’!

de donde, en virtud de que la funcién z € E'+— (x,2') , 2’ € £, es o(E, E')-
continua en E, se sigue que B es o(E, E)-cerrado.
Anéalogamente, como

B = ﬂ{x’EE’;Hx,x/Hgl},

zeB

entonces se sigue que B’ es o(FE’', E)-cerrado.

Definicién 1.4.3. Sean F un espacio normado y F’ su dual.

1. Se dice que una sucesién (x,,) en E es débilmente convergente a xy € E,
lo cual se denota x,,— x, si

lim (z,,2") = (xg, 2')

n—o0

para todo 2’ € F'.
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2. Se dice que una sucesion () en E' converge wx (1éase: converge débil-
mente estrella) o que es w*-convergente (1éase: débilmente estrella-

w* .

convergente) a xy € E', lo cual se denota x/, — xf, si

lm (7, z,) = (, ),

n—oo

para todo x € E.

Si una sucesién (z,) en E converge a o en la topologia de la norma,
esto es, si lim,, . ||z, — 20| = 0, lo cual se denota z,, — zy, entonces
se dice que la sucesion converge fuertemente a xg.

Observacion 1.4.3. Nétese que la sucesion (x,,) en E (respectivamente,
(«],) en E') converge débilmente a zy € E (respectivamente, es wx-convergente
axy € E')siysoélosi (z,) es convergente a z en la topologia o (E, E') (respec-
tivamente, es convergente a x; en la topologia o(E’, E)). Para la definicién
de convergencia de una sucesién en un espacio topoldgico, ver observacién
0,3,1,1.

Ejemplo 1.4.2.

1. La convergencia en la norma implica la convergencia débil. Mas pre-
cisamente, si F es un espacio normado y (z,) es una sucesién en F,
entonces

Ty — Ty —> Tp— Tg.

En efecto,
| <:L‘n,:L‘/> - <ZL‘0,ZL',> | < “J'JH H"L‘n - xOH?

para cada ' € E’, de donde se sigue la afirmacion.

2. En general, la convergencia débil no implica la convergencia en la nor-
ma. En efecto, sean E = (2, e, = (0,0,...0,1,0,...), neN. Entonces
se tiene que

(en,x) =2, — 0 =10, 7)

para cada z = (z,) € (?, esto es, e, — 0. Sin embargo, |le,|2 = 1,
para todo n € N, de donde e,, -/ 0.

Sin embargo, se verd méas adelante (teorema 1,6,2) que para sucesiones
en /!, la convergencia débil implica la convergencia en la norma, y que
por consiguiente son equivalentes (resultado debido a Banach).
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3. Anélogamente, como en 1), la convergencia en la norma en el dual F’
de un espacio normado E implica la w*-convergencia en E’, esto es, si
(x])) es una sucesién en E’, entonces se tiene que

/ / /. wx /
l‘n—>$0:>[£n—>$0.

4. La convergencia débil en el espacio dual E’', esto es, la convergencia en
la topologia o(E’, E"), implica la wx-convergencia en E’. M&s precisa-
mente, si (z7,) es una sucesiéon en E’, entonces se tiene que

v —— =2 5
n 0 n 0

En efecto, si 2/, — xj (esto es, si lim,, ., (2], 2") = (xy,2") , para todo
x” € E"), entonces resulta que

[ (2, ) = (@, 20) | = [ {a, @) = {2, 2) | — 0

wk
para cada x € E, esto es, x|, — .

En general, la reciproca del resultado 4) no es verdadera: sean E = ¢y,
™ =e, € (c) =01 ya"=(1,1,...,1,...) € £ = ({'). Entonces,
se tiene que

<$, x(”)> =ux, — 0,

para todo z = (z,,) € ¢y, de donde 2™ % 0. Por otra parte,
<$(n)’$// =1-/0,

luego (™ —4 0.
Sin embargo, si el espacio F es reflerivo, entonces vale la reciproca del
resultado 4), como lo muestra la siguiente proposicién:

Proposicién 1.4.8. Si E es un espacio reflexivo y (x,), una sucesion en
E’. entonces se tiene que

/ W* / / /
T, — ' = r,—T.

Consecuentemente, la convergencia débil en el dual E' de un espacio reflexivo
E coincide con la wx-convergencia en E'.
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Demostracién. Sean E un espacio reflexivo y (2]) una sucesién en E’ tal
w* . .
que z,, — xp. Si x” € E” entonces existe x € E tal que (z/,2") = (z,2),
para todo 2’ € E’. Por lo tanto, se tiene que

lim (2], 2") = Um (z,2]) = (z,z5) = (xg, 2")

n—od n—oo
cualquiera que sea z” € E”. Por consiguiente, 2!, — z(. [

Proposicion 1.4.9. Sea E un espacio normado reflexivo. Entonces, toda
sucesion acotada en E posee una subsucesion débilmente convergente en E.

Demostracién. Sean (z,) una sucesién acotada en E, « > 0 tal que
|zn]| < a, para todon € N,y Ey = [(z,,)]. Como E es un espacio reflexivo y
E; es un subespacio cerrado de F, entonces E; también es reflexivo (ejercicio
1.3.15) y siendo separable (proposicién 1,3,2), entonces el espacio bidual EY
de F; es separable, luego, F/ es separable (proposicién 1,3,3).

Sea (}) un conjunto enumerable denso en E!. Como | (z,, )| < af|z}],
para todo n € N, entonces ({x,,z})) es una sucesién acotada en K, luego
posee una subsucesién convergente, digamos ({x, 1,2})). Andlogamente, co-
mo |(z,.1,25)| < aflzh|, n € N, entonces la sucesion ((z,,1,x5)) es acotada
en K, luego posee una subsucesion convergente, digamos ({x, 2, x5)) . Prosi-
guiendo de esta manera, para cada k € N, existe una sucesion (z, ), con las
siguientes propiedades:

., , . ,
1. Para cada k € N, la sucesion numérica ((x,x, z},)), es convergente, y
2. Sik > s, entonces (), €s una subsucesién de ().

Si yn = @, entonces la sucesién numérica ({y,,x})), es convergente, para

cada k € N.

T11 21 -+ Tkl .- Tni
N\
T12 o2 .. Tk2 ... ITp2
N\
L1,k ok -+ Tk --- Tnk
N\
Tin Ton oo Tkn -+ Tpn
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En efecto, sea k € N cualquiera, pero fijo. Entonces, se tiene que
n>k=— Yn = Tnn S (xs,n)s C (Is,k)s

luego
n >k = ((yn,21)) € (Tom, 24))s C (T 7)),

y como por 1) la sucesién numérica ((x,x,},)), es convergente, entonces la
sucesion ((Yn, 7)), también es convergente, de donde la propia sucesién
((Yn, x},)),, es convergente en K, cualquiera que sea k € N.

Demostremos ahora que la sucesién numérica ({y,,x’)) es convergente en
K, para cada 2’ € E]. En efecto, sean 2’ € E{ y ¢ > 0. Como (z},) es densa
en B}, entonces existe ko € N tal que x) € Bi(x’ ), esto es,

€
ot =) < = e
Como la sucesién (<yn,x§m>)n es convergente, luego de Cauchy, entonces
existe ng € N tal que
m > ng, n>ny=— }<yn,x;€o> — <ym,x§€0>’ < %

Por lo tanto, teniendo en cuenta que ||y,|| < «, n € N, y la desigualdad (*),
resulta que

m > ng, >Ny = ‘<yn7x/> - <ym7x/>‘ S }<yn7x/> - <ynax;go>| +
+ }<yn’x;€o> B <ym,x§€0>\ +
+ }<ym7x;go> - <ym7$,>‘ <
< lgnll - ll2’ = i | + 5 +

+ [yl Nzl — 2 <
< €

de donde ({y,,z’)) es una sucesién de Cauchy en K, luego convergente para
cada 2’ € E}. La funcién y” : F{ — K definida por

y'(y) = I (yn,y), ' € By

es una forma lineal continua en E], esto es, y” € EY, y siendo el espacio £
reflexivo, entonces existe x € E; C E tal que

(',y") = (z.y)
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para todo y' € Ej. Demostremos finalmente que y,—— z. En efecto, sea
x' € E'; entonces ' = 2'|g, € F (en donde 2’|g, denota la restriccién de 2’
a E7). Por consiguiente, se tiene que

(w,2) = (z,y) = (¢, ") = 1 (yo,y) = lim (y,, 2")

n

cualquiera que sea '’ € E’, de donde y,— z. [

Definicién 1.4.4. Sean E un espacio normado y A un subconjunto de
E.

1. Se dice que A es débilmente secuencialmente compacto, si es un sub-
conjunto secuencialmente compacto para la topologia débil o(E, E') de
E, esto es, si toda sucesion en A posee una subsucesién débilmente
convergente hacia algin punto de A.

2. Se dice que A es relativamente débilmente secuencialmente compacto
si toda sucesion de elementos de A posee una subsucesién débilmente
convergente hacia algin punto de E.

La proposicién 1,4,9 asegura que en un espacio normado reflexivo to-
do subconjunto acotado es relativamente débilmente secuencialmente
compacto.

Ejemplo 1.4.3. Sea A el subconjunto de ¢* definido asi:
A= {zmm e (% 1 <m<n,neN}, en donde

CEgT’n) = 1, Qfgzmm) =m,Yy, $§m7n) = 07 Sl] 7é m, ‘7 7£ .

Entonces, el origen de ¢* estd en la adherencia débil de A, pero ninguna
sucesion de elementos de A converge débilmente a cero:

1. Elorigen est4 en la adherencia débil de A. En efecto, sean y), y®), ... y*)

k > 1, elementos cualesquiera de (2, y() = (y,@) i=1,2,...ky

k
V= {r et l(e®)] <1)
=1

la correspondiente vecindad débil del origen. Como lim,, . yﬁf) = 0,

1=1,2,...,k, existe mg € N, mg > 1, tal que

Wl <3 i=12. 0k
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También existe ng € N, ng > myg, tal que

|m0y7(fg|<1 1=1,2,...,k.

57

Entonces, como

[ (20, )] = gy + moys)| < 1

para i = 1,2,...,k, también x(mm0) ¢ V, de donde V N A # ). Por
consiguiente, el origen estd en la adherencia débil de A.

. Ninguna sucesién de elementos de A converge débilmente a cero. En
efecto, sea ((L‘(k)) una sucesion cualquiera de elementos de A,
z® = zmem) con 1 < my, < ng, k € N. Existen dos posibilidades,
a saber:

a)

La sucesién (my) es acotada en N, esto es, existe j € N tal que
my, < j, para todo k € N. Si z = (1,1,...,1,0,0,...) es elemento
de £? cuyas j primeras componentes son iguales a 1, y que tiene
cero en las restantes, entonces se tiene que

1 sing > 9
(mkvnk) — Y k j
(@ %) {1+mk> sing <j

luego <x(m’f’”k)> > 1 - 0, de donde x(™mk) L (),
La sucesion (my) no es acotada en N. Entonces, existe una sub-
sucesion (mk]) de (my) tal que my,; — oo.

Ahora bien,

‘ ‘ x(mkj Tk )

=,/1+mi — o0
2 J

de donde (x(m’%"’“f)> es una subsucesion no acotada de la suce-

sion (a:(k)) . Por lo tanto, la sucesién (:L‘(k)) no puede converger
débilmente a cero, pues toda sucesion débilmente convergente en
un espacio de Banach es acotada (ejercicio 1,5,2, més adelante).

De acuerdo con a) y b) se sigue que ninguna sucesiéon de elementos de
A converge débilmente a cero. Por consiguiente, hemos completado el
ejemplo.
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Ejemplo 1.4.4. Si un punto z° € (2 estd en la adherencia débil de
un conjunto acotado B C (2, entonces z° es limite débil de una sucesién de
elementos de B. En efecto:

1. Supongamos inicialmente que 2" = 0. Para k = 1,2, ..., sea
- 1
Vi —n{x € | (z,e)| < E}

donde, e; = (0,...,0,1,0,...), 7 € N. Por hipétesis, existe z*) € V,NB,
para cada k € N. Como B es acotado y (z(k)) C B, entonces (z(k)) es
una sucesién acotada en ¢2, espacio de Banach reflexivo, luego, por la
proposicion 1,4,9, existe una subsucesiéon (z(ki)) de (z(k)) que converge
débilmente hacia un punto y = (y,,) € £2. Demostremos que y = 0. En
efecto, sea j € N arbitrario, pero fijo. Para todo k; > j, (Z(ki)) € Vi,
luego se tiene que .
(=) < &

por consiguiente,

0 = lim <z(ki),ej> = (y,ej) =y;

esto es, y; = 0, cualquiera que sea j € N. Por lo tanto, y = 0.

2. Supongamos que 2° # 0. Sea A = B—1° = {y — 2%y € B} . Entonces,
A es un subconjunto acotado de ¢2, y, como A = B — 20, y, 2° € B,
entonces 0 € A, luego, por 1), existe una sucesién (z(”)) en A tal que
2 —0.8i 2 = 2™ — 29 con (™ € B, n € N, entonces se tiene que
(W — 20 Queda asi demostrada la afirmacién.

Observacién 1.4.4. Del ejemplo 1,4,3 se deduce que la topologia débil
o(0?,(?) no es metrizable, esto es, no existe una métrica d en £* tal que la
topologia 74 inducida por d en £? coincida con o(¢2,¢?). M4s generalmente, si
E es un espacio normado, entonces la topologia débil o(FE, E') no es metri-
zable, a menos que F sea de dimensién finita (ver ejercicio 3,1,8). También
se tiene que la topologia débil* o(E’, F) en E’ es metrizable si y solo si E
posee una base de Hamel enumerable ([24], ejercicio 15, pag. 84).

Teorema 1.4.1. (Alaoglu) Sean E un espacio normado y E' su dual.
Entonces, la bola unitaria cerrada B’ de E' es o(FE', E)-compacta.
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Demostracién. Sea K¥ el producto cartesiano E-veces del cuerpo K :
K? = II,cgK,, en donde K, = K, para todo = € FE.

Cualquier elemento ().ep de KE se puede considerar, de una manera
natural, como una funcién f : E — K, definiendo f(z) = a,, * € E.
Viceversa toda funcién f : E — K puede ser considerada como el elemento
(f(x))zer de KE. Con estas consideraciones, se tiene que

FE' c K”.

Se dota a K con la topologia producto 7. Un sistema fundamental de vecin-
dades de fy € K” estd formado por los conjuntos de la forma

U= ﬂ{f c K& |f(z)) — fo(x)| < 5}

endonde z; € F, 1 =1,2,....,n,n € Ny J > 0. Se sigue que la topologia
producto 7 induce en E’ la topologia o(E’, E).

Sean P, = {a € K;|a| < ||z||}, para cada 2 € E, y P = Il,eg P, C K¥;
en otras palabras, P = {f € K% |f(z)| < |z|, para cada z € E}. Como
cada P,, x € E, es un conjunto compacto, el teorema de Tijonov ® impli-
ca que P es 7-compacto. Ahora bien, B’ C P, pues si ' € B’, entonces
| (z, 2"} | < ||z||, para cada = € E, luego, 2’ € P. Por lo tanto, si mostramos
que B’ es 7-cerrado, siendo P T-compacto, resultard que B’ es T-compacto.
Por consiguiente, como B’ C E’ y 7 induce en E’ la topologia o(FE’, F),
entonces B’ serd o(E’, E')-compacto, lo cual queriamos demostrar.

Demostremos entonces que B’ es T-cerrado. En efecto, sean fy un elemento
de la 7-adherencia de B, v € E, y € E, a € K, f € Ky ¢ > 0. El conjunto

3

_ E. ) — ; e
V_ﬂ{feK () = folwa)| < 1+|a|+|ﬁ|}

en donde 1 = z, 19 = y, x3 = ax + By, es una 7-vecindad de fy, luego existe
f €V nB. Como, en particular, f es lineal, se tiene la siguiente identidad:

folax + By) —afo(z) — Bfoy = (folax + By) — flax + By)) +
(af(z) — afo(z)) +
(Bf(y) — Bfoy))

- -

>Ver p.ej.[10],[17].
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de donde, como f € V| se sigue que

|folax + By) — afo(z) — Bfo(y)] <€

cualquiera que sea € > (. Por consiguiente,

folaz + By) = afo(r) + Bfo(y)

para todo x € E, todo y € E, todo o € K y todo 3 € K. Por lo tanto, fy es
lineal.

Finalmente, demostremos que fy es continua y | fo|| < 1, de donde
fo € B, y en consecuencia, B’ es cerrado. En efecto, sean x € F con ||z|| < 1,
y e > 0.

El conjunto

W = {fEKE;]f(a:)—fo(ﬂf)’ < 6}

es una 7-vecindad de fy en KZ, luego existe f € WN B, estoes, f € E’, con
Ifll <1,y |f(z) = fo(z)] < e. Por consiguiente, se tiene que

|fo(@)] < [fo(z) — f(x)| + [f(2)] <e+1

cualquiera que sea € > 0, de donde | fo(x)| < 1, para todo « € F con ||z| < 1.
De aqui se sigue que f € E'y || fol| <1. O

Corolario 1.4.2. Toda bola cerrada en E' es o(E', E)-compacta.

Demostracién. Sea B.(z’) una bola cerrada en E’, de centro 2’ y radio
e > (0. Como
B(2') =2’ +eB’
y B' es o(E', E)-compacta, entonces el corolario de la proposicién 1,4,5 im-
plica que B.(z') es o(E’, E')-compacta. [J

Corolario 1.4.3. Todo subconjunto o(E', E)-cerrado y acotado de E' es
o(E', E)-compacto.

Proposicion 1.4.10. Sean E un espacio normado separable y E' su dual.
Entonces, la topologia inducida por o(E', E) en los subconjuntos o(E', E)-
compactos de E' es metrizable. Mds exactamente, si K C E' es un conjunto
o(E', E)-compacto, entonces K, dotado de la topologia inducida por o(E', F),
es un espacio topologico metrizable.
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Demostracién.

1. Sean 7| y 75 dos topologias en un conjunto X, con 75 més fina que 77. Si
71 es de Hausdorff y X es m-compacto, entonces 7, = 7. En efecto, si
F' C X es un conjunto my-cerrado, como X es mo,-compacto, entonces F’
es To-compacto, luego F' es 1y-compacto, pues 71 C To. (Ver Prop. 0,4,3)
Por consiguiente, siendo 71 de Hausdorff, F' es 7y-cerrado. Se sigue que
To = T1.

2. Sean (X, 7) un espacio topoldgico compactoy f, : (X,7) — K, n € N,
una sucesién de funciones continuas que separa los puntos de X, esto
es, dados x € X, y € X con x # y, existe n € N tal que f,(z) # fu(y).
Entonces, (X, 7) es un espacio metrizable. En efecto, sin pérdida de
generalidad, se puede suponer que |f,(z)| < 1, para todo = € X y todo
n €N. Sea d: X x X — R la funcién definida por

o0

Aw.9) = 3 50 1ale) = Fulo)]

n=1

Si @ # y, entonces, por hipdtesis, existe n € N tal que f,(x) # fn(y),
esto es |fn(z) — fu(y)] > 0, luego, d(z,y) > 0. Se sigue que d es una
métrica en X. Ahora bien, como cada funcién f, es 7-continua y la
serie que define d es uniformemente convergente en X x X, entonces
d como funcion de y es 7-continua, luego cualquier bola d-abierta en
X, B(zx) ={y € X, d(y,x) <€}, e>0,z € X, es un 7-abierto de X.
Se sigue que 7, C 7, en donde 74 es la topologia en X inducida por
la métrica d. Ademas, como 7, es de Hausdorff y X es 7-compacto,
entonces 1) implica que 7 = 74, esto es, T es metrizable.

3. Sean (x,) un conjunto enumerable denso en E,y, f, : B/ — K, n € N,
la funcién definida por f,(z') = (z,,2'), ' € E'. Cada f, es una
funcién o(E’, E)-continua. Ademads, la sucesién (f,,) separa los puntos
en E') pues si f,(2') = f.(¥'), para todo n € N, entonces x’ coincide
con ' en un conjunto denso en F, de donde 2’ = ¢/. La proposicién es
ahora una consecuencia inmediata de la parte 2). [

Corolario 1.4.4. Sea E un espacio normado separable. Entonces, toda
sucesion acotada en E' posee una subsucesion w*-convergente en E'.
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Demostracién. En efecto, cualquier sucesion acotada (z],) en E’ esta con-
tenida en una bola cerrada B.(z') de E’, la cual, para la topologia inducida
por o(E', E), es un espacio métrico compacto. [

Este corolario es una forma dual de la proposicién 1,4,10, y se puede de-
mostrar directamente, imitando la demostracién de la misma (ejercicio 1,4,2).

Definicién 1.4.5. Sea E un espacio vectorial. Una seminorma en E es
una funcién ¢ : £ — R que satisface a las siguientes condiciones, cua-
lesquiera que sean x,y € £, A € K

L q(z) = 0;
2. q(Az) = |Agq(7);
3. q(z+y) <qz)+qy).

La condicién 2) implica que ¢(0) = 0. Ademds, si g es una seminorma tal que
q(z) = 0 implica = 0, entonces ¢ es una norma.

Definicién 1.4.6. Sean E un espacio vectorial y A un subconjunto de

E.

1. Se dice que A es convezo si (ax+fBy) € A, cualesquiera que sean x € A,
yeA, aeK a>0,eK, >0cona+ (=1

2. Se dice que A es equilibrado o circular, si NA C A (esto es, A\x € A,
para todo x € A), cualquiera que sea A € K con |A| < 1.

Notese que si A es equilibrado, entonces necesariamente 0 € A. Tam-
bién, si A es equilibrado, entonces AA = A, para todo A € K con
Al = 1.

3. Si A es convexo y equilibrado, entonces se dice que A es absolutamente
convexo.

4. Se dice que A es absorbente si para todo x € F existe ay > 0 tal que
x € M, para todo A € K con |A| > «y. Si A es equilibrado y para todo
x € F existe p € K, u # 0, tal que = € puA, entonces A es absorbente.
En efecto, sea ag = |p| > 0. Si A € Ky |\ > |u|, entonces A1y <1,
luego
repuA=X\ ()\_l,u) A C MA.
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Ejemplo 1.4.5. Sea E un espacio normado.

Toda vecindad de 0 en F es un conjunto absorbente. En efecto, sean V'
una vecindad de 0 y z € E cualquiera. Por la continuidad de la operacion
multiplicacién por un escalar en el punto (0, x) (proposicién 1,1,3,3) existen
8o > 0y W, una vecindad de z, tales que

A < Bo, yeW = Ay e V.

Por lo tanto, como x € W, si ag = entonces

1
Bo”’
A > ap =z € AV

de donde V' es absorbente. Se deduce que, en particular, toda vecindad débil
de 0 es un conjunto absorbente.

Ejemplo 1.4.6. Si g : F — R es una seminorma en F, entonces los
conjuntos

V = {zxe€FE;qx) <1}
W = {zeFE;q(x) <1}

son absolutamente convexos y absorbentes. En efecto, es inmediato que V'
y W son absolutamente convexos. Demostremos, por ejemplo, que V' es ab-
sorbente. En efecto, sea # € E. Entonces, q(z) =0, 6, ¢(x) > 0.

1. Si g(x) = 0, entonces, %x € V., para todo A € K con A\ # 0, pues
q(5z) = ﬁq(m) = 0 < 1. Por consiguiente, si ag > 0 es cualquier
numero fijo, entonces se tiene que

1
|)\|2a0=>a::)\(xm)€)\V.

2. Si g = 2¢q(x) > 0, entonces resulta que
1 1
|/\|2a0:qu §§<1:

1
— Xer:>

— x-A(%x)E)\V

Se concluye que V' es absorbente.
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Definicién 1.4.7. Sean E un espacio vectorial y A un subconjunto de E.
Se llama funcional de Minkowski del conjunto A a la funcién g4 : £ — [0, o0
definida de la siguiente manera:

(z) = inf{p > 0;2x € pA}, sizx € pA, para algin p > 0.
AT = oo, si z & pA, para ningin p > 0.

Proposicion 1.4.11. El funcional de Minkowski g4 de un subconjunto
A de un espacio vectorial E, tiene las siguientes propiedades:

1. Si A es absorbente, entonces qa(x) < 0o, para cada x € E.

2. qa(Ax) = Aga(x), para todo x € E y todo A € R con A > 0, esto es, qa
es una funcion positivamente homogénea.

3. Si A es convexo, entonces qa4 es una funcion subaditiva, esto es,
ga(r +y) < ga(@) + qa(y)
para todo v € E y todo y € E.
4. Si A es equilibrado, entonces
qa(Az) = |Nga(z)
para todo v € E y todo A\ € K.

5. 8i A es convero y 0 € A, entonces se tienen las siguientes relaciones:

{z € E;qu(z) <1} C AC{z € Ejqa(z) < 1}

Demostracioén.
1. Es inmediato a partir de la definicion.

2. Sean x € E 'y A > 0. De la siguiente igualdad entre conjuntos,
{p>0: Az € pA} = {a>0zcad}

se obtiene que g4(Az) = A\ga(z). Por lo tanto, 2).
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3. Supongamos que A es convexo. De la siguiente relacion:
{p>0;(x+y) € pA} D {a>0;z € aA} + {8 > 0;y € A} (%)
valida para cada x € F y cada y € F, resulta que

qa(r +y) < qa(z) +qaly)

y por consiguiente, 3). Demostremos la relacién (k). Sea p = a + 8
en donde o > 0, 8 > 0, z € aA, y € BA. Entonces, £ € A, % e A
cA

a5 T aLiﬁ =1y como A es convexo, resulta que (Lf + L%)

luego

a+

@« z, By
a+fa a+pS

x+y:(a+ﬁ)( >e(a+ﬁ)A

esto es, (x +y) € pA.

4. Supongamos que A es equilibrado. Sean z € Fy A € K, A # 0.
Demostremos la siguiente igualdad:

{p>0; z € pA} = |\ {a >0,z € aA}
de donde se obtiene que g4(Az) = |A|ga(z) y por lo tanto, 4). En efecto:

a) Sea p > 0 tal que Az € pA y demostremos que p = |A|a con o > 0
y x € aA. Como \x € pA, entonces

xefA:£<W)A=£A

AT A A
pues ‘—:\“A = A, ya que A es equilibrado. Por consiguiente, si
a = £ entonces p = |Na, y, x € aA.

A
b) Sea a > 0 tal que x € A y demostremos que Az € (|]A|a) A. En
efecto,
Ry
pues ﬁA = A, ya que A es equilibrado.

A
Ar € A\aA = |Na (—) A =|\aA

5. Supongamos que A es convexo y 0 € A.
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a) Demostremos que
{z € E;qa(z) < 1} C A.

Si ga(x) < 1, entonces existe 0 < p < 1 tal que z € pA, esto es,
% € A. Ademas, como 0 € A, entonces se tiene que

I:p(%)—l-(l—p)OeA.

b) Ahora bien,
AcC{z € Eiqu(r) <1}

pues six € A, entonces 1 € {p > 0;z € pA}, luego ga(z) < 1. O

Corolario 1.4.5. Si A es un subconjunto absolutamente convexo y ab-
sorbente de un espacio vectorial E, entonces el funcional de Minkowski q4 de
A es una seminorma en E. Ademds,

{z € Esqu(z) <1} C AC {z € E;qa(z) < 1}.

Se dice que un subconjunto M de un espacio vectorial E es un sub-
espacto afin de E si es el transladado de un subespacio lineal de E, esto es,
M = x9+ F, con xg € E, y F un subespacio lineal de E.

Teorema 1.4.2. (Forma geométrica del teorema de Hahn-Banach) Sean
E un espacio normado, A un subconjunto abierto convero de E, y M un
subespacio afin de E tal que M N A = (). Entonces, existe un hiperplano afin
cerrado H tal que H DO M y HNA = .

Demostracion. Caso 1: K = R. Por translacion, se puede suponer que
0€ A. Sea M = xq+ F, en donde F' es un subespacio lineal de F, zop € E'y
Zo € F.

Como A es absorbente (ejemplo 1,4,5) y convexo, entonces, por la proposi-
cién 1,4,11, el funcional de Minkowski de A, g4 : E — R, es una funcién
positivamente homogénea y subaditiva. Ademads, se tiene que

{r € E;qu(z) <1} CAC{z € E;qua(z) <1} (%)
Sea f : [zg, F] — R la forma lineal real definida por

fAzg +y) = A, ANeER, yeF.
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Se sigue que M = f~1(1). También, f(z) < qa(z), para todo z € [zg, F],
esto es,
f(Azo +y) < qa(Azo +y)

para todo A € R y todo y € F. Para demostrar esta desigualdad, supon-
gamos, por reduccion al absurdo, que existen \; € R, y; € F, tales que

J(Mzo +y1) > qa(Miwo +y1). Si

Ao + 11
F(Mizo + 1)

entonces f(x) = 1, luego = € M. Ademds, como g4(x) < 1, entonces, por
(x), z € A, de donde M N A # (), lo que es una contradiccién. Se sigue que
f(z) < qa(z) para todo x € [z, F], luego, por el teorema de Hahn-Banach
(ejercicio 1,3,16.a), existe una forma lineal g : £ — R extensién de f, tal
que g(z) < ga(x) para todo z € E. Si

Tr =

H={z € Eg(x)=1}

entonces H es un hiperplano afin tal que H D M. Por otra parte, como
A= {x € E;qa(x) < 1} (ejercicio 1,4,7), entonces AN H = (), pues

reEA=qur)<l=ygr)<1l=2¢ H.

Ademé&s como el hiperplano afin H no es denso (por ser AN H = (), se tiene
que H es cerrado.

Caso 2: K = C. Considerando E como un espacio vectorial real, por (Caso 1),
existe un hiperplano afin real cerrado H > M tal que AN H = 0. Usando el
ejercicio 1,4,8, se construye un hiperplano afin complejo H C H que contiene
a M y tal que HN A = (). Esto completa la demostracién del teorema. [

Corolario 1.4.6. (Teorema de separacion de Hahn-Banach) Sean E un
espacio normado y A C E, B C E dos conjuntos convezos, disyuntos, no
vacios, con A abierto. Entonces, existe una forma lineal continua ' € E' tal

que (A, 2"y N (B, 2’y = 0.

Demostraciéon. Como para cada x € FE, el conjunto A — x es abierto
en F, entonces A — B = Ugep (A — x) es abierto en . Ademas, A — B es
convexo y {0} N (A — B) =0 (pues AN B = (). Por el teorema, existe un
hiperplano cerrado H, que pasa por el origen, tal que HN(A— B) = (), luego
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H (proposicién 1,4,1

(pr
0. D

si ' € E' es una forma lineal continua tal que ker(z’) =
y ejercicio 1,3,4), entonces se tiene que (A,z') N (B, ') =

Corolario 1.4.7. Si C' es un subconjunto convexo de un espacio normado
E yxy & C, entonces existe una forma lineal continua ' € FE' tal que

(vo. ") & (C. ).

Demostracién. Como xy ¢ C, existe un abierto convexo U 3 x4 tal que
UNC = (. Por el corolario 1,4,6, existe una forma lineal continua 2’ € E’
tal que (U,z") N (C,z") = 0, luego (zo,2’) & (C,z'), pues (U,z') es abierto
(ejercicio 1,3,2) y (xg,2') € (U,2'). O

Observacién 1.4.5. Par el caso real, el corolario 1,4,6 nos dice que (bajo
las hipétesis alli enunciadas) existe un hiperplano afin cerrado H tal que los
conjuntos A y B quedan a uno y otro lado de H. El corolario 1,4,7 tiene una
interpretacion geométrica analoga.

Corolario 1.4.8. Si C' es un subconjunto convexo de un espacio normado
E, entonces la adherencia de C' en la topologia débil o(E, E") coincide con la
adherencia de C' en la topologia de la norma. Consecuentemente, un conjunto
convexo C es o(FE, E')-cerrado si y sdlo si C es cerrado en la topologia de la
norma.

Demostracién. Sean UU(E’E ) y C las adherencias de C' en las topologias

débil o(E, E') y de la norma, respectivamente. Como la topologia débil

o(E, E') es menos fina que la topologia de la norma, C' ¢ C° (BE)

Demostremos ahora que C' D CU(E ). En efecto, si 29 € C, entonces,

por el corolario 1,4,7, existe una forma lineal continua 2/ € FE’ tal que
(xo,2") & (C,x'), luego existe 6 > 0 tal que

{INe K\ — (xg,2")| <} N{(C, ") = 0.
Por consiguiente, si V' es la o(E, E')-vecindad de xy definida por

V =x0+ {x € E;|{z,2")| < 0}

—o(E,E")

entonces V N C = (), de donde zy & C O
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Si C' no es convexo, la afirmacion del corolario 1,4,8 puede ser falsa como
la muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.4.7. Sea E un espacio normado de dimension infinita. En-
tonces, la adherencia débil 57 e la esfera unitaria S = {z € E;||z|| =1}

es la bola unitaria cerrada B = {z € F; ||z|| < 1}. En efecto,

1. Como B es o(F, E')-cerrada (observacién 1,4,2) y S C B, entonces

57 B,

2. Demostremos que B C 57 Gea xo € B. Entonces: i) Si ||xo|| = 1,

x9 €5 C 5IEE i1) Supongamos que ||zg|| < 1. Sean {z,5,... 2]}
un subconjunto finito de E’ y

V =g+ {z € Eil{w,2})| <1}

i=1

la correspondiente o(FE, E’')-vecindad de zg. Como E’ es de dimensién
infinita, existe ' € E' tal que 2/ ¢ [2],2},... 2], luego (ver ejemplo
1.3.3), existe yo € E tal que (yo,2') #0,y, (yo,2;) =0,i=1,2,...,n.

Sea
3yo

20 = %o+ -
ol
Entonces, zy € V, luego, por la convexidad de V, el segmento cerrado
que une a o con 2y, [To, 20] = {txo+ (1 —1)z0;0 <t < 1}, estd total-
mente contenido en V. Ahora bien, como el segmento abierto que une a
Ty con 2g, (xg, 20) = {two + (1 —t)20;0 < t < 1}, es conexo, ||zo| < 1,
v, [|z0]] > 2 > 1, entonces existe vy € (29, 20)NS. Se sigue que vy € VNS,
luego V NS # (). Por consiguiente, xy € EU(E’EI)
mostrar.

De 1) y 2) se sigue que goE

, lo cual queriamos de-

‘=B O

Lema 1.4.1. Sean E un espacio normado, A C E" un subconjunto abso-
lutamente convezo o(E', E)-cerrado, y, xj, € E', xj & A. Entonces, eziste una
forma lineal g : E' — K, o(E', E)-continua, tal que g(zy) > 1 y |g(2")] < 1,
para todo x’' € A.

Demostracién. Como A es o(FE’, E)-cerrado y x, ¢ A, por la con-
tinuidad de la operacién adicién

130



+:(E,o(F E))x(FE ,0o(EFE)) — (E' o(FE' E)), tenemos que existe una
o(FE', E)-vecindad W de 0 tal que (zq + W +W)NA=10.Siz,29,...,7,
son elementos de E tales que V =N, {2’ € E';|(z;,2’)| < 1} C W, entonces
(26 +V + V)N A=0, de donde se sigue que

(xg+V)N(A+V)=0. ()

Ahora bien, el conjunto U = A+V = Ugea(a+V) es o(E', E)-abierto, luego
absorbente (ejemplo 1,4,5,2). Ademds, como U también es absolutamente
convexo, entonces qy, el funcional de Minkowski de U, es una seminorma en
E’, y se tiene que

{/ e Fliqu(a’) <1} cUcC {2 € F;qu(a) < 1}.

Poniendo o = méxj<i<, [(x;, x})|, tenemos que (2(5—31» € V., luego
(m{) — 2@—%) € xy+V, de donde, por (x), z(, — 2(5—31) ¢ U. Por consiguiente,

siendo que la primera desigualdad se sigue por el hecho de que 1— < 1.

1
2(atl)
Se sigue que gy (zf) > 1.

Se define la forma lineal f : [z{] — K por

f(Azg) = Aqu (o)

Se sigue que |f(2')] < qu(2'), para todo 2’ € [z{], luego por el teorema
de Hahn-Banach (ejercicio 1,3,16.a), existe una forma lineal g : £/ — K|
extension de f tal que

l9(«")] < qu () (1)

para todo ' € E’. Entonces, se tienen las siguientes afirmaciones:

1. g es o(E', E)-continua. En efecto, dado € > 0, el conjunto €U es una
o(E', E)-vecindad de 0 en E'. Ahora bien, como gy (2') < 1, para todo
x’ € U, entonces teniendo en cuenta (), resulta que

yeel = |g(y)] < e

de donde la afirmacion.
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2. g(zf) > 1, pues
9(xp) = f(wg) = qu(wg) > 1.

3. Como A C Uy qu(a') <1, paratodo 2’ € U, entonces, por (), se tiene
que |g(2')] < 1, para todo 2’ € A.

Esta tltima afirmacién completa la demostracién del lema. [

Teorema 1.4.3. Sean E un espacio normado, ¢ : E — E" ¢(z) = T,
la aplicacion candnica de E en su bidual E”, B y B" las bolas unitarias

cerradas de E y E", respectivamente. Entonces, la o(E", E')-adherencia en
E" de ¢(B) es B".

Demostracién. Sea ¥ = gb(B)U(E ) Como B es o(E", E')-cerrada

(observacion 1,4,2) v ¢(B) C B” (pues ||¢|| = 1), entonces se tiene que
Y C B
Demostremos que B” C ¥, de donde X = B”. En efecto, supongamos que
xy ¢ X. Entonces, por el lema 14,1, existe una forma lineal g : £/ — K,
o(E", E')-continua, tal que
> 1
lg(2")] < 1

para todo " € X, en particular, para todo ¥ € ¢(B). Ahora bien, por el
ejercicio 1,4,1, existe una forma lineal continua x| € E’ tal que

g(a") = (2}, 2")
para todo x” € E”. Por consiguiente,
(2, 2})| = [{z},2)| = |9(z)] < 1
para todo x € B, de donde ||z} || < 1. Finalmente, resulta que

lzoll = S (2", 26)| = (', 25) = g(ag) > 1,
T >

luego zj ¢ B”. O

Corolario 1.4.9. Un espacio normado E es reflexivo si y sélo si la bola
unitaria cerrada B de E es o(E, E')-compacta.
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Demostracién. Sea ¢ : E — E”, ¢(x) = 7, la aplicacién canénica de
E en su bidual E”.

1. Si E es un espacio reflexivo, entonces ¢(B) = B”. Entonces, ¢(B) = B”
es o(E", E')-compacta (teorema 1,4,1), luego B es o(FE, E')-compacta.

2. Reciprocamente, si B es o(FE, E')-compacta, esto es, ¢(B) es U(E, E')-
compacta, entonces ¢(B) es o(E”, E')-compacta (pues la topologia
o(E, E') es la inducida en E por o(E", E')), luego o(E", E')-cerrada,
de donde, por el teorema, ¢p(B) = B” y por consiguiente E es reflexivo.

]

Observacion 1.4.6. Si en un espacio normado E toda sucesion acotada
posee una subsucesién débilmente convergente, entonces la bola unitaria cer-
rada de E es débilmente compacta ([4], teorema 3,2,1), luego, por el corolario
anterior, F es reflexivo. Esto muestra que la reciproca de la proposicién 1,4,9
es verdadera.

Observaciéon 1.4.7. Es facil verificar que si un espacio de Banach E es
reflexivo, entonces para toda forma lineal continua f € E’, existe xq € F, con
llxo|l = 1, tal que |f(x)| = || f]|- Reciprocamente, esta propiedad caracteriza
a los espacios de Banach reflexivos. (James [12]; ver [4], 3,4).

Ejercicios de la seccion 1.4

1. Sea E un espacio normado. Demostrar que una forma lineal
f: (F,o(F,E)) — K es continua si y sblo si existe x € FE tal
que f(z') = (x,2’), para todo 2’ € F'.

2. Demostrar, sin usar la proposicion 1,4,10, que si E es un espacio nor-
mado separable, entonces para cualquier sucesién acotada (z,) en E’

: : 2 / / / l / wx
existen una subsucesién (xnk) de (x7,), y, 7y € £ tales que x;, — .
Sugerencia: Imite la demostracién de la proposicién 1,4,9.

3. Demostrar que si E es un espacio normado de dimensién infinita, en-

tonces el complemento de la bola unitaria (abierta o cerrada) de E es
débilmente denso en E.

4. Sean E un espacio normado de dimension infinita y £’ su dual. De-
mostrar que la adherencia de la esfera unitaria de £’ en la topologia
o(E', E) de E’ es la bola unitaria cerrada de FE'.
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5. Demostrar que si E es un espacio normado separable o reflexivo, de
dimensién infinita, entonces existe una sucesiéon (x]) en E’ tal que
|z, =1, n €N, ya!, 50 (esto es, (x, 7)) — 0, para cada z € E).
Este resultado es valido en cualquier espacio de Banach F de dimensién
infinita. Para su demostracién, remitimos al lector a [15] o [20].

6. Sean E un espacio normado y (z,) una sucesién en E, débilmente
convergente a zy € £. Demostrar que existe una sucesion (37", Az, ),
de elementos que son combinaciones lineales finitas de los z,, n € N,
convergente en norma hacia .

7. Sean E un espacio normado y A un subconjunto abierto de E con
0 € A. Si qa es el funcional de Minkowski de A, demostrar que

AC{x € E;qa(zx) <1}.

Sugerencia: Dado x € A, x # 0, sea € > 0 tal que B.(z) C A. Escoger

[Ed] x
ey < P < 1. Demostrar que 2 € B(z).

8. Sean E un espacio vectorial complejo y H un hiperplano real en F.
Demostrar que H N (iH) es un hiperplano complejo en E.

1.5. Teoremas de Banach-Steinhaus, de la apli-
cacion abierta y del grafico cerrado

Teorema 1.5.1. (Banach-Steinhaus; “Principio de la acotacion uni-
forme”). Sean E un espacio de Banach y (x})icr una familia en E' tal que
para cada x € E, la familia ((x,x})),., es acotada en K. Entonces, existe una
constante o > 0 tal que ||z}]| < o, para todo i € I.

Demostracion. Para ¢ € I, n € N sean
Fo;={z € E;[(z,2})| < n}

v, F, = Nier Fy, ;. Entonces, (F),) es una sucesién de subconjuntos cerrados de
E'y, por hipétesis, se tiene que £ = U2 | F,,. Como E es un espacio de Baire
(teorema 0,3,2), existe ng € N tal que int(F,,) # 0. Por lo tanto, existen
xo € Fry, v, € > 0 tales que Be(zg) C I, 0 sea,

€ Be(w), i € I = [{z, 2})| < no.
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Ahora bien, si x € E, x # 0, entonces (:co + ﬁ) € B(xg), luego Vi € 1,

€ €T €T
o = | (i) < (o )| + w21 < 2m
3] 3] 3]

4%, entonces se tiene que |(z,z})| < aflz||, para

Por consiguiente, si a =
todot e l. O

Corolario 1.5.1. Sean E un espacio de Banach y (f,) una sucesion en
E' que converge puntualmente a f (esto es, lim, . fu(x) = f(z), para cada
x € E). Entonces, f € E'.

Ejemplo 1.5.1. Sean E = (2, vy, f, : > — K, n € N, la forma lineal
definida por f,(x) = z,, si x = (z,). Entonces,

lim f,(x)=0
para cada x € (2. Sin embargo, |f.|| = 1, para cada n € N, luego (/f,)
converge puntualmente, pero no en norma, a la funciéon idénticamente nula.

Teorema 1.5.2. (Teorema de la Aplicacion Abierta) Sean E, F espacios
de Banach. FEntonces toda aplicacion lineal continua sobreyectiva
T:E — F, es una aplicacion abierta.

Demostracion. Para € > 0, sean

BP = {x € B[z < ¢}

B ={ye Fillyl <¢}
las bolas de centro cero y radio € de E' y F| respectivamente.

1. Demostremos que dado € > 0, existe 6 > 0 tal que Bf € T (BF). En
efecto, para cada n € N, sea €, = 557. Entonces, se tiene que

BBt
j=1

de donde, como T es sobreyectiva, entonces
F=T(E)=JJT(BE).
j=1
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Por lo tanto, como F' es un espacio de Baire, existe j, € N tal que
int(jnT (Beb;)) # (). Por otra parte, como

se sigue que int (T <B§ )) = (), luego existe un abierto no vacio V,,

fn
2

en F'talque V,, C T (B ) Por consiguiente, se tiene que

fn
2

T (BE) DT(BQ —T(Bg) DT(Bg) —T<Bgn) SV, =V,
n 2 2 2 2

y siendo V,, — V,, = Ugey,z — V,, un abierto en F' con 0 € V,, — V,,,
entonces existe 0 < d,, < % tal que

Bj c(V,—V,) CT(BE), neN (1)

Demostremos que

Bj C T (BF)
y por consiguiente, la afirmacién. Sea y € Bg ; entonces, por (1) para
n=1,y€eT (BE), luego Bf (y) NT (BE) # 0; sea x1 € BE con

|y —T(x1)|| < o

Tenemos, aplicando (1) para n = 2, (y —T(z1)) € T (BE), luego
BE (y —T(z1)) NT (BE) # 0; sea x5 € BE con

|y — T(x1) — T(x2)|| < d5.

Usando induccién y la relacién (1), se construye asi una sucesion ()
en F tal que ||z,|| <€, n €N,y

=) T(ay)

k=1

<O0py1, NEN (2)

Ahora bien,

oo oo €
Z“WSZ 22k+1:§<oo
k=1 k=1 k=1
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de donde se sigue que existe x € E tal que

f:xkzr}irgoixk:x (3)
k=1 k=1

Ademés, ||z]] < €, luego z € BE. Demostremos que y = T'(z) y por
consiguiente, y € T (BGE ) , lo cual queriamos demostrar. En efecto, por
ser T lineal y continua, y teniendo en cuanta (2) y (3), resulta que

-7l = -7 <nlirI;onk> ' _

= |ly— lim } T(ay)| =

k=1

y— Y Tlxr)

< lim (5n+1 =0
n—00

= lim

n—oo

IA

esto es, y = T'(z).

2. Sean U un abierto en E, y € T(U), x € U, y, € > 0 tales que y = T'(x),
y, & + BE C U. Por la parte 1, existe § > 0 tal que Bf c T (BF). Por
consiguiente,

y+ By CT(x)+T(BF)=T(x+BF) cT(U)

de donde T'(U) es abierto en F. Por consiguiente, T es una aplicacién
abierta. [

Corolario 1.5.2. (Teorema del isomorfismo de Banach) Sean E, F' espa-
cios de Banach. Entonces, toda aplicacion lineal, continua, biyectiva
T:E — F es un isomorfismo.

Corolario 1.5.3. Sean E,F espacios de Banach y T : E — F una
aplicacion lineal continua. Las dos condiciones siguientes son equivalentes:

1. R(T), la imagen de E por T, es un subespacio cerrado de F.

2. Existe una constante o > 0, tal que para todo y € R(T) existe unx € E
cony =T(z), y, =] <allyll.
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Demostracién. 1 = 2 : Si R(T) es cerrado, como F es completo,
entonces R(T') es completo, luego de Banach. Por el teorema, T : E — R(T)
es una aplicacién abierta. Por consiguiente, si B es la bola unitaria abierta
de E, entonces T'(B) es abierto en R(T"), de donde existe § > 0 tal que

{y € R(T);[lyll < o}y cT(B). (4)

Sean @« = 2 > 0, y € R(T), y # 0. Entonces, % € R(T), v,

2|l < 6, luego, por (4), existe = € £ con [l2]| < 1, tal que T() = 5%
Por consiguiente, si z = %Z, entonces T'(z) =y, v, |lz]| < aly|.

2 = 1 : Supongamos valida la condicién 2). Como T es continuo, en-
tonces N(T'), el nicleo de T, es un subespacio cerrado de F, y siendo E de
Banach, el espacio cociente E/N(T') es un espacio de Banach con la norma

]| = inf {{lz + yl;y € N(T)}

(Proposicién 1,2,4). La aplicacién

i =2+ N(T) € E/N(T) — T(i) = T(z) € R(T)

es lineal, continua y biyectiva (proposicién 1,2,6). Sea o como en 2) y de-
mostremos que

léll < o || 7 @) (5)

para todo & € E/N(T), o sea, que T-1 es continua, de donde resultard que
T : E/N(T) — R(T) es un isomorfismo, y siendo E/N(T) completo, en-
tonces R(T) también serd completo, luego cerrado.
Demostremos, pues, la desigualdad (5). Sea @ € E/N(T); entonces,
T (i) = T(z) € R(T), luego, por hipétesis, existe z € E tal que T(z) = T(z),
y’ ~
ol < all (@) = o |T'(@)| (©)

Ahora bien, B B
T(2)=T(z) =T(x) =T ()

luego Z = &, pues, T es inyectiva. Por consiguiente, teniendo en cuenta (6),
se tiene que

lall = 121l < 121l < o | T (@)
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esto es, ||Z|| < « “f(w)”, para todo & € E/N(T). Esto completa la de-

mostracion del corolario. [

Se sabe que si X e Y son espacios topoldgicos, siendo Y de Hausdorff, y
f X — Y es una aplicacién continua, entonces, G(f) = {(z, f(z));z € X},
el grafico de f, es un subconjunto cerrado del espacio producto X x Y.
La reciproca de este resultado no es valida, en general. Por ejemplo, sean
X =1[0,1,Y=R,y, f: X — Y la funcién definida as:

f(x):{ 5’, six#0

siz=0

Entonces, G(F) = {(z,1);0 <2 <1} U{(0,0)} es un subconjunto cerrado
el espacio producto [0,1] x R, pero f no es continua. En contraste, para el
caso lineal se tiene el siguiente

Teorema 1.5.3. (Teorema del grifico cerrado) Sean E., F' espacios de Ba-
nach, y, T : E — F wuna aplicacion lineal. St el grafico de T,
G(T) = {(z,T(x));x € E} es un subconjunto cerrado del espacio producto
E x F, entonces T es continua.

Demostracién. Ya que E y F' son espacios de Banach, asi también lo
es el espacio producto E x F, y como, por hipdtesis, G(T') es un subespacio
cerrado de E' x F, entonces es de Banach. Ahora bien, la aplicacion

(z,T(2)) € G(T) 2 Py(z,T(z)) =z € E
es lineal, biyectiva y continua, pues
1P (2, T (@) = llzll < | (2, T(2))]
luego, por el teorema del isomorfismo de Banach, su inversa
P71
€ E Pl (z) = (2,T(x)) € G(T)
es continua. Ademads, como la aplicacién
(z,T(x)) € G(T) % Py((z,T(z))) = T(z) € F

es continua, entonces T = Pyo P[' : E — F es continua. [
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Corolario 1.5.4. Sean E,F espacios de Banach yT : E — F una
aplicacion lineal con la siguiente propiedad:

Si (z,) es una sucesion en E, convergente hacia x € E, tal que
T(x,) — y en F, entonces y = T(x).

En este caso T es continua.

Demostracién. Sea (xg,y9) € G(T) C E x F un punto adherente al
grafico de T'. Entonces, existe una sucesion (z,) C G(T') tal que z, — (g, yo)-
Si z, = (2, T(2,,)) € G(T), n € N, resulta que

Lp — To, Y, T(xn) — Y

luego, por hipdtesis, yo = T'(xy), esto es, (xo,y0) € G(T). Por consiguiente
G(T) es cerrado, luego, por el teorema, T es continua. [

Definicién 1.5.1. Sean E, F' espacios normados. Se dice que una apli-
cacion lineal T : E — F es un operador cerrado cuando su gréafico G(T') es
un subconjunto (subespacio) cerrado del espacio producto £ x F.

Observacién 1.5.1.

1. El teorema del grafico cerrado implica el teorema del isomorfismo de
Banach, luego son equivalentes. En efecto, supongamos valido el teore-
ma del grafico cerrado y sean E, F' espacios de Banach, y, T : E — F
una aplicacién lineal continua biyectiva. La aplicacion

(z,y) € Ex F s (y,2) € Fx E

es un isomorfismo (isométrico) y como G(T') es cerrado (pues T es
continua), entonces G (T~!) = L(G(T)) es cerrado en F x E, luego,
por hipétesis, 7! : ' — E es continua.

2. Siuno de los espacios E¥' 6 F' no es de Banach, pueden existir operadores
lineales T' : EE — F' que son cerrados, pero no continuos, como se
muestra en los dos ejemplos siguientes.

Ejemplo 1.5.2. Sean E = C'0,1] el espacio de las funciones (reales
o complejas) continuamente diferenciables en el intervalo cerrado [0, 1], v,
F = (0, 1] el espacio de las funciones continuas (reales o complejas) también
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definidas en el intervalo [0,1], ambos espacios, £ y F, con la norma del
supremo:

IfII'= sup {[f(#)];¢ € [0,1]} .

Del teorema de Weierstrass se sigue que £ no es un espacio de Banach.
Ahora bien el operador lineal

JEE-T(f)=f€F

que a cada funcién continuamente diferenciable f le hace corresponder su
derivada f’, es cerrado pero no continuo. En efecto:

1. T es cerrado, pues si una sucesion de funciones diferenciables ( f,,) con-
verge a una funcién f, uniformemente en [0, 1] (o sea, si f, — f en el
espacio E) y la sucesion de sus derivadas (f!) converge a una funcién
g, uniformemente en [0, 1] o sea, si T(f,,) — ¢ en el espacio F', entonces
f es diferenciable y se tiene que f' =g (o sea, g = T(f)).

2. T no es continuo, ya que si f,(t) = t", ¢t € [0,1], n € N, entonces
|full =1y IT(fn)|| = n, para todo n € N.

Ejemplo 1.5.3. Sean (E,|.||) un espacio de Banach de dimensién in-
finita, y, (h;)icr una base de Hamel de E. Se puede suponer que ||h;|]| = 1,
para todo i € I. Se define en F otra norma ||.||; de la siguiente manera: Si
r € F, se tiene x = ¥;c1\;h;, en donde \; = 0 excepto para un nimero finito
de indices i € I; entonces, definimos

el =37 A

iel
Tenemos las siguientes afirmaciones:

1. Es inmediato que ||z|| < ||z]/1, para todo = € E, luego la aplicacién
identidad id. : (E, ||.|[1) — (&, ||-||) es un operador continuo.

2. El espacio (E, ||.]|1) no es completo. En efecto, sean {y1, 42, ..., Yn,...}
un subconjunto infinito enumerable de la base (h;),c; , v, Tn = X}, k%yk,
n € N. Entonces, de la convergencia de la serie 213111%2 se sigue que (z,,)
es una sucesiéon de Cauchy en E segin la norma ||.||1; sin embargo, (x,,)
no es convergente a ningin punto de E segin esta norma, pues si ex-
istiera z € E tal que lim,,_. ||z, — z||; = 0, entonces, por 1, se tendria
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que lim,, . |z, — z|| = 0, y por consiguiente, z = X732, 5y, enten-
diéndose la convergencia de la serie segin la norma ||.||;. Ahora bien,
x se expresa también en la forma: x = Az + ... + A\,2m, en donde

A1, ... A sOn escalares, v los z1,..., 2z, son elementos de la base de
: 1

Hamel (h;)icr. Se tiene entonces Y7 \jz; = Y72, 75Uk, lo que es ab-

surdo.

3. Es inmediato que la aplicacién identidad T : (E,|.||) — (E,||.|l),
T(x) =z, x € E, es un operador lineal cerrado con inverso continuo
(por 1)), de donde T no es continuo, pues de lo contrario seria un
isomorfismo y, como (E, ||.||) es de Banach, entonces (E, ||.||;) también
lo serfa, lo que es una contradiccién (por la parte 2)).

Definicién 1.5.2. Sean E un espacio vectorial y M, N subespacios lin-
eales de F. Se dice que E es suma directa de los subespacios M y N, lo cual
se denota ' = M & N, cuando

1. E=M+N, y 2. MnN ={0}.

La condicion 2 significa que la representacion de cada elemento de F
como suma de elementos de M y N, es unica. Si £ = M & N, entonces la
aplicacién P : E — E, P(x1+x5) = 1, x1 € M, x5 € N, tiene las siguientes
propiedades:

1. P es un operador lineal

2. P(E)=M, P7}(0) =N

3. PoP=P.

4. Para todo x € F, se tiene P(x) = z, si y solamente si x € M.
Reciprocamente, si P : E — E es un operador lineal tal que Po P = P,

entonces se tiene que £ = P(E) & P~1(0).

Definicién 1.5.3. Sea E un espacio vectorial. Se dice que una aplicacion
lineal P : EF — FE es una proyeccion en F si Po P = P.

Definicién 1.5.4. Sean E un espacio de Banach y M, N subespacios

lineales de E. Se dice que E es suma directa topologica de los subespacios M
y N cuando,
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1. E=M@N,y
2. M y N son subespacios cerrados.

En este caso, se dice también que M es sumando directo de E y que N es
complemento topologico de M.

Proposicion 1.5.1. Sea E un espacio de Banach.

1. St P : E — FE es una proyeccion continua en E, entonces ambos
subespacios M = P(E) y N = P~1(0) son cerrados en E.

2. Reciprocamente, si M y N son subespacios (cerrados) de E tales que
E es una suma directa topologica de M y N, entonces la proyeccion
en E (sobre M) P: E — E, P(xy + x9) = 21, x1 € M, x9 € N, es
continua.

Consecuentemente, la existencia de subespacios cerrados con complemen-
tos topologicos en un espacio de Banach E es equivalente a la existencia de
proyecciones continuas en F.

Demostracién.

1. Evidentemente, si P es continua, entonces N = P~!(0) es un subespacio
cerrado de F.

Demostremos que M = P(E) es cerrado en E. En efecto, sea x € M un
punto adherente a M. Entonces, existe una sucesion (x,) en M tal que
x, — x. Ahora, como z, = P(z,), n € N, y P es continua, entonces

resulta que
r = lim x, = lim P(z,) = P(z)

n—oo n—oo
esto es, P(x) = z, luego = € M.

2. Reciprocamente, supongamos que E es suma directa topoldgica de los
subespacios (cerrados) M y N,y sea P : E — FE la correspondiente
proyeccién de E (sobre M). Demostremos que G(P), el gréifico de P,
es cerrado en el espacio producto E x E, de donde, por el teorema
1,5,3, P es continua. En efecto, sea (z,y) € G(P) un punto adherente
al grafico. Entonces, existe una sucesion (z,) en F tal que z, — =z,
v, P(x,) — y. Por consiguiente, como P(z,) € M, n € N, entonces
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y € M. Ademés, como (z, — P(z,)) € N, n € Ny N es cerrado,
entonces resulta que x — y = lim,, ., (z, — P(x,)) € N. Por lo tanto,
r=y+(x—y) € M@ N, luego y = P(z), de donde (z,y) € G(P). Por
consiguiente, el grafico de P es cerrado, lo cual queriamos demostrar.
]

Observacién 1.5.2.

1.

Se mostrara en el pardgrafo siguiente (Teorema 1.6.4) que existen espa-
cios de Banach con subespacios cerrados que no son sumandos directos.

. Todo subespacio cerrado de un espacio de Banach E es sumando di-

recto si y sélo si F es isomorfo a un espacio de Hilbert H (teorema de
Lindenstrauss-Tzafriri [18]).

Ejercicios de la seccién 1.5

1.

Sean E un espacio de Banach, F' un espacio normado y (7});c; una
familia en L(£, F') tal que la familia (Tj(x)),.; es acotada en F, para
cada z € E. Demostrar que la familia (7;);c; es uniformemente acotada
en L(E, F) (esto es, que existe a > 0 tal que ||T;|| < «, paratodoi € I).

Demostrar que toda sucesion débilmente convergente en un espacio
normado F es acotada. M&s precisamente, si (x,) es una sucesién en
un espacio normado E tal que x,— x, entonces existe a > 0 tal que
l|zn]| < «, para todo n € N.

. Sean E un espacio de Banach y (¢,) una sucesién en E’ tal que ¢, 50

(o sea, ¢, (x) — 0, para cada = € E). Demostrar que (¢,) converge a
0, uniformemente en los subconjuntos compactos de F.

Sea (27,,,)(mn) una sucesién doble de formas lineales continuas en un
espacio de Banach E. Suponga que para cada m € N existe z,, € F
tal que la sucesion (<xm,x,§nm>)n no es acotada en K. Demostrar que

existe v € F tal que la sucesion (<.:1:, :z:’mn>)n no es acotada en K, para
ningun m € N (Principio de condensacion de las singularidades).

Sean E un espacio de Banach, F' un espacio normado, (7},) una sucesién
en L(E,F)yT:FE — F un operador lineal tal que

T (To(2), ¢) = (Tu(2), ¢/)

para cada x € F y cada i/ € . Demostrar que T' es continuo.
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6. Sea (av,) una sucesién de nimeros complejos tal que la serie X922, &,
es convergente, cualquiera que sea (&,) € ¢p. Demostrar que (a,) € (1.

7.

Sugerencia: Para cada n € N, defina f, : ¢¢ — C, de la siguiente
manera: f,(z) = XF_ o, si x = (&) € .

a)

Sean E un espacio de Banach y B : £ x E — K una forma
bilineal definida en F x E. Suponga que para cada x € E existe
p(z) > 0 tal que |B(z,y)| < p(z)|y|| para todo y € E, y para
cada y € F existe v(y) > 0 tal que |B(z,y)| < v(y)|/z|| para todo
z € E. Demostrar que existe o > 0 tal que |B(z,y)| < «afz| ||yl
para todo z € E y todo y € E. Sugerencia: Considerar las formas
lineales x € F +—— B(x,y) cuando y € E, ||y|| < 1.

Sea (a;;) una matriz cuadrada infinita tal que la serie doble
x0T 0

> > y&im; converge, cualesquiera que sean los elementos (&)
=0 j=0

y (n,) en £2. Demostrar que existe una constante o > 0 tal que

Z Z @ij&in;
=0 j

Jj=0

< alz|l2 yll2

para todo z = (§,) € * y todo y = (n,) € ¢ (teorema de
Hellinger-Toeplitz).

Sugerencia: Primero demostrar, con el método del ejercicio 1,5,6,
que si (¢;) es una sucesién de nimeros complejos tal que la serie
¥:20,&:¢; converge para todo (&;) € €%, entonces ((;) € 2.

8. Sea B : R? x R — R? la aplicacién definida por

a)

b)
c)

B((z1,72),y) = (21y, 2y).

Demostrar que B es una transformacion bilineal continua sobreyec-
tiva.

Demostrar que B no es abierta en el punto ((1,1),0).

Encontrar los puntos de R? x R en donde B es abierta.
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10.

11.

12.

13.

14.

Demostrar que no existe ninguna sucesién (c,) de nimeros complejos
con las siguiente propiedad:

Una serie infinita de numeros complejos ¥°°  a, converge absoluta-
mente si y solo si la sucesion (cpay,) es acotada.

Sugerencia: Suponga que existe una tal sucesién (c,) con ¢, # 0 para
todo n € N. Considerar la aplicacion

z = (2) € (° 5 T(z) = (ﬂ) el

Cn

Sean F, F espacios de Banach, y, T € L(F, F) una aplicacién lineal
continua sobreyectiva. Demostrar que si (y,) es una sucesién conver-
gente en F, entonces existe una sucesién (x,,) convergente en E, tal que
T(x,) = Yn, n € N.

Sugerencia: Suponga que y,, — yo en F. Sea g € E tal que T'(xy) = ypo.
Aplicar el corolario 1,5,3 a la sucesién (2,) = (Yn — o).

Sean E, F, H espacios de Banach, T' € L(E, H), S € L(F, H) y supon-
gamos que para cada x € E, la ecuacién T'(xz) = S(y) tiene una solucién
tnica y(z) € F. Demostrar que la aplicacién © € F —— y(z) € F
asi definida es un elemento de L(E, F).

Sugerencia: Aplicar el teorema del grafico cerrado.

Sean F un espacio de Banach y M, N subespacios cerrados de E tales
que £ = M + N. Demostrar que existe k£ > 0 tal que para todo x € FE
existen z € M, w € N con x = z +w y tales que ||z|| + ||w| < k=]

Sugerencia: Considerar la aplicacion

(z,w) € M X N — T((z,w)) =z +w € E.

Demostrar que en un espacio de Banach E todo subespacio lineal de
dimension finita tiene un complemento topolégico.

Sean F, F' espacios de Banach y 7" : E — F un operador lineal.
Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes:
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a) T es continuo.
b) T: E, — F, es continuo.
c) T: E — F, es continuo.

(Si E es un espacio normado, entonces E, denota el espacio E dotado
de la topologia débil o(E, E')).

15.  a) Demostrar que en un espacio de Banach F todo subespacio cerrado
M de codimensién finita (esto es, tal que dim(F /M) < o) tiene
un complemento topolédgico.

b) Sean E, F espacios de Banach,y T € L(E,F). Demostrar que
T : E, — F es continuo si y sélo si dim(7'(E)) < oo.
Sugerencia: SiT : E, — F es continuo, entonces existen elemen-
tos o}, x4, ..., x! en E tales que

v e {z € E;[{a,2})| < 1} = | T(2)]| < L.
=1

Sea M =N, {z € E;(z,z;) = 0}; demostrar que

dim(E/M) < oco. Usar la parte a). Para la reciproca, si
dim(T'(E)) < oo, entonces T(F), = T(E). Aplicar el ejercicio
anterior.

16. a) Si P es una proyeccién continua no nula en un espacio de Banach
E, demostrar que ||P]| > 1.

b) Sean P, () proyecciones continuas en un espacio de Banach E tales
que PQ = QP y P # Q. Demostrar que ||[P — Q| > 1.

1.6. Aplicaciones y ejemplos

1.6.1. Funciones holomorfas

Definicién 1.6.1. Sean E un espacio de Banach complejo, €2 un abierto
de Cy f:Q — FE una aplicacién.

1. Se dice que f es débilmente holomorfa en 2 si la funcion
z2€Qr— (f(2),2") e C

es holomorfa en €, para todo 2’ € E’.

147



2. Sedice que f es fuertemente holomorfa en €1 si el limite lim,_, ,, %ﬁém)

existe en E, para todo zy € €. En este caso, dicho limite se denota por

f'(20).

Es claro que toda funcién fuertemente holomorfa es débilmente holomorfa.
La reciproca también es verdadera, como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 1.6.1. Sean E un espacio de Banach complejo y () un abierto de
C. Entonces, toda funcion débilmente holomorfa f : Q) — E es fuertemente
holomorfa.

Demostracion. Sean zyp € Q y x, = %:fézo) € E, n € N, en donde
(z,) es una sucesién en € tal que z, # zo, n € N, z, — z. Si para cada
n €N, z, € E C E" es la imagen de z,, por el isomorfismo isométrico
canénico del espacio E sobre el subespacio (cerrado) E de E” (proposicién
1,3,6), entonces se tiene que para 2’ € E’,

(@70} = G, = L Lab ) = ). ) N

Ahora bien, por hipétesis, el limite del dltimo término de esta igualdad
(1) existe y es igual a la derivada (compleja) en el punto zy de la funcién
z € Qv+ (f(2),2") € C. Por consiguiente,

lim (a', %) = - [(7(2),4)]._., )
n—00 z
para cada 2’ € E’. Por lo tanto, el teorema de Banach-Steinhaus implica que
existe una constante a > 0 tal que ||z, || = ||Z,| < «, para todo n € N, luego
la funcion ,
v € B 2" (2)) = lim (2/,7,) € C (3)

n—oo

es una forma lineal continua sobre E’. Ademés, tenemos que

1(zn) = F(20)ll = [I(zn = 20) | = [Tl [20 = 20| < ]z = 2]

de donde f(z,) — f(20) cuando n — oo. Por consiguiente, f es continua en
zp. Se sigue que toda funcion débilmente holomorfa es continua.

Sean p > 0 tal que D = {z € C; |z — 2| < p} C Q© y n € N suficiente-
mente grande tal que |2z, — 29| < §. Usando la férmula integral de Cauchy y
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teniendo en cuenta (2) y (3), se tienen las siguientes igualdades:

Uy = 50 [ Y©.2) 4

i op &~ 7Zn
)y = 5 [ U
room L <f(€)’x/>
) = 5 ] e

para =’ € F’, luego, por (1), se tiene que
<$/’§n _ x//> —

1 1 1 1 1 oo
= iyl ) e Y@=

= L (2n — 20) $,
- 2mi oD (f — Zn>(§ _ ZO)Q <f<€>7 >d£

para cada ' € E'. Por lo tanto, puesto que

p_p
— Zp| 2 - I >p—z =3
€ — 2al 21§ — 20| — |20 — 20] > p 5 = 3

se sigue que

- a
(@, 20 — 2")| < 5,8/~ % [E4l
para todo ' € E’, en donde a = sup {||f(£)||; € € OD}. Por consiguiente,

~ a
I, — 'l < 575 — o

luego la sucesién (z,,) C E converge a z” en el espacio E”, y siendo E cerrado,

entonces x” € F, esto es, existe x € F tal que 2”7 = x. Por lo tanto, se tiene

que

lon = || = 170 — 2| = |70 — 2"

de donde x,, — x en F, esto es, f es fuertemente holomorfa.

1.6.2. Series de Fourier

Sea £ = C,[0,27] el espacio de todas las funciones reales continuas
f :10,27r] — R tales que f(0) = f(27), dotado de la norma del supre-
mo: || f|| = sup|f(t)|;t € [0,27]. Cualquier funcién f € E se puede extender
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periédicamente, con un periodo 2w, a todo R. Por consiguiente, F es el es-
pacio de las funciones reales continuas f : R — R de periodo 27.
Para f € E, los nimeros

Qg = % 027r f(t)dt )
ag = = OQF f(t)coskt dt, k> 1 (4)
be = L [P f(t)senkt dt, k>1 |

7 Jo

se llaman los coeficientes de Fourier de la funcion f € E. La serie

ap + Z{akcoslm +bpsenkx}, zeR
k=1

se llama serie de Fourier asociada a f; usaremos la notacion:

f(z) ~ag+ Z{akcoskx +bgsenkx}, z€eR
k=1

En lo que sigue mostraremos que para todo = € [0, 27| existe una funcién
real, continua, periddica, de periodo 27w, f € E tal que su serie de Fourier
diverge en el punto x. En efecto:

1. Si

n
Sn(fix) =ag+ Z(ak cos kx + by sen kx) (5)
k=1
es la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier de f € F en el punto
T, entonces

Sfiv) =5 [ fa= 0D (0 )

en donde

_ sen [1(2n +1)¢]

D,(t) = (nticleo de Dirichlet) (6')

t
sen 3

150



En efecto, substituyendo (4) en (5), resulta que

Sn(f;x):%/Wf(u){%%—Zcosk(x—u)}du (7)
0 k=1

Ahora bien,

1 < sen [1(2n +1)(z — u)]
- klr —u) = 2 8
2+ZCOS (=) 2sen 5(z — u) (8)
pues
1 - 1k - 1k Hntl) 1 —
St = S4) M -1= T~ 3=
k=1 k=0
e’("+%)0 |
B ¢l — e~i% 2
26 (n3)0 _ =15 _ ¢if
2 [eiz —e 22}

ei(n+3)0 _ Cosg

27 sen g

e igualando las partes reales de esta igualdad, con § = x — u, se obtiene
la igualdad (8).

Substituyendo (8) en (7) y haciendo el cambio de variable ¢t = z — u,
se tiene que

S0 =5 [ s opia )
Cor
en donde D, (t) es el nicleo de Dlrichlet (6). Entonces,
1 =27
s.0) = 5 - [ se-onata— [ - opod] -

- %/f(:p—t) dt+/ flz=t)D ()}
- %/fx—t dt+/ flx =)D )]

= 5 i f(:p—t)Dn(t)dt
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—2r x — 27 0 x 27

siendo la penultima igualdad consecuencia del hecho de que tanto f
como D,, son funciones periddicas, de periodo 27. Tenemos entonces la
igualdad (6). (Ver la figura).

. La forma lineal en F

1 2m
un:fEEr—>Sn(f;:v):2— flz —t)D,(t)dt
T™Jo
n € N, es continua y
1 2m
= — D ={p. 1
il =52 [ 1Dat0lt =, (10)

(El niimero /,, se llama la n-ésima constante de Lebesgue).

En efecto, es inmediato, que si |f(z)| < 1, para todo = € [0, 27] (esto
es, si ||f|| < 1), entonces, |u,(f)| < €, luego ||u,| < £,, n € N. Por
consiguiente, para demostrar (10), es suficiente mostrar que para todo
e > 0 existe g. € F tal que ||g.|]| <1y |u,(ge)| > ¢ — €. Ahora bien, los
puntos en donde D, (t) = 0 (n € N), son de la forma t = 225:17 ke Z.

Para 0 < 0 < 5,75 se define la funcién f; € E' de la siguiente manera:

« 2kmw 2(k+1)m
() :{ sgnDy(z —y), sigm +d<r—y< S5 —9§

lineal, si 23:37:1 —d<z—y< K 4§

2n—+1
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Am
2n+1 + 0

en donde sgné = &, si € # 0. Es claro que || f5|| = 1. Ademss,
€]

27
wnlfs) = o / f5( — ) D, (t)dt =
1 2n

2(k+1)m _s
2n+1

- fs(w — t)Dy(t)dt

2 ) e
1 n 2%1]?1 +9
+ % " fg(SL’ — t)Dn(t)dt,
k=0 QnII =

de donde se obtiene que

2n 2km +

1 nt1
)l = b= 2> [

2k
k=0 2nf1 =

2
|D,(t)|dt > €, — —6(271 +1)?
s

en donde la ultima desigualdad se sigue por el hecho de que
|D,(t)] = [1+2>;_, coskt] < 2n + 1. Tenemos que dado € > 0, se
puede encontrar g. € E con ||g|| = 1y tal que |u,(gc)| > £, — €. Por
consiguiente, ||uy,|| = ¢,.
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3. Demostremos que lim,,_,, £, = co. En efecto,

1 2

o — sen%(?n—i—l)t‘d

1
sen 2t

2m Jy
_1/”
_7To
1/7r
Z_
™ Jo

sen(2n + 1)t
sent
sen(2n + 1)t
t

‘dtz (sent <t,si0<t<m)

-

2n (k+1)m
1 2nF1 2 1)t
_ _Z/ sen(n—i—)‘dtZ
& k=0 2511 ¢
2n (k+1)w
1 2n+1 2n+1
k=0 PrEs)
2n k+1)m
1 1 /<
= _22— | sent|dt =
Vs —0 k + 1 L
2 &L 1
= — — 00
2 k+1 ’

luego lim,, o £,, = 00.

4. Asi, (u,) es una sucesién de formas lineales continuas en E tal que
sup,, ||u,|| = oco. Por consiguiente, por el teorema de Banach-Steinhaus,
existe f € E tal que la sucesion (u,(f)) no es acotada, esto es, la serie
de Fourier de f en el punto x es divergente.

Observacién 1.6.1. Usando el teorema de Banach-Steinhaus, se puede
demostrar atn més (Ejercicio 1,6,1): dado un conjunto enumerable
A C [0,27], existe una funcién continua cuya serie de Fourier diverge en
todos los puntos de A. De hecho, hay funciones continuas cuyas series de
Fourier divergen en conjuntos no enumerables, de segunda categoria y den-
sos en [0,2x]. Por otra parte, Carleson [3] demostré que para toda funcién
f € C,[0,27], el conjunto de los puntos de [0, 27| en donde la serie de Fourier
de f no converge, tiene medida (de Lebesgue) nula.
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1.6.3. Subespacios cerrados de /! que no admiten com-
plemento topoldégico
Teorema 1.6.2 (Banach). En el espacio (' toda sucesién débilmente con-

vergente es fuertemente convergente. Mas precisamente, para toda sucesion
(™) en €', y todo x € (*

M gy — H:c(m) - xH — 0.

Demostracién. Es suficiente demostrar que z(™— 0 implica 2™ — 0.
Supongamos, por reduccion al absurdo, que existe una sucesion (x(m)) en
¢ tal que
M0, y, Hx(m)H —— 0.

Entonces, existen ¢ > 0 y una subsucesién (m(mk)) de (I(m)) tales que

[e.9]

Dol = [z > e, (11)
n=1

para todo k£ € N. Vamos a demostrar que existe una sucesion
v=(v,) € £ = (L), tal que

<a:(mk),v> = Zvnxf{”’“) —+- 0, (k— o0)
n=1

lo que nos dara una contradiccién. En efecto,

1. Sea ny € N tal que

[e.9]

> < £ a2

n=ni+1

Por lo tanto, teniendo en cuenta (11), se obtiene que

ni 00 0 4
Z ‘l’;ml)| = Z ’:U%ml)‘ — Z |w7(1m1)‘ > <€ (13)
n=1 n=1 n=ni1+1
Escogemos ahora nimeros complejos vy, v9, ..., v,, tales que
vn] =1, y, vpal™) = |2{™)] (14)
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para n = 1,2,...,n;. Cualesquiera que sean los valores de v, € C con
lun| =1, n > ny, y teniendo en cuenta (12), (13), (14), resulta que

0o ni [e%)
Zvnw%ml) > Zvnx,(lml) - Z V™| >
n=1 n=1 n=ni+1
ni 00
> Z |:L’£Lm1)‘ — Z |:z:,(1m1)‘ >
n=1 n=ni+1
- 3
—€.
5
2. Como 2™ —— 0 (m — o), entonces
z{m) — 0 (k — o0) (15)
paran =1,2,..., luego existe my, > m; tal que
ny
S falme)| < £ (16)
5
n=1
Sea ny > ny tal que
(o)
3 o) < € (17)
5
n=ns+1
Anélogamente, como en (13), se sigue que
| (m 4
Z 3:7(1 r2) > —¢ (18)
5
n=1
de donde, por (16), se obtiene que
ng na ni
(mee)| = (mea) | _ (mea) 3 19
>0 fplmead] = 3| = 3™ > 2 (19)
n=ni+1 n=1 n=1
Escogemos nimeros complejos vy, 41, Uny 42, - - -, Un, tales que
ol = 1, , vl = o) (20)
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paran =n;+1,n1+2,...,ny. Cualesquiera que sean los valores v,, € C
con |v,| = 1, n > ngy, y teniendo en cuenta (17), (18), (19) y (20), se
obtiene que

i Unxv(mmk2)
n=1

1 n o0
> ,Unxr(Lka) + > Unxv(mmk2) + > Unl‘SLmIQ)
n=1

n=ni+1 n=nzs+1

>

n2 ni 0
> [ 3 wad™)| <[ el™ < | S vl >
n=ni+1 n=1 n=na-+1
n: n [e.e]
N B 3 T B ol M P
n=ni+1 n=1 n=ns+1

. Efectuamos el paso siguiente en la construccion de la sucesion
(v) € €.

Por (15), existe my, > my, tal que

n2

) )| < € (21)
5
n=1
Sea n3 > no tal que
| my)| €
2 :

n=n3z+1

Andlogamente como en (13) o (18), se tiene que

| (m 4
S|l > 2
n=1
de donde, por (21), resulta que
n3
. 3
> NSNS =€ (22)
n=no+1
Escogemos nimeros complejos vp,+1, Uny+2, - - - » U, tales que
0l = 1, 3, vaat™) = o) (23)
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paran = ns+ 1,ns+ 2,...,n3. Cualesquiera que sean los valores de v,
con |v,| = 1, n > ng, y teniendo en cuenta (21), (22) y (23), se sigue
que

(o)
Z vn‘%.?(],mkg)
n=1

no ns o0
Zvn%(tmkg)ﬂt >, o > onzd™)| >
n=1

n=ns+1 n=ns+1

€
5 .

4. Continuando este proceso, se construyen una sucesiéon v = (v,,) € (*y

una subsucesién (x(m"z)) de (x(mk)) tales que

om0} =

(o]
Z Unxq(zmk)
n=1

Por consiguiente, x(m’%)% 0 (i — 00), de donde (™) —/~ 0 (k — o),

lo cual queriamos demostrar. []

€ .
> - para todo 1.

Corolario 1.6.1. En (! toda sucesién de Cauchy en el sentido débil lo
es también en el sentido de la norma.

Demostracién. Sea (x(m)) una sucesién en £ que es de Cauchy en el
sentido débil, pero no en el de la norma. Entonces existen € > 0 y sucesiones
(ng), (my) tales que

Hx(nk) _ x(mk)Hl > e

para k =1,2,..., de donde, procediendo como en el teorema, se tiene que

Por otra parte, como la sucesion (x(m)) es de Cauchy en el sentido débil,
entonces z(™) — (M) — 0 (K — 00), lo que es una contradiccién. [

Corolario 1.6.2. El espacio (' es débilmente secuencialmente completo,
esto es, toda sucesion de Cauchy en el sentido débil en (', es débilmente
convergente.

Corolario 1.6.3. Si 1 < p < o0, entonces P no puede ser isomorfo a
ningiin subespacio cerrado de (.
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Teorema 1.6.3. Todo espacio de Banach separable E es isomorfo a un
espacio cociente de (*.

Demostracién. Sea (z,) una sucesion densa en la bola unitaria de FE.
La aplicacion

(=) el T() = Man € E
es lineal y continua, pues [|T(¢)|| < |[¢]|1, para todo ¢ € ¢'. Ademas, T es

sobreyectiva. En efecto, sea x € E con ||z|| < 1. Demostremos, por induccién,
que existe una subsucesién (z,,) de (z,) tal que

k
Z

para k = . Para k =1 : Como ||z|| < 1, entonces existe z,, tal que
|z — 2, || < luego (24) es valida para k = 1. Supongamos por induccion,
que la de&gualdad (24) es vélida para k € N. Entonces, multiplicando ambos
lados de esta desigualdad por 2, resulta que

S|
k k§
=1

luego existe @y, ., N1 > ny, tal que

1
ok

< (24)

U 1
k
-2 Z%xm—xnkﬂ 5
i=1
esto es,
k+1
1 1
7= D | < g
i=1

Ahora bien, (24) implica que

o0

227, 1Eni

=1

y por consiguiente, x = T'((), en donde ¢ € (. Se sigue que T'(¢') contiene
la bola unitaria de E, luego T' es sobreyectiva.
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Por consiguiente, por el Teorema de la Aplicacién Abierta, T : /' — E
es un homomorfismo topolégico sobre E, luego si H = N(T) (= T1(0)),
entonces F es isomorfo al cociente ¢'/H (proposicién 1,2,6,2). [

Teorema 1.6.4. Existen subespacios cerrados de (' sin complemento
topologico.

Demostracién. Sea E un espacio de Banach separable que no es isomorfo
a ningin subespacio de ¢! (corolario 1,6,3 del teorema 1,6,2).

Por el teorema 1,6,3, existe un subespacio cerrado H de ¢! tal que E es
isomorfo a ¢*/H : E ~ (*/H. Este subespacio cerrado H de (' no posee
complemento topolégico en (1. En efecto, si existiera un subespacio cerrado
M de 0, con (' = M @ H, entonces, (*/H ~ M, de donde E ~ M, lo que
seria una contradiccién. [

Ejercicios de la seccién 1.6

1. Sea (x,) una sucesién de puntos del intervalo cerrado [0, 27]. Demostrar
que existe una funcién continua periddica, de periodo 2x, f € C,[0, 27|
tal que su serie de Fourier diverge en todos los puntos x,, n € N.

Sugerencia: Usar el ejercicio 1,5,4.

1.7. Operadores adjuntos

Teorema 1.7.1. (y Definicion). Sean E,F espacios de Banach y
T € L(E,F) un operador lineal continuo de E en F. Entonces, existe un
tnico operador lineal continuo T" € L(F', E') tal que

(z,T'(y)) = (T(x),y)
para todo x € E y todo 3y € F'. Ademds, la aplicacion
T e LB, F) % ¢(T) =T € L(F, E)

es un isomorfismo isométrico sobre su imagen.
El operador T' se llama operador adjunto de T.

Demostracién. Se define el operador lineal y' € F’ AN (v') € E', por
la formula:
(2, T'(y)) = (T(2),y"), z€E.

Se tienen las siguientes afirmaciones:
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1. El operador T” estd bien definido, esto es, T'(y') € E', si y € F'. En
efecto, si ¢y € F’, entonces

[z, T'(y')| = KT(2), ") < (T ') [l

para todo x € F, de donde T'(y') € E'.
|

/
Ademés, se tiene que [|T"(y")|| < [[T| [ly'[], para todo y" € F", luego

T € L(F', E').

2. Demostremos la unicidad del operador T”. Sea S € L(F’, E') otro ope-
rador con la propiedad de que

(x,S(y")) = (T(x),y)

para todo x € E y todo ¢y € F’. Entonces,

(2, 8(9)) = (T(x),y") = (x,T'(y))

paratodoz € E ytodoy' € F’', luego S(y') = T'(y'), para todo y’ € F’,
estoes, S="1T".

3. La aplicacion
Te LB, F) % ¢(T) =T € L(F, E)
es lineal. Ademds, por 1) se tiene que [|[¢(T)| < ||T|, de donde ¢ es
continua.
Demostremos que ¢ es una isometria sobre la imagen. En efecto,
17|} = sup [[T(z)| = sup sup [(T'(x)y)| =

[[=f|<1 =<1 [y [ <1

= sup sup [(z,7T(y"))| <
l2l|<1 ||y’ | <1

< sup [[T'()Il = [[T"]]-
lyl<1

Por lo tanto, ||¢(T)|| = ||T||, para todo T' € L(E, F'). Esto completa la
demostracion del teorema. [l

161



Ejemplo 1.7.1. En general la aplicacion
T e L(E,F)v+%s ¢(T) =T € L(F', E')

no es sobreyectiva. En efecto, sean £ = F = ¢y; entonces E' = F' = (', El
operador,

y — (yn) € El i} S(y) = (Zyn’y2’y3’...> c 61
n=1

es lineal y continuo, esto es, S € L({'), pues

> tn
n=1

para todo y = (y,) € ¢'. Sin embargo, no existe ningin 7 € L(cy) tal
que T" = S. En efecto, supongamos, por reduccién al absurdo, que existiera
T € L(cg) con T" = S. Sea x = (x,,) € ¢o tal que x; # 0. Entonces,

1Sl =

+ > lyal < 2llyllx
n=2

<T(l’),y> - <$,S(y)> = I (Zyn> +.T2y2 + ... =

n=1

= iy + (@ + )y + (T )Y+
para todo y = (y,,) € ¢!, luego
T(x) = (x1,21 + X2, 21 + T3, ..., T + Ty, .. .)

de donde, como lim,,_,« (21 + x,) = 1 # 0, tendriamos T'(z) ¢ ¢y, lo que es
una contradiccién.

Proposicién 1.7.1. Sean E, F espacios de Banach yT € L(E, F). El se-
gundo adjunto T" € L(E",F") deT es una extension de T'. Si E es reflexivo,
entonces T" =T

Demostracién. Sea ¢ : E — E” ¢(x) = 7, la aplicacién canénica de
E en su bidual E”.
El segundo adjunto de T es el operador

" c E" T T”([L’”) c B
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en donde (y',T"(2")) = (T'(y'), 2"}, para todo y' € F'. Para cada = € E, se
tiene que

W, T @) = (T'W). 3 = (@, T'() = (T(@),y) = (v Tx)
para todo y' € F'. Por consiguiente, 7"(Z) = /@/)), para todo z € E. Si
identificamos E con E y F con F, entonces resulta que T"(x) = T'(x), para
todo x € E, estoes, T" D T.
Consecuentemente, si E es reflexivo, entonces 7" =T. [

Lema 1.7.1. Sean E,F,G espacios de Banach, T € L(E,F), y,
S € L(F,G). Entonces se tiene: (SoT) =T 05".

Demostracion. Una simple verificacion. [

Proposicién 1.7.2. Sean E, F espacios de Banach. Entonces, un ope-
rador T € L(E,F) es invertible si y solo si su adjunto T" € L(F',E') es
wnvertible. En este caso, se tiene

(771 = (1) "

Demostracién. Supongamos que 7T es invertible. Entonces, existe el ope-
rador inverso 7! € L(F,E) de T, y, T"* o T = I (aplicacién idéntica
de E), T o T7' = Ir; tomando adjuntos, obtenemos: 7" o (T') = Ip,
(T71Y o T" = Ipr. Por lo tanto, T" es invertible, y, (T")~* = (T').

Reciprocamente, si 1" es invertible, entonces también lo es T”, esto es,
T" : E" — F” es un isomorfismo.

Sean ¢ : E — E" y ¢ : FF — F" las aplicaciones canénicas de F y F
en sus respectivos biduales E” y F”. Por la demostracién de la proposicion
1,7,1., vale la siguiente igualdad:

T"(¢(E)) = (T (E)),

y como ¢(FE) es un subespacio cerrado de E”, entonces se sigue que ¢(7T'(E))
es un subespacio cerrado de F”, luego T'(F) es un subespacio cerrado de F'.
Demostremos que T'(E) = F. Supongamos que T(E) # F. Entonces, como
T(E) es cerrado, existe y' € F', y' # 0, tal que (T'(E),y’) = {0} (teorema de
Hahn-Banach). Por consiguiente,

(2, T'(y')) = (T'(2),y) =0,
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para todo = € F, luego T"(y’) = 0, de donde y' = 0 (pues 7" es inyectivo), lo
que es una contradiccién. Por lo tanto, T'(F) = F', esto es, T es sobreyectivo.

Ademads, como T"o¢ es inyectivo, también lo es 1oT’, luego T es inyectivo.
Se sigue que T es un isomorfismo. [

Proposicién 1.7.3. Sean E| F espacios de Banach yT € L(E,F). En-
tonces, se tienen las siguientes propiedades:

1. N(T) = “R(T")

Demostracién. Las propiedades 1) y 2) son de inmediata verificacién.
3) Por la proposicién 1,3,4,2, se tiene que

H(R(T)") = [R(T)] = R(T),

de donde, por 2), resulta que R(T) = *N(T").
4) Sea x’ € R(T") C E'. Entonces, existe 3y € F” tal que 2’ = T'(y/). Por
consiguiente,

<IL‘,CL’,> = <:L',T,(y/)> = <T(fl]),y,> =0
para todo x € N(T), luego 2/ € N(T)*. Se sigue que R(T') C N(T)*. O

Corolario 1.7.1. Sean E,F espacios de Banach, y, T € L(E,F). En-
tonces:

1. El operador adjunto T" de T es inyectivo si y sdlo si R(T) es denso en
F.

2. El operador T' es inyectivo si sdlo si R(T") separa los puntos de E.

Demostracién. La parte 1) del corolario es una consecuencia inmediata
de la parte 2) de la proposicion.

Demostremos la parte 2). Supongamos que T es inyectivo. Si z, y son dos
elementos de E con x # y, entonces T(x — y) # 0, esto es,
r—y & N(T) = +R(T’), luego existe ' € R(T") tal que (z —y,2') # 0,
esto es, (x,2') # (y,2'). Por lo tanto, R(T") separa los puntos de E.
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Reciprocamente, supongamos que R(7”) separa los puntos de E, y sea
x € E, x # 0. Entonces, por hipétesis, existe ' € R(T") tal que (z,2) # 0.
Siaz'=T'(y") con y € F', entonces

(T(x),y') = (., T'(y)) = (z,2) #0,

de donde T'(x) # 0. Por consiguiente, T' es inyectivo. [

Ejemplo 1.7.2. En general, R(T") # N(T)*. En efecto, sean F = (!,
F=cy,y, T: " — ¢ lainclusién: T(z) = z, z € (*. Entonces, se tiene que

N(T)* = ¢=.

Por otra parte, 7" : £ — (*° es la inclusién, T"(x) = x, x € ¢'. Por consi-
guiente, R(T") = (*. Demostremos que ¢* # (> (la adherencia siendo tomada

en la topologia de (), luego R(T") # N(T)*. Si 20 = (1,1,...,1...) € (=,
entonces para todo y = (y,) € (1,

ly — 2°|oc = sup |yn — 1| > |y — 1]

para todo k € N. Por consiguiente, haciendo k — oo, se obtiene que
ly — 2% > 1, para todo y € £, luego 2 ¢ (. Sin embargo se tiene la
siguiente proposicion

Proposicién 1.7.4. Sean E,F espacios de Banach y T € L(E,F). Si
R(T) es cerrado, entonces R(T") también es cerrado y vale que

R(T') = N(T)™.

Demostracién. Por la parte 4) de la proposicién 1,7,3, se tiene que
R(T") € N(T)*.

Demostremos que N(T)+ C R(T"), de donde saldrd entonces la proposi-
cién. En efecto, sea 2’ € N(T)* C E'. Se define ¢, : R(T) C F — K por la
féormula

vo(y) = {x,2")

siy=T(x), x € E. Se tienen las siguientes afirmaciones:

1. y{ estda bien definida. En efecto T'(z1) = T'(x2) equivale a decir que
(x1 —x9) € N(T), y en este caso (v1,2') = (x9,2').
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2. Obviamente, y; es lineal. Ademads, y; es continua. En efecto, como R(T)
es cerrado, entonces existe o > 0 tal que a todo y € R(T') corresponde
un z € E, con y = T(x), tal que

2]l < eyl

(corolario 1,5,2 del teorema 1,5,2), y por lo tanto se tiene que

lyo () = [z, 2)] < all=’[| flyll,

de donde yj es continua en R(T) C F (v, ||yl < «af|2’]]), luego, por el
teorema de Hahn-Banach, existe v/ € F” tal que 3’ D y(. Ahora bien,

(2, T'(y")) = (T(2),y) = (T(2),yo) = (x,2"),
para todo = € E, luego 2’ = T'(y') € R(T'), lo que querfamos de-
mostrar. [

En [5], teorema 4, §6, Cap. VI, se muestra que si R(T") es cerrado,
entonces también lo es R(T).

Definicién 1.7.2. Sean FE,F espacios de Banach, (7,) una sucesién en
L(E,F),y, T € L(E, F).

1. Se dice que la sucesién (7),) converge débilmente (en el sentido de op-
eradores) a T, lo cual se denota por T,,— T, si

lim (T, (x),y") = (T(x),y'),

para todo x € E y todo ¢y € F".

2. Se dice que la sucesién (T;,) converge fuertemente® (en el sentido de
operadores) a T, lo cual se denota por T,, — T, si

lim |[T,,(x) = T(2)] = 0,

n—oo

para todo x € E.

60 también, puntualmente
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3. Se dice que la sucesién (7},) converge uniformemente a T, lo cual se
denota por T,, = T, si

lfm || T, — T = 0

Es facil ver que la convergencia uniforme implica la convergencia fuerte,
y que esta ultima implica la convergencia débil.

Sin embargo, las implicaciones reciprocas, en general, no valen, como
muestra el siguiente ejemplo

Ejemplo 1.7.3.

1. La convergencia fuerte de operadores no implica la convergencia uni-
forme. En efecto, sean £ = F = (2,

T,:x=(v;) € 2 T,(2) = zpe, € 6%, nEN,

y T = 0 el operador idénticamente nulo. Entonces, ||T,(z)[ls — 0,
para todo = € £2, esto es, T),, — 0.

Por otra parte, |T,|| =1 -~ 0, esto es T,,=~ 0.

2. La convergencia débil (en el sentido de operadores) no implica la con-
vergencia fuerte. En efecto, scan £ = F = (2,

T, :x=(x) € 12— T,(z) = (0,0,...,(T),x1,x2,...) e’ neN,

y T'= 0 el operador idénticamente nulo. Entonces,

y') = Z LkYn+k-
k=1

para z = (x3) € 2,y = (yx) € €%, de donde, por las desigualdad de
Holder, se obtiene:

[(T(x),y)] < IISL‘H2<Z ka|2) —0  (n—00),

k=n+1

para todo z = (x;) € (? y todo v = (yx) € % Por consiguiente,
T,— 0. Sin embargo, si © # 0, | T.(x)||2 = [|z|l -~ 0 (n — o0), de
donde T, -~ 0, n — oc.
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Ejemplo 1.7.4. Una sucesién (7},) en L(E, F) puede ser fuertemente
convergente (en el sentido de operadores) a un operador 7' € L(E, F') y sin
embargo, la sucesién de sus operadores adjuntos (7)) puede no ser fuerte-
mente convergente (en el sentido de operadores) a T". En simbolos,

T, —T=T —T.
En efecto, sean F = F = (2,
T, x = (z3) € 2+ T,(x) = (Tpsj)j>1 € 2, n €N,
y T'= 0 el operador idénticamente nulo. Entonces,

[e.9]

1T ()]l2 = < > |ka|2) — 0 (n—o0)

k=n-+1
para todo x = (1) € (2, o sea, T, — 0. Por otra parte,
T?’,L : y/ = (yk) e 62 — T;L(y/> = (0707"'79’y17y27"‘) E 627 n e N7
luego, si y' # 0, |T5,(y)|l, = |¥/ll2 = 0 (n — o0), de donde T}, -~ 0.

Proposicion 1.7.5. Sean E, F' espacios de Banach, siendo E reflexivo.
Si una sucesion (T,,) en L(E, F) converge débilmente (en el sentido de ope-
radores) a un operador T € L(E,F), entonces la sucesion de los adjuntos
(T!) converge débilmente (en el sentido de operadores) a T".

Demostracién. Sean y' € F'| y 2" € E”. Existe z € F tal que x = 2”.
Ahora bien,

(T(), 2") = (2, T,(y) = (Tu(x),y) -

Por consiguiente,

lim (7}, (), 2") = (T'(x),y') = (=, T'(y)) = (T"(¢), ")

n—oo

para todo ¢y’ € F' y todo 2" € E”. Por lo tanto, T/ — 0. [

Observaciéon 1.7.1. Si E no es reflexivo, lo anterior puede no ser cierto:
Sea T}, : ¢co — ¢, definida asi : T),(x) = x,e;. Se tiene

T :y = (y) €' — T.(¢) =y1e, €4, neN.
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Por consiguiente, si ¢’ = (yx) € ¢ con y; #0,y, 2’ = (1,1,...,1,...) € £*,
se tiene que:
(TL(y),2") =+ 0  (n—00),

luego, T -~ 0.
Ejercicios de la seccién 1.7

1. Sea P una proyeccién continua en un espacio de Banach E. Demostrar
que el operador P’, adjunto de P, es una proyeccién en E’.

2. Sean E, F espacios de Banach y T" € L(E,F) con R(T) de dimen-
sién finita. Demostrar que R(7”) también es de dimensién finita, y que
dim(R(T)) = dim(R(T")).

3. Sea c el subespacio de (> formado por las sucesiones convergentes de
nimeros complejos. Para x = (z,,) € ¢, denotamos ., = lim,, . =,
Sea

¢ f € (co) = o(f) = (flen)) €'
el isomorfismo isométrico entre el dual de ¢y y el espacio £*.
a) Dar explicitamente un isomorfismo isométrico ¢ entre el dual de
c v el espacio (1.
b) Sea S : ¢y — c el operador inclusién, esto es, S(z) = x. Describir
el operador ¢po S’ o™t 1 {1 — (1,
c) Sea T : ¢ — c¢q la aplicacién definida asi:

Si x € ¢, entonces se define T'(z) = y, en donde y; = =, ¥,
Yni1 = Tp — Too, para n > 1. Demostrar que T' es una biyeccion

continua de ¢ sobre ¢y, y describir el operador
YoT o™t ft — (L,

4. Sean I = [0,1], y, T : L'(I) — L'(I) la aplicacién definida por la
féormula

T(f)(x) :/ ftydt, felL'xel.
0
a) Demostrar que T € L(L*(I)), que || T|| = 1, y que T es inyectivo.
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b) Demostrar que el operador adjunto 7" de T esta dado por la férmu-
la

T'(g)(t) = / g(o)de, ge L), tel

¢) Demostrar que la adherencia de la imagen de 7" en L*°(I) no
contiene las funciones constantes no nulas.

d) Concluir que R(T") # N(T)*.

5. Sean E, F espacios de Banach, y, T': E — F' un operador lineal tal
que
x, — 0 implique T(x,)— 0,

para toda sucesién (x,) en E. Demostrar que 7" es continuo.
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Capitulo 2

ESPACIOS DE HILBERT

2.1. Definiciones y ejemplos.

Definicién 2.1.1. Sea H un espacio vectorial sobre el cuerpo K
(=R o C). Un producto interno en H es una funcién
(,): Hx H— K, definida en el producto cartesiano H x H, que satisface
las siguientes condiciones, cualesquiera que sean x,y,z € H, y el escalar
ae K

s PJ1

) {z,y) = (¥, )

= PI2) (x+y,2) = (z,2) + (y,2)

= PI3) {ax,y) = a(z,y)

» PI4) Sixz # 0, entonces (x,z) >0
Observaciéon 2.1.1.

1. En la definicién usual de producto interno sélo se exige que la funcién
( ,) satisfaga las condiciones PI1) a PI3),y que (x,z) > 0, para todo
x € H. Estrictamente hablando, si la funcién ( ,) satisface ademaés la
condicién PI4), entonces se dice que ( ,) es un producto interno no
degenerado en H.

2. Las condiciones PI2) y PI3) significan que, fijando y € H, la funcién
r € Hv+— (z,y) € K,

es una forma lineal sobre H.
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3. Supuesta PI1) valida, las condiciones PI2) y PI3) son equivalentes,
respectivamente, a las siguientes:

» PIV) (z,y +2) = (z,y) + (2, 2)
= PI2') (z,ay) =@ (z,y)
Si K = C, estas dos propiedades significan que la funcién
y€e FE+— (z,y) €K,

es una forma antilineal (o semilineal) en H, para cada x € H.

Por consiguiente, todo producto interno en un espacio vectorial H sobre
K es una forma bilineal en H, si K = R, y sesquilineal, si K = C.

Lema 2.1.1. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Si H es un espacio vec-
torial con producto interno { ,), entonces vale la siguiente desigualdad:

[z, ) ” < (. 2) (y, ), (1)

para todo x € H y todo y € H. Ademds, se tiene igualdad en (1) si y sélo si
x ey son linealmente dependientes.

Demostracién. Si y = 0, entonces (1) es trivial.
Supongamos y # 0. Para todo A € K, se tiene que

0<(z—Ay,z—\y) = (z,2) = Ay, z) — Xz, y) + M\ (w.0). (2

En particular, si A = gzi en (2), entonces se obtiene que
(2, )’
0< <I7 I) - ) (3>
(y,9)

esto es, \(x,y)]z < (x,z) (y,y), para todo x € H y todo y € H.

Ahora, evidentemente, si x = Ay para algin A € K, entonces vale la
igualdad en (1). Reciprocamente, si x — Ay # 0, para todo A € K, entonces
la desigualdad es estricta en (3) y por lo tanto, en (1). [

Teorema 2.1.1. St H es un espacio vectorial con producto interno, en-
tonces la funcion
zeHl — |zl = V{z,z) (4)

es una norma en H.
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Demostracién. Es inmediato que |.|| satisface las condiciones N1) y
N2) de la definicién de norma. Demostremos la desigualdad triangular. En
efecto,

lz +yl* = (= +y, 2 +y) = |[|* + 2Re ((z,9)) + [ly[|*.
Ahora bien, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que
2Re ((z, ) < 2[(z, y)| < 2|[z[l[[y]|

Se sigue que
2
lz+yl” < (el + llyl)”

o sea, |z +y|| < |lz|l + |ly|l, para todo z € H y todo y € H. [
De la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue que el producto interno es
una forma sesquilineal (o bilineal) continua.

Definicién 2.1.2. Un espacio de Hilbert es un espacio con producto in-
terno (H, (,)) que es completo para la norma (4) definida por ese producto

interno.

Ejemplo 2.1.1.

1. R™ es un espacio de Hilbert con el producto interno

i=1

2. C™ es un espacio de Hilbert con el producto interno

n

(z,w) = Z 2,0;.

i=1
3. El espacio £? es de Hilbert con el producto interno
n=1
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Ejemplo 2.1.2. El espacio C|[a, b] de todas las funciones complejas con-
tinuas en el intervalo cerrado [a,b] no es un espacio de Hilbert para el pro-
ducto interno

(f.g) = / F(Hgdt.

En efecto, sean a < ¢ < by f, € Cla,b], n € N, la funcién definida por

0, siaﬁtﬁc—%,
fu(t) =< nt—nc+1, sic—%ﬁtﬁc,
1, sic<t<hb.

Si n > m, entonces se tiene que
c—3+ c
= full® = [T OF e [ 1l = S0 e <
C 2 1
< / () dt < —.
C—i m

Anélogamente, si m > n, entonces || f, — fmll* < L Por consiguiente,

1 1
__{__’
n o m

I fn = Full® <

para todo n € Ny todo m € N, luego (f,,) es una sucesién de Cauchy en el
espacio Cla, b].

Sin embargo, no existe f € Cla,b] tal que lim, . ||f, — f|]| = 0. En
efecto, supongamos lo contrario.

Entonces,

c—1 c b
O e T Oy T R

c

y haciendo n — oo, se obtiene que

c b
/|f<t>|2dt=o, v /Il—f(t)l2dt=0,

luego, como f es continua, se tiene que f(t) = 0, para todo t € (a,c), y
f(t) =1 para todo t € (¢,b), lo que es una contradiccion.
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Definicién 2.1.3. Sea (;);c; una familia de nimeros reales no negativos.
Se llama suma de la familia («;);e; al nimero real extendido

Zai :sup{Zai;F € ]:(I)},

iel i€EF

en donde F(I) denota las partes finitas del conjunto I.

Si Yiera; < 00, se dice que la familia (o;);er es sumable. En este caso, se
tiene que J = {i € I;a; # 0} es enumerable. En efecto, si
V, = {z e l;a; > %}, entonces, J = J,~, V,; ahora bien, cada conjunto V,,
es finito, pues

%Card(Vn) = Z% < Z a; < Zai < o0.

i€Vn 1€V i€l

Por consiguiente, J es enumerable.

Observacion 2.1.2. Obsérvese que en el caso en que I = N, entonces
Yiena; = X2, ay. En particular, si (a;);er es una familia sumable de niimeros
reales no negativos, entonces ¥;c;q; = 3%, en donde (ay,) es la suce-
sién (eventualmente finita) formada por los elementos no nulos de la familia

(Qi)ier-

Definicién 2.1.4. Sean E un espacio normado y (x;);e; una familia de
elementos de F.

1. Se dice que la familia (z;);cs es sumable en E siy s6lo si existe un z € E,
con la siguiente propiedad: dado € > 0, podemos hallar F' € F(I), tal
que para todo G € F(I) con G D F, se tiene ||z — E;eqxi]| < €. En este
caso se dice que x es la suma de la familia (x;);cr, y se usa la notacién
T = Yier;.

Se sigue que si una sucesion (x,,) en E es sumable, y su suma es x € E,
/. n _
entonces lim,, ., ||z — X7_, x| = 0.

2. Si Yier|lzi|| < oo, entonces se dice que la familia (x;);e; es absoluta-
mente sumable en E.
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Lema 2.1.2. Sea E un espacio normado. St una familia (x;);cr es sumable
en E, entonces dado € > 0, existe un subconjunto finito F' € F(I) tal que
para todo H € F(I), disjunto de F, se tiene

>

Demostracion. Sean x = Y;c;x;, v € > 0. Existe entonces un subcon-
junto finito F' € F(I) tal que para todo G € F(I) con G D F, se tiene
|z — Bicqzi|| < 5. 81 H e F(I) y HN F = (), entonces vale que

Zﬂci: Z %—Z%’,

1€EH 1€EHUF el

< €

luego,

< + <e. O

el

1€EHUF

S

1€H

Teorema 2.1.2. Un espacio normado E es completo si y solo si toda
familia absolutamente sumable es sumable en E.

Demostracion.

1. Supongamos que E es completo y sea (x;);e; una familia absolutamente
sumable en E. Si (Z,,) es la sucesién formada por los elementos no nulos
de la familia (z;);cs, entonces resulta que X,en ||| = Zier ||2:]] < oo
Se tienen las siguientes afirmaciones:

a) La sucesion (X}_,2), es de Cauchy en E. En efecto, sea € > 0;
entonces, por el lema, existe un subconjunto finito F' € F(N) tal
que para todo

. - €
HeFN) con HNF =0, se tiene Z||xk||<§ (5)

keH

Por consiguiente, si ng = max {n;n € F'}, entonces

n m
DT T < ) IRl <«
k=1 k=1
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ya que Hp,, N F =, en donde H,,, ={m+1,m+2, ... ,n}

Se sigue la afirmacién a).

Como E es completo, existe = € E tal que la sucesion (D,_, Zx)
converge a r en F.

b) La sucesién (7,) es sumable a x en E. En efecto, existe
ny > ng = max F' tal que

<= (6)

n>n — 5

n
ZL‘—E Ek

k=1

Sea F1:{1,2,...,n0,...,n1} Ef(N) SlGGF(N)}/'GDFl,

entonces se tiene que

ni
Zxk = Z%k + Z %ka
=1

keG k= keG—-F

de donde, ya que (G — F1)NF = y teniendo en cuenta (5) y (6),
se obtiene que

JI—E fk

keG

<

+ Y |El<e

keG—-I1

n1
Tr — E fk
k=1

cualquiera que sea G € F(N) con G D Fj. Se sigue la afirmacién

b).

Asi, x = ¥,enTyn, ¥ como x; = 0 si x; # 1, para todo n € N, entonces
x = Yierx;, esto es, la familia (x;);c; es sumable a x en E, lo cual
queriamos demostrar.

. Viceversa, supongamos que E tiene la propiedad de que toda fami-
lia absolutamente sumable es sumable en E. Demostremos que E es
completo. Sea (z,) una sucesiéon de Cauchy en E. Entonces, existe una
subsucesion (z,, ) de (z,) tal que

1
||'Tnk+1 - x”kH <o

2k’
para k =1,2,..., de donde (por la observacién 2,1,2)

oo
D Moms =@l =D e, = wne ]l < o0,
k=1

keN

177



luego, por hipotesis, la sucesion (xnk o xnk) es sumable en F, digamos
. . p _
a x. Por consiguiente, como X;_, (.zlzn,Hl — xnk) = Tp,,, — Tn,, entonces

p

T — (ZL’nk+1 - l‘nk)
k=1

lim Hx — (xan — xm)H = lim

p—00 p—00

esto es, (z,,) es una subsucesion convergente a (z + x,,) de la sucesién
de Cauchy (z,), luego la propia sucesion (x,,) es convergente (al mismo
limite, x + z,,). Se sigue que E es completo. [

Proposiciéon 2.1.1. Sea I # () un conjunto cualquiera. Entonces, el

conjunto
KQ([) = {.CE = (xi>i61 - K7Z |Z’Z|2 < OO}
iel
de todas las familias en K de cuadrado sumable, con conjunto de indices I,
es un espacio de Hilbert para el producto interno

el

Demostracién. Para cada z = (z;) € £*(I), el conjunto I(x) = {i € I;z; # 0}
es enumerable. Por consiguiente, la demostracién de que £2(I) es un espacio
vectorial se reduce al ya conocido caso enumerable (ejemplo 1,1,9). Anédloga-
mente para ver que el producto interno esta bien definido, ya que

Z TiY; = Z ZiY;s

iel i€l(z)NI(y)

e, I(z) N I(y) es enumerable.

Finalmente, ¢?(I) es completo. En efecto, sea (ac(m)) una sucesion de
Cauchy en el espacio ¢*(I). Entonces, el conjunto P = U_, [ (ZL‘(m)) es enu-
merable y (x(m)) es una sucesién de Cauchy en el espacio ¢?(P), el cual es
isométricamente isomorfo a ¢?(N) o K". Por consiguiente, ¢?(P) es completo
y (z(™) es convergente en ¢*(P), luego en (*(I). O

Ejercicios de la seccién 2.1
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1. Demostrar que la norma ||.|| de un espacio normado E es inducida por
un producto interno en E si y sélo si satisface la siguiente identidad:

lz+yl* + llz = ylI* = 2 (=l + lyl*) .
para todo x € E y todo y € E (Ley del paralelogramo)

Sugerencia: Definir

(@,y) =7 (e +yl” = llz —yl*),

e~ =

en el caso real, y
1 . . . .
(w.y) = 7 (le+yl* = llz —ylI” +illz +iyl” —illz — iyl ,

en el caso complejo.

En un espacio con producto interno, las identidades anteriores se llaman
tdentidades polares .

2. Demostrar que el espacio #(1 < p < o0) es de Hilbert (esto es, su
norma proviene de un producto interno) si y sélo si p = 2.

2.2. Ortogonalidad

A menos que se diga explicitamente otra cosa, de ahora en adelante H
denotard un espacio vectorial con producto interno ( , ).

Definicién 2.2.1. Sean x € H, y € H, y F,G dos subconjuntos de H.

1. Se dice que x es ortogonal a y, o que y es ortogonal a x o que z,y son
ortogonales, lo cual se denota z L y, si (z,y) = 0.

2. Se dice que x es ortogonal a F', lo cual se denota z 1. F, cuando x L y
para todo y € F. Se usa la notacién

Ft={reH;xz L F}.

3. Se dice que F'y G son ortogonales, lo cual se denota F' L (G, cuando
x 1Ly, para todo x € F y todo y € G.
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4. Un sistema (o conjunto) ortogonal en H es un subconjunto E de H tal
que x L y, para todo x € E y todo y € E, con x # y.

5. Un sistema ortonormal en H es un sistema ortogonal £ en H tal que
|z|| = 1, para todo x € E.

Proposicién 2.2.1. (Teorema de Pitdgoras) Si {z1,z22,...,2,} €s un
sistema finito ortogonal en H, entonces

2 n
2
=D llall®
k=1

Demostracién. Ya que (z;, z;) = 0 si i # j, entonces se tiene que

38 EIO 9SS SEVED 9) SESIES SIETINE

i=1 i=1 j=1

Teorema 2.2.1. Sean H un espacio de Hilbert y (z,) una sucesion or-
togonal en H. Entonces, la serie X7z, es convergente en H si y solo si
¥ 1 ||zn]]? < 00. En este caso,

n

>

k=1

[e.e] 2 o0
> =2 Nl (1)
n=1 n=1

Demostracién. Sea S, = X}_;2; la n-ésima suma parcial de la serie
Y00 1Zn. Si m > m, entonces, por el teorema de Pitadgoras, se tiene que

n

15n = Smll* =D Nzl

k=m+1

luego, (S,) es una sucesién de Cauchy (o equivalentemente, convergente) en

H siy s6lo si 32, ||2,]|> < oo. Ahora bien, si la serie X5, z, es convergente

en H, entonces, como por el teorema de Pitagoras,

m 2 m

2
>zl =2 Nl
n=1

n=1
param = 1,2, ..., usando la continuidad de la norma, resulta (1). [
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Proposicion 2.2.2. Todo sistema ortogonal E en H con 0 € E, es un
conjunto linealmente independiente.

Demostracién. Sean {zi,xs,...,z,} un subconjunto finito de E, vy,
a1, o, ..., a escalares tales que

1T, + Ty + ... + o, =0
Por consiguiente, como (x;, ;) = 0, si i # j, resulta que
0= N — |2
= (121 + aoTo + . .. + apTy, ;) = ag||xi||?,

luego a; = 0,4 =1,2,...,n, ya que 0 ¢ E. Se sigue que E es linealmente
independiente. [

Definicién 2.2.2. Sea F # () un sistema ortogonal en H. El nimero
(x,2), z € H,z € E, se llama el coeficiente de Fourier de x en relacién a z.

Ejemplo 2.2.1.

1. La base candnica (eg)1<k<n, de C" es un sistema ortonormal en C". El
coeficiente de Fourier (z,e;) de z € C™ en relacién a ey, es la k-ésima
coordenada de z, k=1,2,...,n.

2. H = L*0,27], el espacio de todas las funciones complejas de cuadrado
(Lebesgue-) integrable en el intervalo [0, 27], es un espacio de Hilbert
con el producto interno

1 2 -

(fo9) =5 i F(t)g(t)dt.

La sucesién ¢, : t € [0, 2n] — ™ n € Z, es un sistema ortonormal en
L?[0, 27]. El n-ésimo coeficiente de Fourier de f € L?[0, 27 estd dado
por

n 1 o —in
f) = (Fey = o= [ pe
T Jo
Proposicion 2.2.3. Sean zi,zs,...,2, un sistema finito ortonormal,
x € H ycp = (x,z) el k-ésimo coeficiente de Fourier de x, k =1,2,...,n.
Entonces

<

: (2)

n
r — E CL2k
k=1

n
r — E A2
k=1
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cualesquiera que sean los oy, € K, k =1,2,...,n. En otras palabras la funcion

n
T — E A2

k=1

f:(a17a27"'7an) eK'+—

Y

asume su valor minimo en (c1,Ca, ..., ¢,), endondecy = (x,z) , k=1,2,...,n

Demostracién. Como (z;,2;) = d;;, entonces el vector z — X7_, cpzy
es ortogonal a cada vector z;, i = 1,2,...,n, luego ortogonal a cualquier
combinacion lineal ¥}_, a2, de los vectores 21, 2, . .., 2,. Por consiguiente,
por el teorema de Pitagoras, resulta que

n 2 n n
T — E ARk = xTr — E CLZk | + E (Ck — Ckk) 2Lk
k=1 k=1 k=1

2

= x—chzk + Z(Ck_ak)zk >
k=1 k=1
" 2
> Jlx— chzk ;
k=1
para todo o, € K, k=1,2,...,n, lo cual prueba (2). O
Lema 2.2.1. Si {z1,22,...,2,} es un sistema finito ortonormal en H,
entonces
n
2
(2, 20) " < )%, (3)
k=1
para todo v € H.
Demostracién. Sea ¢, = (z,z) k=1,2,...,n.
Entonces,
n n
0 < <x— chzk,x— chzk> =
k=1 k=1
n n n
= 2l =Y en (zrom) = D (woz) + ) el =
k=1 k=1 k=1
n
=l = lel,

k=1

para todo x € H, lo cual prueba la desigualdad (3). [
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Proposicién 2.2.4. (Desigualdad de Bessel) Si E es un sistema ortonor-

mal en H, entonces
2
D w2 <l (4)
zelE

para todo v € H.

Demostracion. Por el lema, para cualquier subconjunto finito F' C F,

se tiene que
Dz 2)? <l
zeF

luego, tomando el supremo sobre los subconjuntos finitos de F, resulta la
desigualdad de Bessel (4). O

Teorema 2.2.2. Si H es un espacio de Hilbert y (z,) es una sucesion
ortonormal en H, entonces para todo x € H, la serie 3°, (x, z,) 2, es con-
vergente en H, digamos hacia y. Ademds (x —y) L z, para todo n € N.

Demostracion. Por la desigualdad de Bessel,

00 S
D I, zn) zall® = D 1w, 2z < )l < o0
n=1 n=1

luego, por el teorema 2,2,1, existe y € H tal que y = X%, (x, z,,) 2.

Demostremos que (z —y) L z,, para todo n € N. Fijemos n € N. Sea
Sy = X7t (x, zk) 2z la m-ésima suma parcial de la serie X2, (x, z) 2. Si
m > n, como (z;,z;) = 0;;, entonces (x, z,) = (Sp,, 2,), luego

[z — vy, z0)| = [(Sm — ¥, 20)| < || — |,

para todo m > n. Por consiguiente, (x —y, z,) = 0, pues S,,, — y en H.
m

Definicién 2.2.3. Se dice que un sistema ortonormal E en H es completo,
cuando E+ = {0}, esto es, si el tnico vector ortogonal a E es el vector nulo.

Teorema 2.2.3. Todo espacio vectorial H # {0} con producto interno
posee un sistema ortonormal completo. Mds precisamente, si F' es un sistema
ortonormal en H, entonces existe un sistema ortonormal completo E en H
tal que E D F.
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Demostracién. Sean F' un sistema ortonormal en H, y
¢ ={E C H; F es un sistema ortonormal en H, y, £ D F'}.
Ordenamos a & por inclusién: Si F; € €, @ = 1,2 entonces
L <F,< F, CF,.

Se sigue que (&, <) es un conjunto parcialmente ordenado.
Ademas,

1. £#0, pues F € €.

2. (£, <) es inductivo, esto es, toda cadena en £ posee una cota superior
en &.

Por el lema de Zorn, existe un elemento maximal Ey € £&. Demostremos que
FEy es completo. Si no fuera asi, existirfa z € H, z # 0, tal que z € Ej.

Entonces, £ = FyU {ﬁ} €&y, By € E, lo que contradice la maximalidad
de E(]. ]

Proposicién 2.2.5. (Proceso de Ortogonalizacion de Gram-Schmidt)

Si (Y1,Y25 - -y Yn, - -.) €S una sucesion, finita o infinita, linealmente indepen-
diente en H, entonces existe una sucesion ortonormal (uy, ug, ..., Uy, ...), del
mismo cardinal de la sucesion dada, tal que [y1, Yo, - .., Yn] = U1, Uz, .. ., Uy,

para todo n € N. Ademds, la sucesion (u,) es unica en el siguiente senti-
do: Si (v,) es otra sucesion con las mismas propiedades, entonces eziste una
sucesion (v,) en K tal que |v,| =1, y, vy, = YnUy, para todo n € N.
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Demostracién.

1. Construccion: Se define u; = ”Z—i” Supongamos definidos uy, us, .. ., u,

con las propiedades de la proposicién. Si {yi, 4o, ... yntes el conjunto
de los valores de la sucesion dada, entonces no hay més nada que hacer.
Si existe y,11, entonces se define

n

/
Upt1 = Ynt1 — E <yn+17 uk> Uk
k=1

I !
Como Yn+1 g [ylvy%"wyn] - [Ul,U,g,...,Un]? entonces Up+1 7& 0.
Ademés <u’n+1,uk> = 0, para kK = 1,2,...,n. Se sigue que, si
Ul
Upy, = ﬁ, entonces {uj,ug, ..., Uy, Uyp1} €s ortonormal y
n+1

(Y1, Y25 - -+ s Uny Ynr1] = (U1, Ugy .o Uy, Upy1]. Esto demuestra la existen-
cia de la sucesion (u,).

2. Unicidad: Sea (v,) otra sucesién en H con las mismas propiedades de
la sucesion (uy,).

a) Como vy € [v1] = [u1] v ||v1|| = ||u1]| = 1, entonces existe y; € K
con |y| =1 tal que vy = yyu;.

b) Sean € N, n > 2. Como v, € [v1,v2,...,0,] = [ug,us,..., Uy,
entonces existen escalares (31, B, ..., Bu_1, 7. en K tales que

n—1
Up = YnUn + E Bt
k=1

Ademads, como v, L [v1,vg,...,v,_1] = [u1,ug, ..., u, 1], entonces
resulta que

0= <U’m uk> = Tn <un7 uk> + ﬁk = 5’“

para k = 1,2,...,n — 1. Por consiguiente, v, = V,u,. Ademas,
|7 = 1. Esto completa la demostracién de la proposicién. [

Teorema 2.2.4. En todo espacio con producto interno, separable, H,
existe un sistema enumerable ortonormal completo.
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Demostracién. Sea D = {zy,xs,...,2,,...} un subconjunto enume-
rable denso en H, con 0 ¢ D.

A seguir, construiremos inductivamente un conjunto enumerable,; lineal-
mente independiente {yi,%2,...,Yn,...} contenido en D tal que
D C [y1,%2,- - Yn,-- |, de la siguiente manera:

1. Se define y; = ;.

2. Supongamos ya definidos los enteros 1 = n; < ng... < ng_1 < ny,

de tal manera que, poniendo y; = x,,, ¢« = 1,2,...,k, el conjunto
{y1,v2,-..,yr} sea linealmente independiente, y ademés

(Y1, Y25 -+ s U] = [21, 72, . .. 7Ink]
Sea

Ak:{n>nkvxn ¢[911y2,---ayk]}~

Si Ay = 0, esto es, si x, € [y1,¥2,...,yx], para todo n > ny, en-
tonces D C [y1,¥2, - - -, Yx|. Ortonormalizando, por el proceso de Gram-
Schmidt, del conjunto {yi,ya, ..., yx} se obtiene un sistema ortonormal
{uy,ug, ..., ux} tal que

D cC [y17y27"'7yk] = [u17u27"'7uk]7

de donde, por ser D denso en H, se sigue que {uy,us,...,us} es com-
pleto.

Si Ay # 0, se definen ngy1 = min Ay, yp1 = n,,, -

Continuando de esta manera, se construye un conjunto enumerable
linealmente independiente {y1,va,...,Yn,...} tal que yp41 = 2p,,,, en
donde D C [y1,Y2, ..., Yk,--.], pues si x; € D, entonces existe k € N
tal que nx < j < ngy1, luego, por la definicién de ngyq, se tiene que
i € [y1, Y2, - - Yrl-

Usando el proceso de Gram-Schmidt, encontramos un sistema enumera-

ble ortonormal {uy,us ..., u,...} tal que

D Cy1,y2y -y Uy -] = [ug,us, ..., ug, .. ],
de donde, como D es denso en H, se sigue que {uy,us, ..., us,...} €s
completo. [
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Teorema 2.2.5. Sean H un espacio de Hilbert y E un sistema ortonormal
en H. Las condiciones siguientes son equivalentes:

1. E es completo.

2. Para todo x € H, se tiene que

xr = Z (x,2) 2 (Serie de Fourier)

zeE

3. Para todo x € H y todo y € H, vale que

(w,y) = (x,2) (y,2)

zelR

4. Para todo x € H, vale la siguiente identidad:

2] =) [z, 2)|” (Identidad de Parseval)

zelR

5. E es total en H, esto es, [E] = H.

Demostracién. 1) = 2): Sea € H. Por la desigualdad de Bessel, se
tiene que

Y o) < lz)* < oo,

zeE

luego el conjunto {z € F; (z, z) # 0} es enumerable . Escribdmoslo en forma

de sucesion: zi, 2o, ..., 2., . ... Se sigue que existe y € H tal que
(o)
Z (@, 2n) 20, = Y.
n=1

Ademas, (x —y) L z,, para todo n € N (teorema 2,2,2). Se deduce que

{z € E;(y,2) #0} = {z;n € N} (*)

'En el caso en que este conjunto sea finito, la demostracién se simplifica grandemente.
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pues
0= <$ - y,zn> = <33‘,Zn> - (y,zn> )
esto es, (y, z,) = (z, z,) # 0, para todo n € N. Ademés, si z € E, y

g T, zn) (Zn, 2) = 0,
n=1

entonces z # z, para todo n (pues E es un sistema ortonormal). Se tiene,
por lo tanto, la igualdad (x).
Se sigue que (x —y) L E, y siendo E completo, entonces y = x, luego

Z T, 2y, :Z<x,z>z,

zeE
pues (x,z) =0, si z # z,, n € N.
2) = 3): Sean x € H, y € H. El conjunto
A(z,y) ={z € E;(z,2) #0, 6, (y,2) # 0}

es enumerable, digamos A(x,y) = (w,). Por hipétesis,

e}

(:r; W) W, (5)

Z Y, W) W, (6)

Si (x,), v, (yn) denotan las sucesiones de las sumas parciales de las series (5)
y (6), respectivamente, entonces se tiene que

X

n

(y) =D (wow) (yown)| = [ay) — (2, ya)| =

k=1

= Hz,y) — (@n, y) + (Tn, y) — (Tn, yn)| <
< Nyl llzn = 2| + [|zall llyn — ¥l -

Por lo tanto, ya que z, — =z, y, — y, resulta que

o

(wy) = (e wn) (yow) = Y (. 2) (. 2)-

k=1 zeE

Finalmente, las implicaciones 3) = 4) = 1) y 2) = 5) = 1) son
inmediatas. [
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Proposiciéon 2.2.6. En un espacio de Hilbert H todos los sistemas
ortonormales completos tienen el mismo niumero cardinal.

Demostracién. Sean F, y FE, sistemas ortonormales completos en H.

1. Si Ej es finito, entonces (por el teorema 2,2,5) E; es una base algebraica
de H, y siendo F, linealmente independiente, entonces
card(Ey) < card(Ey). Por simetria, card(E;) < card(E,), luego
card(Ey) = card(Es).

2. Supongamos que E; y Fs son infinitos. Para cada a € E, el conjunto
Ey(a) = {b € Ey;(a,b) # 0},

es enumerable, pues Yyep, [(a,b)|° = ||a||? < .

Ahora bien, Ey = Uycp, E2(a). En efecto, dado b € Es, como

Yo lba)f=plP=1#0,

a€F

entonces existe a € E; tal que (b,a) # 0, luego b € Ey(a). Por consi-
guiente,

card(Ey) < Z card(Ey(a)) < card(E:).Rg = card(E),

ac€Fq
Por simetria card(E;) < card(E,), luego card(FEy) = card(E;). O
Definicién 2.2.4. Sea H # {0} un espacio de Hilbert. Entonces,

1. El cardinal de cualquier sistema ortonormal completo en H se llama
dimension ortogonal de H.

Si H = {0}, entonces la dimensién ortogonal de H se define como 0.

2. Una base ortonormal de H es cualquier sistema ortonormal completo
en H.

Teorema 2.2.6. Cualquier espacio de Hilbert H es isométricamente iso-
morfo a (*(I), para algin conjunto (de indices) I.
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Demostracién. Sean E un sistema ortonormal completo en H (teore-
ma 2,2,3), I un conjunto con cardinal igual a la dimensién ortogonal de E
(esto es, card(l) = card(E)), ¢ : I — E una biyeccién de [ sobre E y
T : H— (*(I) la aplicacién definida por

Se tienen las siguientes afirmaciones:

1. T esta bien definida. En efecto, para cada x € H, por el teorema 2,2,5,
se tiene que

Z (@) = [z, 2)* = ||z]]* < oo.

Ademas, T es lineal.

2. T es una biyeccién. En efecto, es claro que T es inyectiva. Demostremos
que T también es sobreyectiva. Sea (3;)ic; € ¢*(I). Entonces,

DB =D 16 < oo,
el iel

luego, por el teorema 2,2,1, existe x € H tal que z = X;c;3;9(i), de
donde, por el teorema 2,2,5, se obtiene que 3; = (z, ¥ (7)), ¢ € I. Por
lo tanto, T'(z) = (6:)ier-

3. Finalmente, T" es una isometria, pues, por el mismo teorema 2,2.5,
resulta que

Izl = e )P =D e, v (@) = | T()ll3,

zelE i€l

esto es, ||T(x)]l2 = ||z||, para todo x € H. Esto completa la de-
mostracién del teorema. [

Ejemplo 2.2.2. Las funciones
Gn 1 t € [0,27] — ™, n ez,

forman un sistema (enumerable) ortonormal completo en L?[0, 27| para el
producto interno < f,g >= % fo% f()g(t)dt. En efecto,
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1. Es claro que (¢,,)nez €s un sistema enumerable ortonormal en el espacio
L?[0,27] (ejemplo 2,2,1,2).

2. Demostremos que (¢, )nez es completo en L2[0, 27], esto es, que el sub-
espacio

M—{Zakqbk;akEC,k—O,l,Q,...,n, nEN},

k=—n

es denso en L?[0, 27]. En efecto, sea f € L*[0, 27]. Entonces, dado € > 0,
por [9], teorema 13,21 6 [23], teorema 3,14, existe una funcién continua
h con soporte compacto contenido en (0, 27) tal que

€
I =l < 5.

Ahora bien, como h es periddica de periodo 27 (pues, h(0) = 0 = h(2m)),
entonces existe p € M tal que

. €
1h = pll = méx {|A(t) — p(t)[;t € [0, 27]} < 5
(teorema de Stone-Weierstrass) . Por consiguiente,

1 2 ) % €
h — = — h(t) —pt)|“dt | < ||h— —.
= ol = 5 ([ ) = par) " < - <

Se sigue que
If = plz < [If = Rlla 4 [ —pll2 <

Observacién 2.2.1.

1. Como (¢,,)nez es un sistema ortonormal completo en L?[0, 27|, entonces
del teorema 2,2,5 se obtiene que

f(t) = i Fk)e™, (Serie de Fourier de f) 2 (2.1)

k=—o00

para todo f € L?[0,27], en donde

Fk) = (f, ™) = % 0 F(t)e ™, keZ.

Zténgase bien presente que la convergencia es en la norma de L?|0, 27].
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Ademas, por el mismo teorema,

S |Fw)] = 1718 < oo

k=—o00

En particular, se tiene el teorema de Riemann-Lebesque:

~

lim f(k) =0,

|k —o0

para todo f € L?[0, 2.

Reciprocamente, si > - |cx]? < 0o, endonde ¢, € C, k € Z, entonces
existe una funcién f € L?0,27] tal que Y oo _ cre'™ es la serie de
Fourier de f, y, lm,—o0 || f = Y pe cke"”“"H2 = 0 (teorema de Riesz-
Fischer)

. Otra manera de ver el ejemplo 2,2,2 es como sigue:
Sea f € L?[0,2n] tal que (¢, f) = 0, para todo k € Z, esto es,

2
/ f(t)e*tdt =0, k=0,+1,+2,...
0

Sea
F(t) :/0 f(s)ds, t €10,2n].

Entonces, integrando por partes, se obtiene que cualquiera que sea
a € C,

2m
/ (F(t) — a)e™dt = 0, kE=4+1,+2,..., (%)
0

Pongamos a = 5- 027r F(t)dt; entonces (x) vale también para k = 0.

Ahora bien, como F(0) = 0 = F(2m), entonces F' — a es una funcién
periddica de periodo 27, luego (por el teorema de Weierstrass) dado
€ > 0, existe un polinomio trigonométrico p € M tal que

I1F = a = pl| = max {[F(t) —a = p(t)|;t € [0,27]} <e

Ademaés, (*) implica que

/0 ’ (F(t) —a)p(t)dt =0
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Por lo tanto, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se obtiene que
2 21 S .
/ () — aldt = / (F(t) —a) (F(O) 7~ p(0)) dt <
0 0
2m
E/ () — aldt <
0

; (/02ﬂ|F(t) —a\2dt>é (/:ﬁdt)é.

2
/ (1) — aldt < 2me?,
0

IN

IN

Por consiguiente,

para todo € > 0, luego F' es constante, de donde F' = 0, esto es,

[ s =o.

para todo t € [0,27], y como f € L2[0,2r] C L'0,2n], entonces
f(t) = 0, para casi todos los t € [0,27], esto es, f = 0 en el espacio
L?[0,27]. Se sigue que (¢, )nez €s un sistema enumerable ortonormal
completo.

Proposicion 2.2.7. (y Definicion) Si H es un espacio de Hilbert y M un
subespacio cerrado de H, entonces H = M & M~ (suma directa topoldgica,).

La proyeccion de H sobre M a lo largo de M=+ se llama la proyeccion
ortogonal sobre M.

Demostracién.

1. Es claro que M N M+ = {0} . Adem4s,

M* ={y€H;(z,y)=0Yz € M} = (| {y € H;(x,y) = 0}

zeM

es un subespacio cerrado de H.

2. Demostremos que H = M+ M. En efecto, siendo M un subespacio ce-
rrado de H, es un espacio de Hilbert. Sea (z;);c; un sistema ortonormal
completo en M; (z;);e; se extiende a un sistema ortonormal completo
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en H, (2)icius, en donde I NJ = ) (teorema 2,2,3). Para cada = € H,
se tiene que

x:Z(x,zZ)zi + Z(m,zﬁszM%—Ml. O

icl jeJ
—_——— ————
eM e M+

Proposicion 2.2.8. Sea M un subespacio lineal de un espacio de Hilbert
H. Entonces

1. M+ =M
2. M es denso en H si y solamente si M+ = {0}.
Demostracién.

1. Si x € M, entonces (x,y) = 0 para todoy € M, luego x € M++. Por
consiguiente, M C M*+, de donde M C M*+.

Ahora bien, como M+ = ML, entonces, por la proposicién 2,2.7, se
tiene que
H=MaoM*

Por lo tanto, si € M+, z # 0, entonces existen 1 € M y x5 € M+
tales que x = x1 + 9, v, 11 # 0 (pues, x € M), luego

T — 1 =x9 € ML
También, como = € M+, y, z1 € M C M+, entonces
(x —x1) € M+

Ademas, como M+ N M+t = {0}, entonces zy = x — 21 = 0, esto es,
x =1z € M. Se sigue que M+ C M, y por lo tanto, M++ = M.

2. Es claro que si M es denso en H, entonces M+ = {0} (atn si H no es
de Hilbert).

Viceversa, si M = {0}, entonces
M=M"*={0}"=H,

esto es, M es denso en H. []
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Teorema 2.2.7. (Riesz) Si H es un espacio de Hilbert, entonces para
cada f € H' existe un unico vector yy € H tal que

f(l’) = <x7yf>7
para todo x € H. Ademds, || f|| = |lys]l-

Demostracion. La unicidad del elemento y¢, para f € H, dado, es
evidente.

Sea M = ker(f). Si M = H, entonces es suficiente tomar y; = 0.

Supongamos, pues, que M # H. Entonces, M es un subespacio (hiper-
plano) cerrado de H, luego H = M @& M~*. Fijemos z € M=\ {0}; nétese que
M+t = [z].

Si x € H, entonces

2= (x—f(x)z) +‘;EQZEMEBML.

r = (q: _ w2 22> z) - (@2) Z2>z,
2] 1]
<x722>z e M*, y, <x - —<x722>z) € [z]F = M+ = M,
2] 2]
usando la unicidad de la descomposicion de todo elemento de H como suma
de un elemento de M con un elemento de M+, resulta que

@), (o)
&R

() = <x |J|;(||)Z>

También, como

de donde

para todo x € H. Por lo tanto, es suficiente tomar y; = ﬁ;(ﬁ%z
Ahora bien,
|/ (2)] |/ (2)]
sl = el = S < L
También, para todo x € H,
[f (@) = Kz, yp | < llzlllyell,
de donde || f|| = ||ys||- Esto completa la demostracion del teorema. [
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Corolario 2.2.1. Todo espacio de Hilbert H es isométricamente antiiso-
morfo a su dual H'. Mds exactamente, la aplicacion

feH -2y, e H,

tiene las siguientes propiedades:

1O = NIfII-
2. ¢(f +9g) =o(f) + o(9).
3. dlaf) =as(f).

Corolario 2.2.2. El espacio dual H' de un espacio de Hilbert H es un
espacio de Hilbert. Ademds, todo espacio de Hilbert H es reflexivo.

Demostracion. Sea ¢ como en el corolario 2,2,1 anterior. Se define en
H’ el siguiente producto interno: Si f € H', g € H', entonces

(f,9) = (¢(9), 0(f)) -

Con este producto interno, H’ es un espacio de Hilbert.
Demostremos ahora que H es reflexivo. Sea x” € H”; entonces, existe
f € H' tal que
2"(9) = (9. f)

para toda g € H'. Ahora bien,

2"(9) = (9, f) = (Wr ve) = 9(yy),

para toda g € H'. [

El teorema de Riesz no es valido sin la hipotesis de que el espacio H sea
completo, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.3. Sea H = C[0, 1] el espacio de las funciones complejas
continuas en el intervalo [0, 1], dotado del producto interno

(f,9) = /O F(t)g(t)dt.
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Este espacio no es completo (ejemplo 2,1,2). Fijemos a € (0,1). La forma
lineal T : f — T(f) = fal f(t)dt es continua sobre H, pues, usando la de-
sigualdad de Cauchy-Schwarz, vemos que |T(f)| < fal |f(t)|dt < fol |f(t)]dt <

< (Jy 17®)2dt)" = 1|12, para todo f € H,

Por otra parte, no puede eXistir stir ninguna funcién g continua sobre [0, 1],
tal que se tenga T'(f fo dt para toda f € C0,1]. En efecto, es
un ejercicio de calculo elemental demostrar que para una tal funcién g se
deberia tener g(t) = 0 en (0,a), y, g(t) = 1 en (a, 1), lo que es absurdo.

Ya que el espacio dual H' de todo espacio de Hilbert H se identifica, por
medio del producto interno, al propio espacio H, se tiene la siguiente defini-
cién.

Definicién 2.2.5. Se dice que una sucesién (z,,) en un espacio de Hilbert
H converge débilmente a x € H, cuando lim,,_, (z,,y) = (z,y), para todo
y € H.

Ejercicios de la seccion 2.2

1. Sean H un espacio de Hilbert, M y N subespacios cerrados de H con
M 1 N,y G=M+ N. Demostrar que GG es cerrado en H.

2. Para n entero > 0, sea P,(t) =

s [(#2 = 1)"](n-ésimo polinomio de
Legendre). Demostrar que las funciones 4 /n + %Pn forman un sistema

ortonormal completo en L?[—1,1].

3. Sean H un espacio con producto interno, y, {z,y,z} C H con

[zl = [lyll = lIz]|- Demostrar que
’<.T,.§L’><Z,y>—<$,y>< <{13$ _|y7 | }{.T.CL’ |<Z,l’>|2}
Sugerencia: Reducir el problema al caso ||z|| = [|y|| = ||z]| = 1. Apli-

cando el proceso de Gram-Schmidt, reducir a un problema en K3.

4. Sean H un espacio de Hilbert separable, (z,) una base ortonormal de
H,y, (y,) una sucesion en H tal que

> Nl —yall < 1.
n=1
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Demostrar que si z L y,, para todo n € N, entonces z = 0.

Sugerencia: Usar la identidad de Parseval.

. Sean H un espacio de Hilbert separable, (e,) una base ortonormal de
H,y, (f,) un sistema ortonormal en H tal que

[e9)
> llen = fall? < oo
n=1

Demostrar que (f,) también es una base ortonormal de H.

Sugerencia: Sea fo L f,, paran > 1. Demostrar que si se escoge m € N
tal que

oo
S flew— full? < 1.
n=m-+1
entonces el conjunto {eq, ..., €m, fmt1,- -, fn, ...} estotal en E (obser-

var la solucién del ejercicio anterior). Deducir que el conjunto
{fo, f1,---, fm} es linealmente dependiente, y por lo tanto, que fy = 0.

. Sea H un espacio de Hilbert, K # () un subconjunto convexo cerrado
de H,y, xog € H, o ¢ K. Demostrar que existe un tnico punto z; € K
tal que

[0 — 21|l = inf {{|lzo — yll;y € K7}

Sugerencia: Usar la ley del paralelogramo.

. Suponga que en el ejercicio anterior K = M es un subespacio cerrado
de H. Demostrar que (zo — 1) € M*. Concluir que H = M & M*.

Sugerencia: Sea x = xg — x1. Demostrar que
]l < llz +

para todo y € M. En particular, si y € M, y # 0, entonces
]l < flz + Ayll,

para todo A € K. Escoger convenientemente A € K para mostrar que
(x,y) = 0.
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10.

11.

12.

2.3.

Sean H un espacio de Hilbert, M un subespacio cerrado de H,y, f € M’
una forma lineal continua sobre M. Demostrar que existe una wunica
forma lineal continua g € H' tal que g C f, v, ||lg|| = || f]|-

Sean H un espacio de Hilbert, y, (x,) una sucesién en H tal que

a) Tp,— .

b) ||z,|| — ||z]|. Demostrar que x,, — x en H.

Sea H un espacio de Hilbert. Demostrar que si z,, — x, entonces
existe una subsucesion (z,,) de (z,) tal que la sucesién (£ > 2, )
converge al mismo punto z en H.

Sea (z,) una sucesién en un espacio de Hilbert H tal que para todo
y € H, lasucesion ((x,,y)) es convergente. Demostrar que existe x € H
tal que x,— .

Deducir que todo espacio de Hilbert es débilmente secuencialmente
completo.

Demostrar que en todo espacio de Hilbert H la bola unitaria cerrada
B = {x € H;||z|| < 1} es débilmente secuencialmente compacta, esto
es, toda sucesion en B posee una subsucesion débilmente convergente
a algin punto de B.

Sugerencia: Sean (x,,) una sucesién en B, y, M = m Entonces, M es
separable. Sea (z,) una sucesién densa en M. Demostrar que existe una
subsucesion (x,,) de (z,) tal que la sucesién numérica ((z,,, 2,)), €s
convergente, para cada n € N. Concluir que ((x,,,y)), es convergente,
para cada y € M. Usar el ejercicio 2,2,11.

Operadores continuos - Convergencia de
operadores

Definicién 2.3.1. Un dlgebra de Banach es un espacio de Banach E en
el cual esta definida una operacién de multiplicacion,

(x,y) e EXEvr— a2y € E,
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tal que (F,+,.) es un algebra y

-yl < Nl Hlyll

cualesquiera que sean =,y € F.

Ademas, si existe e € F tal que e.x = x = z.e paratodox € E'y E es no
trivial, entonces se dice que E es un algebra de Banach con elemento unidad
e. En este caso, |le|| > 1.

Si F es un algebra de Banach con elemento unidad e, entonces la nueva
norma ||.||; en E definida por

lzlly = sup{llzyll; y € £, [lyll =1},
es equivalente a la norma original de E. Ademas, |le[|; = 1.

Proposicién 2.3.1. Si E es un espacio de Banach, entonces L(E), el
espacio de los operadores lineales continuos en E, es una dlgebra de Banach
con elemento unidad, siendo la multiplicacion definida por la composicion de
operadores:

(Tl,Tg) S L(E) X L(E) — T =T10T, € L(E)
El elemento unidad en el dlgebra L(E) es el operador identidad I € L(E).

Proposicién 2.3.2. (y Definicion) Sea H un espacio de Hilbert. Para
cada T' € L(H) eziste un unico operador T* € L(H) tal que

(T'(x),y) = (2, T"(y))

para todo x € H y todo y € H.
El operador T* € L(H) se llama operador adjunto de T

Demostracion. Demostremos la existencia del operador T™, siendo que
su unicidad es inmediata. Para y € H fijo, la funcién

x € Hr— (T(x),y) €K

es una funcion lineal continua en H, luego, por el teorema de Riesz, existe
un tnico vector T*(y) € H tal que

(T'(x),y) = (&, T*(y)) ,
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para todo x € H. La aplicacién
T":ye H— T"(y) € H,

es lineal. Ademas, T™ es continua, pues del teorema de Riesz también se tiene
que

()l = sup (T(x),y)| <

=<1

< sup [ T[]l lyll =
Jall<1

= T Mlyll-
Por consiguiente, 7% € L(H) y ||T*| < ||T|. O
Proposicion 2.3.3. La aplicacion
TeLH)—T" e L(H),
tiene las siguientes propiedades:
1. T =T.
2T =T
3. (S4+T) =85"+T".
4. (ST)* =T*S*.
5. (aT)* =aT*, para todo a € K
6. | T°T|| = |72
Las cinco primeras propiedades nos dicen que la aplicacion
TeLH)—T" € L(H),
es un anti-automorfismo isométrico e involutivo del dlgebra de Banach L(H).

Demostracion.
1) Usando las definiciones, se tiene que

(2, T (y)) = (T"(x), y) = (y, T*(x)) = (=, T(y)),
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para todo x € H y todo y € H. Por consiguiente, T%* = T.
2) Por la proposicién 2,2,2, se tiene que [|[7%]| < ||T||. Usando la misma
proposicion, resulta que

1Tl = =1 < ATl

de donde ||T*[| = ||T||.
6) Por 2), se tiene que

17T < T[T = T
Ahora bien,
|7 (2)||* = (T(x), T(2)) = (T"T (), x) < | T*T| |||,

cualquiera que sea x € H. Se sigue que |[|T||*> < ||[T*T| de donde
|1 T=T|| = [T

Las propiedades 3),4),5), son de verificacién inmediata. [

Proposiciéon 2.3.4. Sean H un espacio de Hilbert y T € L(H), un
operador lineal continuo en H. Entonces,

1. N(T) = R(T*)*, y
2. N(T*) = R(T)*.

Demostracién. Solamente mostraremos la parte 1), siendo que 2) es
analoga.
Sea x € N(T). Si z =T*(y) € R(T*), y € H, entonces

(2, 2) = (2, T"(y)) = (T'(x),y) = 0,

de donde x € R(T*)*. Por consiguiente, N(T) C R(T*)*.
Viceversa, si z € R(T*)*, entonces

(T'(x),y) = (x,T*(y)) = 0,

para todo y € H. Por consiguiente, T'(x) = 0, esto es, z € N(T). Se sigue
que R(T*)* C N(T) y por lo tanto, N(T) = R(T*)*, lo que queriamos
demostrar. [l

Corolario 2.3.1. Sean H un espacio de Hilbert y T € L(H). Entonces,
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1. T es inyectivo si y solo si T*(H) = H.

2. T* es inyectivo si y sdlo si T(H) = H.

Proposicion 2.3.5. Sea H un espacio de Hilbert. Un operador T € L(H)
es invertible si y sdlo si su adjunto T* € L(H) también lo es. En este caso,

(771" = (1"

Demostracion. Es suficiente demostrar que si 1" es invertible, entonces
T* también es invertible, pues T%* = T.

Si T es invertible, entonces T'(H) = H, luego (por el corolario de la
proposicién 2,3,4) T* es inyectivo.

Por otra parte,

(T7(T7) (@),y) = (T7) (@), T(w)) = (. (T7'T) () = (.0

para todo » € H y todo y € H. Por consiguiente, T* (T~')" = I, de donde
T™ posee inverso a la derecha, esto es T™ es sobreyectivo. Por consiguiente,

T* es una biyeccién continua, luego T* € L(H) es un isomorfismo, esto es,
T* es invertible en L(H). Ademés, (T*)~' = (T~1)". O

Definicién 2.3.2. Sean H un espacio de Hilbert, (7},) una sucesién en
L(H),y, T € L(H). Entonces,

1. Se dice que (7},) converge débilmente a T (en el sentido de operadores),
lo cual se denota T,,— T, si

lim (T,(z),y) = (T'(x),y),

n—oo

para todo = € H.

2. Se dice que (7},) converge fuertemente a T', lo cual se denota T,, — T,
si

lim [T, (z) —T(x)] = 0,

n—oo

para todo x € H

3. Se dice que (7)) converge uniformemente a T, lo cual se denota
T, = T, si
lim ||T,, — T|| = 0.
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Se tiene que la convergencia uniforme implica la convergencia fuerte, y
que esta ultima implica la convergencia débil.

En general, las reciprocas de estas implicaciones no son verdaderas
(ejemplo 1,7,3).

Lema 2.3.1. Sea H wun espacio de Hilbert. Entonces, en L(H), toda
sucesion (T,,) débilmente convergente es acotada.

Demostracién. Sea x € H fijo. Para cada n € N, sea ¢ : H — K la
forma lineal continua definida por la formula

on(y) = (y, Tu(x)) -

Como (T3,) es una sucesién débilmente convergente en L(H), entonces (¢7)
es una sucesion de formas lineales continuas, puntualmente acotada, esto es,
para cada y € H existe una constante a(z,y) > 0 tal que

[on(y)] < alz,y),

para todo n € N. Luego, por el teorema de Banach-Steinhaus, existe una
constante a(z) > 0 tal que

o]l < o),

para todo n € N. Por consiguiente,

[Ta(@)]| = sup [(Tn(x), y)| = llo5] < al),

lyll<1

para todo n € N. Se sigue, por el mismo teorema, que existe una constante
a > 0 tal que ||T,|| < a, para todo n € N, lo que querfamos demostrar. [

Proposicién 2.3.6. Sean H un espacio de Hilbert, (T,,) y (S,) sucesiones
en L(H), T € L(H) y S € L(H) dos operadores. Se tiene:

1. $iT,—1T,y, S, — S, entonces T,,S,— T'S.
2. 9T, —T, vy, S, — 9, entonces T,,S,, — T'S.

3. ST, =T,y S, =9, entonces T,,S, = T'S.

Demostracion. Para todo n € N, se tiene la siguiente identidad:

TS, — TS =Ty(S, — S) + (T, — T)S (+)
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1. Como T,,— T, por el lema 2,3,1 existe una constante a > 0 tal que
IIT.|| < «, para todo n € N. Por consiguiente, teniendo en cuenta la
identidad (x), se obtiene que

[(TaSn(2), y) = (T'S(2), y)| < ally|[[[(Sn = 5) (@)[[+[{(Tn = T) (S(2)), )],

de donde, por hipdtesis, se sigue que

lim (T},S,(x),y) = (T'S(x),y),

para todo x € H y todo y € H, esto es, T,,5,— T'S.
2. Por (x), se tiene que
[ T0Sn(z) = TS ()| < af|Sn(z) = S() | + 1T(S(x)) = Tu(S(2))]l,

para todo z € H, en donde « es como en 1). Por lo tanto, de la hipdtesis
se sigue que 1,5, — T'S.

3. Nuevamente, por (x), resulta que
1158, = TS| < [T = T + IS][Sn = S,
de donde obtenemos que 71,5, — T'S. [

Proposicién 2.3.7. Sean H un espacio de Hilbert, (T,,) una sucesion en
L(H), y, T € L(H). Se tiene:

1. SiT,,— T, entonces Ty — T™.
2. 81T, =T, entonces T, = T".

La demostracién de esta proposicion es sencilla y se deja al lector como
ejercicio.

Ejemplo 2.3.1. En general, la convergencia fuerte de una sucesion (7,)
hacia un operador T no implica la convergencia fuerte de la sucesién de sus
adjuntos (T7*) hacia el operador adjunto T* de T. En efecto, sean H = (2,
T, € L(¢?), n € N, definido por

To(x) = (Tn41, Tt ) 5

205



siz = (zx) € /2, y T = 0 el operador idénticamente nulo. Entonces, para
cada n € N, el operador adjunto T* € L(¢?) de T,, estd dado por

T:(y) = (0707"'a97y17y2a'-')a

si y = (yx) € £%. Por consiguiente,
T, — 0,y 1T, /0.
Notese que en este ejemplo también se tiene que
T, — 0, T;—0,

pero,
T.Tr=1;

(compare con la proposicién 2,3,6, parte 1)
Ejercicios de la seccién 2.3

1. Sea E un espacio de Banach.

a) Demostrar que para todo T' € L(F) con ||T|| < 1, el operador
(I —T) es invertible en L(FE).

b) Demostrar que el conjunto de los operadores invertibles es abierto
en el algebra de Banach L(F).

2. Demostrar que si H es un espacio de Hilbert y T" es un operador lineal
en H tal que

(T'(x),y) = (x, T(y))
para todo x € H y todo y € H, entonces 1" es continuo.

3. Sean H un espacio de Hilbert, 7" € L(H ) un operador lineal continuo en
H, (z,) un sistema enumerable ortonormal en H, y ()\,) una sucesién
en K tal que T*(2,) = M\yzn, n € N,y 32 |\, |? < co. Demostrar que

> [y, z)| < o0,
n=1

para cualquier y € T'(H).
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4. Sean H un espacio de Hilbert separable, y (e;) una base ortonormal
de H. Entonces, a cada T € L(H) se le asocia una matriz infinita
Ar = (aij), en donde a;; = (T'(e;), e;).

Demostrar que para una matriz infinita A = (a;;) represente un opera-
dor en L(H):
a) Es necesario que para todo i € N, E;‘;llaijp < 00, y, para todo
JEN, 37 agl? < oo
b) Es suficiente que X532, 322 Ja;;|* < oc.
c¢) Las condiciones de la parte a) no son suficientes.

d) La condicién en b) no es necesaria.

2.4. Operadores hermitianos, normales y uni-
tarios.

En esta seccion, la letra H denotard un espacio de Hilbert.

Definicién 2.4.1. Se dice que un operador 7" € L(H) es hermitiano
(simétrico o autoadjunto), si 7% = T.

Proposicion 2.4.1. St H es un espacio de Hilbert complejo, entonces
un operador T en L(H) es hermitiano si y sdlo si (T'(x),xz) € R, para todo
x € H.

Demostracion. Es inmediato que si 1T es hermitiano, entonces
(T'(z),z) € R, para todo z € H.

Reciprocamente, supongamos que (7'(z),z) sea real para todo = € H.
Entonces,

(T'(z + V), r+y) = (T(x),z) +(T(x),y) +(T(y), z) + {(T(y),y)

por consiguiente,




También,

(T(z+iy),z+iy) = (T(x),z) —i({T(x),y) +i(T(y),z) +(T(y),y),
luego,
—i(T(x),y)+i(T(y), x) = =i (T'(x),y) +i(T(y), x) = i(T(x),y)—i(T(y), x),

de donde

(T'(x),y) + (T'(x),y) = (T'(y), z) + (T(y), ). (2)
Sumando (1) y (2), resulta que

(T'(x),y) = (T(y), ) = {x, T(y)),

cualesquiera que sean z € H, y € H. Por consiguiente, 7" =1T. [

NOTA: El término hermitiano se usa Unicamente para operadores con-
tinuos. En el caso de operadores no continuos, los términos simétrico y au-
toadjunto tienen significados diferentes.

Proposicién 2.4.2. Si T € L(H) es hermitiano, entonces

1T} = sup [{T'(x),z)].

Demostracién. Sea o = sup, -, | (T'(x), z) |. Como | (T'(x), z) | < || T[] [|=]]*,
para todo z € H, entonces a < ||T].
Por otra parte,

(T(y), y)| < allyl? (3)

para todo y € H.
Ahora bien, teniendo en cuenta (3), para todo A > 0 y todo x € H, se
tiene que

IT@P = | {<T(Ax F3T@), A+ %T(az)> - <T(>\:c T, A §T<x>>}
< }l{a )\x+§T(x) +a || Av — %T(w) } —

VTR 2
= s {Rer+ i@
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Por lo tanto, si T(x) # 0, y, \* = %, entonces resulta que

IT@)I1* < el T (@)|lll=]l,

luego, | T'(z)|| < «af|z||, paratodo x € H, estoes, ||T|| < a, de donde a = ||T||,
lo que queriamos demostrar. [l

Observacion 2.4.1. Si T no es hermitiano, la proposicién anterior no
es vélida, en general. En efecto, sean H = R? y, T' € L(R?) el operador de
rotaciéon Z. Entonces, ||T|| =1y (T'(z),x) = 0, para todo x € R?.

Definicién 2.4.2.

1. Se dice que un operador T' € L(H) es positivo, lo cual se denota T' > 0,
cuando,

a) T es hermitiano, y

b) (T'(x),z) > 0, para todo = € H.

2. SiS e L(H)yTe L(H) son dos operadores hermitianos, entonces se
dice que S es mayor o igual que T, lo cual se denota S > T, cuando
(S—T) >0, esto es, si (S(x),z) > (T(x), ), para todo x € H.

3. SiT € L(H) es hermitiano, entonces los nimeros

M= sup (T(@),2), yom = fof (T(x),a),
[|l]|=1 Zl=

se llaman supremo de T e infimo de T', respectivamente.
Observaciéon 2.4.2.

1. Sean T' € L(H) hermitiano, M y m como en la definicién. Entonces,
M (resp.m) es el menor nimero real (resp. el mayor nimero real) tal
que

ml <T < MI.

Ademds, como |T'|| = supy, =, | (T'(z), x) |, entonces
IT°[| = max {[M], [m]}
(ejercicio 2,4,2).
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2. La relacion > es un orden parcial en el conjunto de los operadores
hermitianos de L(H). Ademés, si T3 > 0, 7o > 0 y a > 0, entonces
T1+T220, Y, OéTQ ZO

3. Si T € L(H) es un operador hermitiano, entonces 7% > 0. Ademés,

0<T<I=0<T?’<I.

4. SiT € L(H) es un operador hermitiano invertible, entonces el operador
inverso 7! también es hermitiano (proposicién 2,3,5).

Proposicion 2.4.3. El producto de dos operadores hermitianos es her-
matiano si y solo si los operadores conmutan.

Corolario 2.4.1. Si p(t) = S¢_,axt® es un polinomio con coeficientes
reales y si T € L(H) es un operador hermitiano, entonces p(T) = ¥0_,a, T"
es un operador hermitiano.

Proposicién 2.4.4. Si S € L(H) es limite fuerte de una sucesion
(Sp) C L(H), y si un operador dado T € L(H) conmuta con todos los opera-
dores Sp, n € N, entonces T conmuta con S.

Demostracién. Como
ST —-TS=(S-5,)T+T7T(S,—095),
para todo n € N, entonces
I(ST =TS) ()| < (S = Su)(T (@) + 1T (Sn = S) ()],
de donde (ST — T'S)(z) =0, para todo x € H, ya que S, — S. [
Proposicién 2.4.5. Si T € L(H) es un operador positivo, entonces
[(T(),y) [2 < (T(),2) (T(y), ). (4)

para todo x € H y todo y € H.
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Demostracion. Sean x € H, y € H. Para todo A € R, se tiene que
0<(T(x+AT(x),y)y),z+ ATz, y)y) =

= (T(x),x) + 2A\[(T(x),y) > + NX[(T(2),y) P (T(y), ) (5)
Ahora bien, si a\? + b\ + ¢ > 0 para todo A € R entonces b*> — 4ac < 0.

Aplicando esto al polinomio de segundo grado en A del lado derecho de (5),
se obtiene la desigualdad (4). O

Proposicién 2.4.6. Toda sucesion mondtona acotada (T),) de operadores
lineales hermitianos es fuertemente convergente hacia algiun operador hermi-
tiano T € L(H).

Demostracién.

1. Supongamos que (7},) es una sucesion monétona no decreciente de ope-
radores lineales positivos, acotada por el operador identidad I :

0<T, <Th<..<T,<..<I.

Para n > m, sea
T =T, — Ty,

Como 0 < T,, < I, para todo n, entonces
1-T,,=1-T,+T,,>1-1T, >0,

luego T}, < I, de donde || T, || < 1. Por lo tanto, usando la desigual-
dad (4), se obtiene que para todo = € H,

T (@) = Tu(@)I* = [ Ton(2)|I* =

(Ton(2), T ("E)>2 =

(T (Tmn( )) z)* <

< mn 7 Ton )> <Tmn(x)ax> <
||Tmn||2“Tmn|| ||IH2 (Tn(z), ) <
{{Tu(2), 2) — (T (), 2) } ||

Por simetria, si m > n, entonces

1T (2) = Tn(@)|* < {{Tn(@), 2) — (Tu(x), 2)} [l
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Por consiguiente,

ITn(2) = Tu(@)I* < (Ta(@), 2) = (Tul(@), 2) | l|2]%, (6)

para todo n € N, todo m € N y todo z € H. Ahora bien, para cada
x € H, la sucesiéon numérica ((T,,(z),x)) es no decreciente y acotada,
luego convergente, de donde, en virtud de (6), resulta que (7,,(x)) es una
sucesion de Cauchy en H, luego convergente. Se sigue que el operador

T:zxe H—T(x)=1lim T,(z) € H

n—oo

es lineal, continuo y hermitiano, y por la propia definicion, T,, — T.

2. Hagamos ahora el caso general.

)

Si (7),) es una sucesién no decreciente de operadores hermitianos,
acotada por algin operador A € L(H),

T <Ty<..<T,<..<A

)

entonces
0<5 <85 <...<5,<...<1,
en donde S
Sn:”—l_
|A— Ty

Por consiguiente, por la parte 1), existe S € L(H) operador hermi-
tiano tal que S, — 5, luego, T,, — T, en donde

Finalmente, si (7},) es una sucesuén de operadores hermitianos tal
que
T>Ty>...>T,>...>A,

para algin A € L(H), entonces
0<8, <8 <...<8,<...<I,

en donde
o Tl - Tn
1T — Al
Anélogamente como en a) se ve que existe 7' € L(H) hermitiano,
tal que T,, — T. [

Sn
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Teorema 2.4.1. Todo operador positivo T € L(H) tiene una unica raiz
cuadrada positiva T: € L(H), la cual es limite fuerte de polinomios en T
con coeficientes reales, y por lo tanto conmuta con cualquier operador que
conmute con T'.

Demostracidn.

1. Existencia: Se puede suponer que 0 < T < I, pues de lo contrario se

toma S = ﬁ

Sea A = I — T; si Y es un operador que verifique la relaciéon:
Y = 1(A+Y?), poniendo X = I — Y, tendremos

X2P=I-Y)yP=I-2Y+Y?*=1-A=T,

de donde X sera el operador buscado. Por consiguiente, es suficiente
mostrar la existencia de un tal operador Y. Para esto, se define induc-
tivamente la sucesion de operadores siguiente:

Yo=0, Y11 = (A—i—YnQ) para n > 0.

1
2
Entonces,

a) Se muestra, por induccién, que cada operador Y;,, n > 0,es un poli-
nomio en A con coeficientes reales positivos, de donde
Y1 —Y,, n >0, también es un polinomio en A con coeficientes
reales no negativos, pues

1
Yn+1 - Yn - §(Yn + Yn—l)(Yn - Yn—1)>

ya que Y,Y, 1 =Y, 1Y,.
b) Demostremos que
0<Y1<Y,...<Y,<...< L
Como A =1 — T es hermitiano, entonces
(A (z),z) = (A™(z), A™(z)) >0,

para todo x € H y todo n > 0; también, como A > 0 (pues
T < I), entonces

(A (2),2) = (A(A™(x)), A™(z)) > 0.
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Por consiguiente, A™ > 0, para todo n > 0, y siendo Y,,, n > 0, un
polinomio en A con coeficientes reales positivos, entonces, Y,, > 0,
para todo n > 0. Andlogamente, ya que Y,,; — Y,, n > 0, es
un polinomio en A con coeficientes reales no negativos, entonces
Y1 — Y, >0, estoes, Y11 > Y, para todo n > 0. Ahora bien,
Yy =0 < I. Supongamos que Y,,_; < I, en donde n > 1. Entonces,

V,=-(A+Y2 ) <-(I+])=1I

1
-2

N

Por consiguiente, Y,, < I, para todo n > 0, y queda demostrada
la afirmacion b).

Asi, (Yi)n>0 es una sucesién mondtona (no decreciente) acotada
de operadores hermitianos, luego, por la proposicién 2.4.6 ante-
rior, existe un operador hermitiano Y € L(H) tal que Y,, — Y.
Ademds, por la proposicién 2.3.6.2, también Y? — Y2. Por lo
tanto, ya que

Y@ - 50 + )

<

< V(@) = Yo (o)l + Yn+1($)—%(A($)+Y2($))

= V@)~ Yors@) + [ (40) +¥200) - a0+ V200 =

= ¥(@) Vel + 5 V@) - Vi)

nos resulta

Y(z) = S(A(2) + Y*(2)),

N —

para todo x € H, esto es, Y = %(A +Y?).

Finalmente, como 0 <Y, < I,y, Y, — Y, entonces 0 <Y < [.
Por consiguiente, si X =1 — Y, entonces 0 < X < I. Ademaés, X
es limite fuerte de polinomios en T' con coeficientes reales (pues
asi loesY).

2. Unicidad: Sea X la raiz cuadrada positiva de T" construida por el pro-
cedimiento anterior, y sea X; otra raiz cuadrada positiva de T
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Sean Z y Zi, a su vez, raices cuadradas (positivas) de X y X, respec-
tivamente. Tenemos que

X\T=XX? = XX, =TX,,

luego
X1 X = XXy,

pues X es limite fuerte de polinomios en 7.

Sea. x € H cualquiera, pero fijo. Demostremos que si
y = (X — X7)(z), entonces y = 0. En efecto,

IZWIF+ 127 = (Z(y), Z(y)) +(Z:(y). Z1(y)) =

Por consiguiente,

Iyl = (X — X1)(2)[I?

esto es, y = 0, o sea X(x) = X;(z), cualquiera que sea x € H. Por
consiguiente, X = X;. Esto completa la demostracién del teorema.
]

Definicién 2.4.3. Se dice que un operador 7' € L(H) es normal si
T =TT

Proposicion 2.4.7. Si H es un espacio de Hilbert complejo, entonces
todo operador T € L(H) se representa de manera unica en la forma

T=A+iB,
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en donde A y B son operadores hermitianos.
Ademads, T es normal st y solo si AB = BA.

Demostracién. Es suficiente definir

1 ) 1 .
A=5(T+T7),y, B=5(T-T). (7)

Reciprocamente, si T'= A +1¢B, con A y B hermitianos, entonces A y B son
como en (7).

La segunda afirmacién de sigue de la siguiente igualdad:
TT*—T*T = (A+iB)(A—iB) — (A—iB)(A+iB) =2i{(BA—- AB). O

Proposicién 2.4.8. Un operador T € L(H) es normal si y sdlo si
IT(x)|| = ||T*(x)||, para todo x € H.

Demostraciéon. Supongamos que 7' sea normal. Entonces
T ()| = (T(x), T(x)) = (T"T(x), ) = (T"(x), T"(x)) = |T"(x)|*,

esto es, | T(z)|| = ||T*(z)]|, para cada x € H.
Reciprocamente, si ||T(z)|| = ||T*(z)|| para todo x € H, entonces

(T"T = TT")(x), ) = 0,

para todo z € H, luego T*T — TT* = 0, por ser (T*T — TT*) hermitiano
(proposicién 2,4,2); esto es, T*T =TT*. [

Definicién 2.4.4. Se dice que un operador U € L(H) es unitario, si U
es invertible (en L(H)) y U™! = U* (esto es, si UU* = U*U = I).

Proposicién 2.4.9. Un operador U € L(H) es unitario si y solo si U es
una isometria de H sobre H.

Demostracion. Si U es unitario, entonces
|U@)|]* = (U(2),U(x)) = ({UU(2),2) = (z,2) = |||,

esto es, ||U(z)|| = ||z||, para todo = € H. Por consiguiente, U es una isometria
de H sobre H.
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Reciprocamente, si U es una isometria de H sobre H, entonces U es
invertible, y ademés *

(z,y) = (U(x),U(y)) = (UU(x),y),

para todo x € H y todo y € H. Por consiguiente, U*U = I. Se sigue que
Ut=U* O

Se debe observar que existen isometrias 7' que son no sobreyectivas. En
este caso, T*T = I, pero TT* # I. Por ejemplo, sean H = (> y T € L({?) el
operador definido por

T(ZE) = (0,5171, Loy yLp,y .. .),
si z = (z,) € (*. Entonces, el operador T* € L({?) estd dado por

T*<y) = (y27y37"'7yn7"'7>7

siy = (yn) € €% Se sigue que ||T(z)||2 = ||z||2, para todo z € ¢2. También,
T =1, pero TT* # 1.

Ejercicios de la seccion 2.4

1. Sean H un espacio de Hilbert complejo y T € L(H) tal que
(T'(x),x) = 0, para todo € H. Demostrar que T = 0.

2. Sean H un espacio de Hilbert, T' € L(H) hermitiano, M y m como en
la definicién 2.4.2.3. Demostrar que

17| = max {[M], [m[}

Sugerencia: Es claro que M < ||T| y que m < [|T||. Ahora, como
||| = = (T(x), ) si [|lz]| < 1, se sigue que —m < [|T|| y =M < ||T.
Por consiguiente, |M| < |T|, |m| < ||T||, de donde,
méx {|M|,|m|} < ||T||. Para demostrar la desigualdad contraria, con-
siderar separadamente los casos m > 0y m < 0. También puede usarse
la proposicion 2.4.2.

‘el que toda isometria conserve el producto interno es consecuencia de las identidades
polares (Ejercicio 2.1.1).
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3. Sea H un espacio de Hilbert.

a) Demostrar que si S > 0,7 >0y ST =TS, entonces ST > 0.

b) Sean S, T} y T, tres operadores en H tales que S > 0,
Ty > 15 y S conmuta con ambos operadores 17 y T,. Demostrar
que STy > STs.

4. Sean H un espacio de Hilbert, A € L(H) y B € L(H) dos operadores
en H. Demostrar que 0 < A < B implica que 0 < A2 < B si Ay B
conmutan, pero no necesariamente si no conmutan.

5. Sea T un operador normal en un espacio de Hilbert H. Demostrar que
T se puede expresar en la forma T = UP, en donde U es un operador
unitario, P es un operador positivo y, U y P conmutan con todos
los operadores continuos que conmuten con ambos operadores 1"y T
(descomposicién polar de T').

Sugerencia: Sea P = (T*T)z. Definir U; : R(P) — R(T) por la
férmula

Uy(P(x)) =T(z), x e H.
Demostrar que R(T)*+ = R(P)*. Extender U; a U : H — H.

6. Sea H un espacio de Hilbert

a) Demostrar que un operador positivo 7" € L(H) es invertible si y
sélo si existe € > 0 tal que (T"— €el) > 0.

b) Demostrar que un operador 7' € L(H) es invertible si y sélo si
existe € > 0 tal que (T7T* —€l) >0y (T*"T —€l) >0

2.5. Proyecciones ortogonales

Recordamos que un operador lineal P : E — FE en un espacio normado
E es una proyeccién si P? = P.

Si H es un espacio del Hilbert y M es un subespacio cerrado de H,
entonces H = M @ M+, y los operadores

Pio=x+ax, e MOM+ — Px)=x, € M,
(I—P)Zﬂle'l—'—l'QEM@ML — ([—P)(.CE):]}QEML,

218



son proyecciones continuas en H, llamadas las proyecciones ortogonales de
H sobre M (a lo largo de M*1), y de H sobre M+ (a lo largo de M), respec-
tivamente. (Proposicién 2,2,7).

A menos que se diga otra cosa explicitamente, en este paragrafo H deno-
tara un espacio de Hilbert.

Teorema 2.5.1. Un operador P € L(H) es una proyeccion ortogonal si
y solo si

1. PP=P,y
2. P*=P.
Demostracién.

1. Supongamos que P € L(H) es la proyeccién ortogonal de H sobre
el subespacio M. Entonces, se sabe que P? = P. Demostremos que
P* = P. En efecto, como P(H) L (I — P)(H), entonces

(P*(z),y) = (z, (y)>
)(x) + (x),P(y)>=

Q
“U

{
{
=
{
(P(x),y),

para todo x € H y todo y € H. Por consiguiente, P* = P.

2. Reciprocamente, supongamos que P € L(H) satisface las condiciones
1) y 2) del teorema. Entonces, M = P(H) y N(P) son subespacios
cerrados de H (proposicion 1,5,1,1). Ademés, por la proposicién 2,3,4,1,
como P* = P, se tiene que

P7Y0) = N(P) = R(P*)* = R(P): = M*.

Por consiguiente, P es la proyeccién de H sobre M a lo largo de M+,
o sea, la proyeccion ortogonal de H sobre M. [

Proposiciéon 2.5.1. Si P es una proyeccion ortogonal en H, entonces
0 < P <I. Ademdas, si P # 0, entonces ||P|| = 1.
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Demostracién. Para cada z € H, se tiene que
(P(x),z) = (P(z),(I — P)(x) + P(z)) = (P(z), P(x)) = 0,

esto es, P > 0. También, como (I — P) es proyeccién ortogonal, entonces
(I —P)>0o0sea P <I. Por consiguiente, 0 < P < [.
Ahora bien, por la proposicion 2,4,2 y como 0 < P < I, se obtiene que

[Pl = sup (P(z),z) < sup (z,z) <1.

Jell<1 lell<t -
Por otra parte, si y € P(H) con |ly|]| = 1, entonces

[Pl = sup [[P(z)]| = [P)l = llyl = 1.

=<1

Por consiguiente, ||P|| =1. O

En el resto de esta seccion, la palabra proyeccion significa proyeccion
ortogonal

Proposicién 2.5.2. Sean M y N subespacios cerrados de H. Si P y Q)
son las proyecciones sobre M y N, respectivamente, y si PQ = QP, entonces
PQ es la proyeccion sobre M N N.

Demostracion.

1. P(@ es una proyeccion, pues

a) (PQ)* = (PQ)(PQ) = P*Q* = PQ.
b) (PQ)" = QP =QP = PQ.
2. Ya que PQ(H) = P(N) ¢ M, y PQ(H) = QP(H) = Q(M) C N,
entonces PQ(H) C M N N.
Por otra parte, M NN C PQ(H), pues * € MNN = PQ(z) =
P(z) = x. Por consiguiente, PQ(H) =M NN. O

Proposicion 2.5.3. Sean P y Q) las proyecciones sobre los subespacios
cerrados M y N de H, respectivamente. Si PQQ = 0, entonces M L N y
(P + Q) es la proyeccion sobre M + N. En este caso, se dice que P 1 Q.
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Demostracién.

1. Como P(@) = 0, entonces para x € M, y € N se tiene
<:U7y> = <P'T7 Qy) = <$7 PQy> = 0.

2. QP =Q*P* = (PQ)* =0, luego
(P+Q)? =P+ PQ+QP+Q*= P+ Q. Ademés,
(P+ Q)" = P*+ Q" = P+ Q. Por consiguiente, (P + () es una
proyeccion en H.

3. (P+Q)(H)C P(H)+Q(H)= M + N. Por otra parte,
M+ N C (P+Q)(H), pues si z € M, y € N, entonces

(P+Q)(z+y) = Pl)+Ply)+Qx) +Qy) =
= 2+ P(Qy)) + Q(P(x) +y =
= T +y.

Se sigue que (P + Q) es la proyeccién sobre M + N. [

Proposicion 2.5.4. Sean P y @ las proyecciones sobre los subespacios
cerrados M y N de H, respectivamente. St PQ = @), entonces M D N y
(P — Q) es la proyeccion sobre M N Nt

Demostracion. Ya que
QP =Q"P"=(PQ) =Q" =Q=PQ,

entonces, por la proposicién 2,52, Q = P(Q) es la proyeccion sobre M N N.
Por consiguiente, N = M N N, luego M D N.

Por hipétesis, I — @) es la proyeccién sobre N+. Ahora bien, como
P(I—-@Q) = (I —Q)P, entonces por la misma proposicién, P —@Q = P(I — Q)
es la proyeccién sobre M N N+. [

Proposicion 2.5.5. Si P y ) son proyecciones en H, entonces
PQ =Q siysolamente si P > Q.

Demostracidén. Si PQ) = @, entonces (por la proposicién anterior) P—Q
es una proyeccion, luego (por la proposicién 2,4,1) (P — Q) > 0, esto es,
P>qQ.

Viceversa, si P > @, entonces I — P < I — Q.
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Por lo tanto,

Q= PQ)@)I* = I(I-P)QE@I*=
= (I =P)Q(x), (I - P)Q(x)) =
= (I = P)Q(x), Q(x)) <
< (- Q)Q(x), Q(x)) =
0

para todo x € H. Por consiguiente, PQ = ). [

Proposicion 2.5.6. Sean P y Q) las proyecciones sobre los subespacios
M y N de H, respectivamente. Si PQQ = QP, entonces P + Q) — PQ es la
proyeccion sobre M + N. En particular, M + N es cerrado.

Demostracién. Es facil verificar que P + @ — PQ es una proyeccién en
H.
Demostremos que (P 4+ @ — PQ)(H) = M + N. En efecto,

1. Es claro que (P +Q — PQ)(H) C M + N.
2. Ahora bien, si x € M, y € N, entonces

(P+Q-PQ)r+y) = Px)+Q) ~ PQ(x) + Ply) +Qly) — PRLY) =
= ¢+ QP(z) - PQ(x) + PQ(y) +y — PQ(y) =
= Tty
luego (x +y) € (P+ Q — PQ)(H). Por consiguiente,
M+NC(P+Q—-PQ)H). O
Observacién 2.5.1. En general, si M y N son subespacios cerrados de
un espacio de Hilbert H, no necesariamente M + N es un subespacio cerrado
de H. En efecto, sean H un espacio de Hilbert y T € L(H) un operador

continuo cuya imagen R(7) no sea un subespacio cerrado de H. Entonces,
los subespacios

M = H x{0}

N = G(T)=A{(z,T(z));z € H},
son cerrados en el espacio producto H x H. Sin embargo, M+ N = H x R(T)
no es cerrado en H x H.

Definicién 2.5.1. Sean E un espacio con producto interno, '€ L(H) y
M un subespacio cerrado de E.
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1. Se dice que M es invariante por T, cuando T'(M) C M.
2. Se dice que M reduce a T cuando ambos subespacios M y M~ son

invariantes por T

Proposicién 2.5.7. Sean H un espacio de Hilbert, T € L(H), M un
subespacio cerrado de H, y P la proyeccion sobre M. Entonces

1. M es invariante por T si y solo si TP = PTP.
2. M reduce aT' si y solo si TP = PT.

Demostracién.

1. Si M es invariante por T, entonces T'(P(z)) € M, para todo = € H,
luego T'(P(z)) = P(T(P(z))), para todo = € H, esto es, TP = PTP.

Reciprocamente, si TP = PT P, entonces
T(M)=TP(M)=P(TP(M)) C M,
luego M es invariante por 7.

2. Supongamos que ambos subespacios M y M~ son invariantes por 7.
Entonces, por la parte 1), se tiene que
TP = PTP.

Ahora bien, sea z = 21 + 29 € M & M+ = H. Como T(zy) € M+,
entonces P(T(x2)) = 0, luego

PT(x) = PT(x1) + PT(z3) = PT(x1) = PTP(x),
para todo x € H, esto es, PI' = PTP. Por consiguiente, PT = TP.
Reciprocamente, si TP = PT, entonces
TP=TPP = PTP,
luego, por la parte 1), M es invariante por 7. También, como
T(I-P)=TUI—-P)(I-P)=({U—-P)T(I—-P)
luego, nuevamente por la parte 1), M+ es invariante por T. Por con-
siguiente, M reduce a T'. [
Ejercicios de la seccién 2.5

1. En un espacio de Hilbert H, sean P y () las proyecciones ortogonales

sobre los subespacios cerrados M y N, respectivamente. Demostrar que
PQ=QPsiysolosi M =(MNN)® (MnN).
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Capitulo 3

OPERADORES COMPACTOS

3.1. Espectro de los operadores compactos en
espacios de Banach.

Definicién 3.1.1. Sean E un espacio de Banach y T € L(FE) un operador
lineal continuo en E.

1. El conjunto
P(T)={X € K;(T — XI) es invertible en L(E)}

se llama conjunto resolvente de T'.

La funcién
Rr:A€P(T)— Rp(\) = (T - XI)~' € L(E),

se llama resolvente de T, y el operador Ry(\) = (T'— M)~ X € P(T),
se llama operador resolvente de T en A.

2. El complemento en K del conjunto resolvente de T' se llama espectro de
T, y se denota por o(T).

Observacion 3.1.1. Si A € o(T), entonces se tienen las tres alternativas
siguientes:

1. El operador (T'— AI) no es inyectivo. En este caso, se dice que \ es
autovalor de T, y el conjunto

Ny = N(T — AI)
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se llama el subespacio propio de T. Un elemento x € N, x # 0, se
llama autovector de T asociado al autovalor .

El conjunto de los autovalores de T',
0,(T) = {X € K; (T — XI) no es inyectivo},
se llama espectro puntual de T

2. El operador (T'— AI) es inyectivo pero no sobreyectivo, mas su imagen
R(T — M) es densa en E. En este caso el operador (T'— X\ )™! no es
continuo sobre R(T — AI); en efecto, si (T' — A )~! fuera continuo, el
subespacio R(T — AI) seria cerrado (ver corolario 1,5,3), luego igual
a F, y X estaria en el conjunto resolvente de T'. Tenemos por consi-
guiente que dado € > 0, podemos hallar x. € E, tal que ||z || = 1, v,
|ITx. — Az.|| < e. Los escalares A con esta tltima propiedad se llaman
autovalores aproximados de T'. Los autovalores aproximados A\ de T,
tales que el subespacio R(T — AI) es denso en E, forman el espectro
continuo de T, que se denota por o.(T).

3. Eloperador (T'—A\I) es inyectivoy R(T — AI) # E. El conjunto de estos
A forma el espectro residual o,(T') del operador T'. Un elemento A del
espectro residual de T sera un autovalor aproximado, si el subespacio
R(T — M) de E no es cerrado.

Se tiene entonces, que

o(T)=o0,(TYUo.(T)Uo,.(T) (unién disyunta).

Proposicién 3.1.1. Sean E un espacio de Banach yT € L(E). Entonces,
P(T) es un subconjunto abierto de K.

Demostracién. Sea A\ € P(T'). Como (Ao — T') es invertible, entonces
por el ejercicio 2,3,1.b, existe d > 0 tal que

SeLE),y||S—MI-T)| <d=S esinvertible.
Por lo tanto, si |\ — A\g| < 0, entonces
AL =T) = (Aol =T)[| = |A = Ao| <6,

luego A e P(T"). O
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Proposicién 3.1.2. El espectro o(T) de cualquier operador T € L(E)
es un subconjunto compacto de K.

Demostracion. Por la proposicion anterior, es suficiente demostrar que
o(T) es acotado. Mas exactamente, demostremos que

o(T) c{Ae KA < |ITI}

En efecto, si [A| > ||T|, entonces ||$T|| < 1, luego (por el ejercicio 2,3,1.a)
el operador (I — %T) es invertible. Por consiguiente,

1
(M —T) :)\([—XT>
es invertible, esto es, A € o(T). O

Ejemplo 3.1.1. Sean E = (% y, T € L(¢?) el operador definido por
T(x) = (0,21,Z2,...,Tn,...),
si z = (z,) € (*. Entonces, se tienen las siguientes afirmaciones:

1. T no tiene autovalores, esto es, o,(T) = 0, pues (T — A)(z) = 0
implica x = 0, cualquiera que sea \ € C.

2. Como ||T|| = 1, entonces o(T) C {A € C;|\| < 1} = D.

3. SiU = {\ € C; |\ < 1}, entonces 0,(T) = U. En efecto, el operador
adjunto T* € L(¢*) de T estd dado por

T*<y) - (y27y37 oy Yny - ')7

si y = (y,) € (2. Ahora bien, si A € C es autovalor de T*, entonces
existe y = (y,) € /2, y # 0 tal que (T* — \I) = 0, esto es,

yn+1:)\nyl> n=12....

Por consiguiente, y; # 0, y como lim,, ., y,, = 0, entonces |A| < 1, esto
es, A e U.

Reciprocamente, si |A\| < 1, entonces A es autovalor de 7. Por consigui-
ente, 0,(17*) = U. Por lo tanto,

ANeU<«=AeU <= {0} #N (T*—X) = N(T-\)*) = R(T-XI)*,
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esto es,

ANeU <= R(T — M) # 12,
y como 7" no tiene autovalores, entonces o,.(1") = U.

4. o(T)= D, pues U =0,(T)Co(T)C D,y o(T) es cerrado.

5. Como 0,(T') = 0, entonces de la parte 3) se sigue que 0.(T) = {A € C; |\| = 1}.

6. Andlogamente como en 3) y en 4), puesto que 0,(7*) = U también se
tiene que o(T*) = D.

Ejemplo 3.1.2. Sean E = C]0, 1] el espacio de las funciones complejas
continuas en [0, 1], con la norma del méximo:

11} = méx {|f()];¢ € [0,1]},

y, T € L(C[0,1]) el operador definido asi: si f 6 C’ [0,1], la funcién
T(f) € C[0,1] viene dada por T(f)(t) = tf(t), € [0,1]. Entonces,
o(T) = [0,1]. En efecto,

1. T no tiene autovalores, pues si (T'— \I)(f) = 0, esto es,

(t=Nf(t) =0,

para todo t € [0, 1], entonces f(t) = 0, para todo t # A, de donde, por
la continuidad de f, f = 0.

2. Si A & 10,1], entonces, A & o(T), pues el operador S en C[0, 1] definido
por

1
es el inverso en L(C[0,1]) de (T' — AI). Por consiguiente,
a(T) [0, 1].

Ahora bien, si A € [0, 1], entonces el operador (1" — AI) no es sobreyec-
tivo, ya que si g € C[0, 1], v, g(\) # 0, entonces

(T = AD(f)(A) = 0 # g(N),

para toda f € [0,1]. Por consiguiente, A € o(T). Se sigue que
o(T) = [0,1], lo que querfamos demostrar. [

227



Definicién 3.1.2. Se define el radio espectral p(T') de un operador
T € L(E) como el nimero real

p(T) = sup{|A[; A € o(T)}.

Observacién 3.1.2. Se muestra en [24] o [25] que en un espacio de
Banach complejo E # {0} todo operador T' € L(F) tiene espectro o(T") # (),
como también que

lim /77 = p(7) = it /T

Definicién 3.1.3. Sean E, F' espacios normados. Se dice que un operador
lineal T': E — F' es compacto cuando la imagen por 7' de todo subconjunto
acotado de E es un subconjunto precompacto de F'.

Ya que todo operador lineal compacto T': E — F' es continuo (ejercicio
3,1,2), entonces no se pierde generalidad si en la definicién de operador lineal
compacto se exige la continuidad del mismo.

Obsérvese que para que un operador lineal T : F — F sea compacto
es necesario y suficiente que la imagen por T' de la bola unitaria (abierta
o cerrada) de E sea un subconjunto precompacto de F' o equivalentemente,
que la imagen (7'(x,)) por T de cualquier sucesién (x,) en la bola unitaria
posea una subsucesion de Cauchy.

Proposicién 3.1.3. Sean E, F espacios de Banach y T € L(E,F).
Entonces

1. T es compacto si y sdlo si toda sucesion acotada (x,) en E posee una
subsucesion (z,,) tal que (T (x,,)) es convergente en F.

2. Si R(T) es de dimension finita, entonces T es compacto. Reciproca-
mente, si R(T) es cerrado y T es compacto, entonces R(T) es de di-
mension finita.

Demostracién.

1. Esto es inmediato por el hecho de que en espacios métricos completos
los conceptos de conjunto precompacto y de conjunto relativamente
compacto coinciden.
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2. Es claro que si dim(R(7T)) < oo, entonces 1" es compacto.

Reciprocamente si R(T') es cerrado, entonces es de Banach. Por lo tanto
(por el teorema de la aplicacién abierta), T : E — R(T) es una
aplicacion abierta, y, siendo 1" compacto, entonces la bola unitaria de
R(T) es precompacta, luego (por el teorema de Riesz)

dim(R(T)) < co. O

Proposicién 3.1.4. Sean E, F espacios de Banach, y T € L(E,F).
Entonces:

1. Para que el operador T sea compacto , es necesario que T transforme
sucesiones débilmente convergentes de E en sucesiones fuertemente
convergentes de F'.

2. Si el espacio E es reflexivo, la condicion anterior también es suficiente
para la compacidad de T'.

Demostracién.

1. Sea (x,) una sucesion débilmente convergente en F, digamos x,— x.
Entonces (z,) es acotada (ejercicio 1,5,2), y por lo tanto, posee una
subsucesion (z,, ) tal que (7' (x,,)) es convergente en F', necesariamente
hacia T'(z). Como el raciocinio que acabamos de hacer para la sucesién
(x,) es aplicable a cualquiera de sus subsucesiones, se concluye que

T(z,) — T(x).

2. Supongamos ahora que E es reflexivo, y que el operador T' cumple
la condicion del enunciado. Entonces, por la reflexividad de E, toda
sucesién acotada (x,) de E contiene una subsucesiéon débilmente con-
vergente (z,,) (Proposicién 1,4,9), luego la sucesion (7' (x,,)) es con-
vergente en F', y por lo tanto, de la proposicién 3,1,3 se sigue que 71" es
un operador compacto. [

Proposicion 3.1.5. Sean E, F espacios normados. Entonces, el con-
gunto L.(E, F) de todos los operadores lineales compactos de E en F es un
subespacio cerrado de L(E, F).

Demostracién. Sean
A={zc Bz <1}, vy, B={yeF;|yl <1},

las bolas unitarias abiertas de F' y F', respectivamente.
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1. L.(E, F) esunsubespacio lineal de L(F, F'). En efecto, si T} € L.(E, F),
T, € L(E,F) y d > 0, entonces existen elementos yi,¥ys, ..., Yn,
21, %9....,%m en F tales que

Ys

luego

(T1+T2 UU yl+z]+(5B

Por consiguiente, (77 + T5)(A) es precompacto. Se sigue que
(Tl —|'T2) S LC(E,F)

Anélogamente se muestra que si A € Ky T € L.FE,F) entonces
AT € L.(E,F).

2. Sean S € L.(E,F) C L(E,F)y > 0. Entonces, existe T' € L.(E, F)
tal que

5
IT- 8] <3

También, existen elementos 1, ¥o, ..., Yy, en F tales que

i=1

Ahora bien, si x € A, entonces existe i, 1 < i < n, tal que
T(z) € (y; + 3B), esto es,

)
IT@) = will < 5.

Por lo tanto,

15(2) —will < N1S(x) =T @) + T (x) = will <o
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Se sigue que

S(A) ¢ i +6B),

i=1
por consiguiente, S es compacto.

Se concluye que L.(F, F') es un subespacio cerrado de L(E, F). [
Proposicién 3.1.6. Sea E un espacio de Banach.
1. SiT e L(E), y A€ K, A #0, entonces dim(N(T — \I)) < oc.
2. 81T € L(F) ydim(E) = oo, entonces 0 € o(T).
3. El subespacio L.(E) es un ideal bilateral del dlgebra de Banach L(E),

0 seaq,

TeL(F), y Se L(E) =TS € L.(F), y, ST € L.(F).

Demostracién.

1. Sean F'= N(T' — M), A # 0, y T1 = T|r el operador T restringido al
subespacio F. Entonces, T} es un operador compacto, y, como A # 0,
R(T1) = F, que es un subespacio cerrado de F; por la proposicién 3,1,3,
dim(F') < oo, lo cual querfamos demostrar.

2. Sea T € L.(FE). Si 0 # o(T), entonces T es invertible en L(FE), en
particular, T'(E) = E, y , siendo T' compacto, dim(7T'(E)) < oco.
3. Sean T € L.(E) y S € L(E).

Si (z,) es una sucesién acotada en E, entonces (S(z,)) también es
acotada, y siendo T' compacto, entonces existe una subsucesién (x,, )
de (x,) tal que (T'(S (x,,))) es convergente en E. Por consiguiente,
TS € L.(E).

Andlogamente se muestra que ST € L.(E). O

Teorema 3.1.1. Sean E, F espacios de Banach. Entonces, T € L(E, F)
es compacto si y solo si su adjunto T" € L(F', E") es compacto.

Demostracién. Sean B la bola unitaria abierta de E,y, ¢ : E — E" y
1 : F — F" las aplicaciones candnicas de E en su bidual E”, y de F' en su
bidual F”, respectivamente.
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1. Supongamos que 1" es compacto y sea (y,,) una sucesién acotada en F",
digamos, ||y, || < a, para todo n € N. Entonces,

a) Ya que
|y (@) =y ()| < oz —yl],
para todo n € N, todo z € F y todo y € F, entonces (y,,) es

una sucesion uniformemente equicontinua en F', en particular en

T(B) C F.

b) La sucesién numérica (y, (y)) es acotada para cada y € F, en

particular, para cada y € T(B).

Por consiguiente, por el teorema de Ascoli (ejercicio 0,4,8), exis-
te una subsucesion (y;k) de (y,) que converge a alguna funcién

continua, uniformemente sobre el conjunto 7'(B). En particular,
(y;k) es una sucesién de Cauchy uniformemente sobre T(B), o
sea, dado 0 > 0, existe ng € N tal que

i >mno,j >no =y, (y) — v, (W) <9,

para todo y € T'(B). Por consiguiente,

17 1) =7 (v, ) 1 = sup |7 ) =7 (i) )| =

z€EB

= sup ’<T(‘T)’y;u — y;j>‘ —
reEB

= sup )<y,y§u - y;j>‘ <
yeT'(B)

< o,

si ¢ > ng, 7 > ng. Por consiguiente, (T’ (y;lk)) es una subsucesion
de Cauchy de (7"(y,,)). Por lo tanto, T es compacto.

2. Reciprocamente, supongamos que 7" es compacto, y sea (x,,) una suce-
sién acotada en E. Entonces, por la parte 1), 7" € L(E",F") es
compacto, luego, como (¢(z,)) es una sucesién acotada en E”, existe
una subsucesion (x,, ) de (x,), tal que la sucesion (77 (¢ (x,,))) es de
Cauchy. Por lo tanto, como

T"(¢ (wn,)) = ¥ (T (wn,)) , k €N,
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pues, 7" o ¢ =1 o T' (demostracién de la proposicién 1,7,2), y siendo
¥ una isometria (sobre su imagen), entonces (1" (x,,)) también es una
sucesion de Cauchy en F'. Por lo tanto, T es compacto. Esto completa
la demostracién del teorema. [

Proposicién 3.1.7. Sean E un espacio de Banach, T € L.(E), y, A € K,
A # 0. Entonces, R(T — \I) es cerrado.

Demostracién. Como dim(N (7 — AI)) < oo (proposicién 3,1,6), en-
tonces existe un subespacio cerrado M de E tal que E = N(T — ) & M
(ejercicio 1,5,13). Sea S = (T'— A )|y el operador (T'— AI) restringido a M.
Se sigue que S € L(M, E) es inyectivo, y, R(S) = R(T — ).

Demostremos que existe 6 > 0, tal que para todo x € M,

offzll < 15 ()Il,

lo cual implica que R(T — AI) = R(S) es cerrado, que es la conclusién del
teorema. Supongamos que no sea asi. Entonces, para cada n € N podemos
hallar z,, € M, con ||z,,|| = 1, y, ||S(z,)| < £. Como T es compacto, entonces
existen zg € E' y una subsucesién (z,,) de (z,) tales que T (z,,) — xo en
E. Por lo tanto, como S (z,,) — 0y S (x,,) =T (x,,) — Az, , se sigue que

lim (\z,, ) = klim (T (zp,) — S (zn,)) = o,

k—o0 —00

luego xg € M, pues, (A\x,,, ) € M, k € Ny M es cerrado. Ademas,

S(xo) = lim S (Az,,, ) =0,

k—o00

luego zy = 0, pues S es inyectivo. Por consiguiente,
0 = [zoll = M [[Azy, || = |A],
k—o0

esto es, A = 0, lo que es una contradiccion. [

Lema 3.1.1. Sean E un espacio normado y M un subespacio lineal de
E tal que M # E. Entonces, para todo r > 1, podemos hallar x € F, tal que
z]| <7, y, d(z, M) =1.

Demostracién. Sea r > 1. Como M # E, entonces existe §y € E/M tal
que

a = |[g[l # 0.
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Si 29 = £, donde y € g, entonces
(o, M) = d(zo, 71) = [l = || (£) ]| = 1 <
luego existe yo € M tal que
lzo = yoll <7

Es suficiente tomar x = zg — yo. U

Lema 3.1.2. Sean E un espacio de Banach y T € L(E). Supongamos
que existen una sucesion estrictamente creciente de subespacios cerrados de
E,

M1;M2§;Mn;,

y una sucesion (A,) en K con las siguientes propiedades:
1. M| >0 >0,
2. T(M,) C M,, y
3. (T = Apyr 1) (My1) C M,

paran =1,2,.... Entonces el operador T no es compacto.

Demostracién. Para cada n € N, por el lema 3,1,1 con r = 2, existe
Tni1 € Myyq tal que

|leniall <2, 'y, d(zpe, M,)=1.
Sea n > m > 2. Entonces,

1T (zn) = T(zm)ll = [[(T(zn) = Anxn — T(x)) + Anal| =
= |\ ||xn - /\7_:,1 {T(2y,) — (T — AnI)(xn)}H .

Ahora bien, como

T(xy,) € T(M,,) C M,_q,
(T - /\'n])(xn) € (T - An])(Mn) C My,

entonces {T'(x,,) — (T — A\, I)(x,)} € M,_1, luego

|20 — A H{T () — (T = M) (w0) }|| = d(wn, M1) = 1.
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Por lo tanto,
[T (xn) = T(2m)|l = [An] =6,

para todo n > m > 2. Por consiguiente, (7'(z,)) no posee ninguna subsuce-
sién de Cauchy, de donde T' ¢ L.(F). O

Teorema 3.1.2. Sean E un espacio de Banach, T € L.(E), 6 >0y
A= {Xe (TN > 0}
Entonces
1. R(T — \I) # E, para todo X € A.
2. El conjunto A es finito.
Demostracion.
1. Supongamos que existe A\g € A tal que R(T — M\gI) = E. Sea
M, =N{(T—-XID)"), n=1,2,....
Entonces se tienen las siguientes afirmaciones:

a) La sucesién de subespacios cerrados (M,) es estrictamente cre-
ciente
C - - -
MiGMSG. .. S M, & ...

En efecto, es claro que la sucesion es creciente. Ahora bien, por
ser \g autovalor de T, entonces existe 1 € E, x1 # 0, tal que
(T — XoI)(x1) = 0. Como R(T — M\gI) = E, entonces existe una
sucesién (x,) en E tal que

Ty = (T = Xol)(Tpy1), n=1,2,...,
luego
(T=XoD)"(@ni1) =21 # 0, y, (T=XoD)" H(wni1) = (T—XoI)(21) =0,

esto es, Tp11 € M1, ¥, Tne1 € M,. Por consiguiente,
M, ; M.
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b) T(M,) C M,,n=1,2,..., puessi x € M, entonces
(T =X D)"(T'(2)) = T((T = Xol)"(2)) = 0
esto es, T'(z) € M,.
c) (T —XoI)(Myy1) C My, n=1,2,..., pues si x € M, 41, entonces
(T = XoI)"((T = XoI)(2)) = (T = XI)""(z) = 0,

esto es, (T — Aol )(x) € M,.
Por consiguiente, el lema 3,1,2, con A, = Ay para todo n € N,
implica que T' & L.(E). Esto demuestra la parte 1).

2. Supongamos que A es infinito y sea (\,) una sucesién de elementos de
A, dos a dos distintos. Para cada n € N, sean =, € N(T — A\, 1), v,

M, = [z1,29,...,2,].

Ya que autovectores correspondientes a autovalores dos a dos distintos
son linealmente independientes !, se tiene que (M,) es una sucesién
estrictamente creciente de subespacios cerrados de F. También,

(T - >\n+1])(Mn+1) C Mn n = 1, 2, ey

pues si x € M, 1, entonces z = Z;‘;’llajxj, de donde
(T — /\n_HI)(I) = ZO[j()\j — /\n—&—l)xj e M,.
j=1

Ademas, T'(M,) C M,, y, por hipétesis, |[\,| >, n=1,2,.... El lema
3,1,2 implica que T' ¢ L.(E). Esto finaliza la demostracion del teorema.
O

Lema 3.1.3. Si E es un espacio normado y My un subespacio cerrado
de E, entonces
dim(E/M,) < dim(My).

ldemuéstrese esta afirmacién, a manera de ejercicio.
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Demostracién. Es claro que probar el lema es equivalente a demostrar
que para todo n € N, si n < dim(E/M,), entonces n < dim(M;").

Sean, pues, n < dim(E/My), y, x1, 2, ..., x, elementos en E tales que el
conjunto {1 + My, xe + My, ..., x, + My} es linealmente independiente. Si

My = [x1, 29, ..., 2] + Mo,

k=1,2,...,n, entonces My_y C My, k = 1,2,...,n. Ahora bien, como
cada subespacio My es cerrado v xp € My_1, k = 1,2,...,n entonces existe
x) € E' tal que

(xp, 20y =1, vy, (My_1,2,) =40}, k=1,2,...,n

Se sigue que {2}, z}, ...,z } es un subconjunto linealmente independiente de
Mg Por consiguiente, n < dim(My"), lo que queriamos demostrar. [

Teorema 3.1.3. Sean E un espacio de Banach y T € L.(F). Entonces:

1. Si A # 0, los cuatro nimeros siguientes:

a = dim(N(T — \I)),

g = dim(E/R(T — X)),
(
(

~

o dim(N(T" — X)), y
8 = dim(E'/R(T — \I)),

<

son finitos e iquales.
2. Sixeo(T), N\#0, X\ es autovalor de T y T".

3. o(T) es un conjunto (compacto) a lo sumo enumerable, y 0 es su unico
punto de acumulacion posible.

Demostracién.

1. a) Se sabe (proposicién 3,1,6) que o < oo. Ahora bien, como
R(T — \I) es cerrado (proposicion 3,1,7), entonces (por la proposi-
cién 1,7,4) R(T" — I) también es cerrado y

R(T' — XI) = N(T — X )*.
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Por lo tanto, como N(T'— A) ~ (N(T — AI))" entonces por el
ejercicio 1,3,14, resulta que

N(T — M) ~ E'/N(T — \I)* = E'/R(T" — \I),

luego o = (7.

Por la proposicion 1,7,3, se tiene que
R(T — XI)* = N(T' — \I).

Por lo tanto, usando el lema 3,1,3, con My = R(T — \I), se obtiene
que

B =dim(E/R(T—)) < dim(R(T—XI)*") = dim(N(T'=XI)) = «/,

esto es, 0 < .

Demostremos que o < 3. Supongamos por reduccién al absurdo,
que a > .

Sea F' complemento topolégico de N(T' — M) en E (ejercicio
1,5,13):

E = N(T — \) & F (suma directa topoldgica) (%)
También, puesto que
dim(E/R(T — M) = < a < o0,

por el ejercicio 1,5,15,a), existe un subespacio G de E tal que

dim(G) =0y
E = R(T — M) & G (suma directa topoldgica). (%)

Sea ¢ : N(T'— M) — G una aplicacién lineal sobreyectiva. Ya
que « > f3, entonces existe xg € N(T — X), g # 0, tal que

Se define el operador S : E — FE por la férmula

S(x) =T(x)+¢oPlx), xe€kE,
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en donde
Pix=xs1+a,e NT-AN)®F — x, € N(T — \)

es la proyeccién a lo largo de F. Como dim(R(¢ o P)) < oo, el
operador S es compacto, y ademas A es autovalor de S, pues

S(x0) = T(w0) + ¢(P(w0)) = Axg + P(70) = A2o;
entonces el teorema 3,1,2 implica que
R(S —\I) # E. (% % %)

Por otra parte, ya que ¢po P(F') = {0}, entonces usando (x), resulta
que

(S=AI)(F) = (T+¢oP—\I)(F) = (T—=X)(F) = (T—AI)(E) = R(T—\I).

También,
(S=AD)(N(T - \I)) =G.

Por consiguiente, teniendo en cuenta (%) y (%), resulta que
R(S—AN)=R(T-MN)®G=E,

lo que es una contradiccién con (k*x). Esta contradiccién muestra

que a < f3.

d) Aplicando la misma técnica que en ¢) a 7" € L.(E’), se tiene que
o <.
Se sigue de a), b), ¢), y d) que

f=a<p<ad<p,
de donde o = 8 = o' = [, lo que queriamos demostrar.

2. Si A # 0 no es autovalor de T, entonces por 1), @ = 0, luego 5 = 0,
esto es, R(T — A\I) = E, de donde (T' — AI) es invertible en L(E), o
sea A\ # o(T). Por consiguiente, si A\ € o(T) y A # 0, entonces A es
autovalor de T', y de T", pues o/ = a > 0.
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3. Por la parte 2), se tiene que
[N € a(T); A # 0} C ay(T) € o(T),
luego, si 0 € o(T'), entonces
o(T) = o,(T) U{0},

y si 0 € o(T), entonces
o(T) = o,(T).

Ahora bien, para cada entero n > 0, el conjunto

1
A, = {)\ € 0,(T); |\ > ﬁ}

es finito (teorema 3,1,2,2), luego el conjunto
Nea,(T);A#0} = An
n=1

es enumerable. Por consiguiente, o(7") es enumerable.

También, 0 es el tinico punto de acumulacién posible de o(T), pues fuera
de cualquier vecindad de 0 sélo existe un nimero finito de autovalores
de T'. Esto completa la demostracién del teorema. [

Corolario 3.1.1. Si E es un espacio de Banach y T € L.(E), entonces
o(T) estd formado por un nimero finito o infinito enumerable de autovalores
no nulos, y eventualmente el 0. Cada uno de los autovalores no nulos tiene
multiplicidad finita, y si son infinitos en numero, se acumulan en 0.

Recuérdese que si dim(E) = oo, entonces 0 € o(7).

Ejercicios de la seccién 3.1

1. Sean E un espacio de Banach, T € L(E) y S € L(E). Demostrar que
los elementos no nulos del espectro de T'S y los del espectro de ST
coinciden.

Sugerencia:
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a) Reducir el problema a mostrar que (I — ST') es invertible si y sélo
si (I —T5S) es invertible.

b) Suponiendo || T|| ||S|| < 1, encontrar una relacién entre (I —75)~!
e (I —ST)™".

¢) Demostrar que si (I — ST') es invertible, entonces (I — T'S) es
invertible, usando el resultado de b).

. Sean FE, F espacios normados. Demostrar que todo operador lineal
compacto T : E — F' es continuo.

a) Sean ()\,) una sucesién acotada de numeros complejos, v,
T : (' — (' el operador definido por T(z) = (A\,z,), si
z = (z,) € (*. Encontrar o(T).

b) Demostrar que todo subconjunto compacto no vacio K de C es el
espectro de algin operador T' € L((1).

Sugerencia: Sea (\,) una sucesion densa en el compacto K. Defina
T: 0" — 0! por T(z) = (M\uzn)-

. Sean E, F espacios de Banach, siendo E reflexivo, y, T' € L.(E, F).
Demostrar que existe xg € E con ||zg|| = 1, tal que ||T'|| = || T (o).

. Sea H un espacio de Hilbert.
a) Demostrar que todo operador T' € L(H, (') es compacto (y por
tanto que R(T) # ().
b) Demostrar que todo operador T' € L(cy, H) es compacto.
a) Sean E un espacio de Banach reflexivo y T € L.(F), inyectivo.

Demostrar que si (v,) es una sucesién acotada de autovectores
linealmente independientes de T, entonces v,,— 0.

b) Mostrar con un ejemplo, que, sin la hipétesis de que E es reflexivo,
el resultado de a) puede ser falso.

Sugerencia: Sea E = (' y T € L({') el operador definido por
T(x) = (21, %,%,...,2,..),siz=(z,) € (",

. Sea E un espacio de Banach.
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a) Demostrar que un operador lineal T': E — ¢q es compacto si y
sélo si existe una sucesién (z,) en E' tal que 2/, — 0 en E', y,
T(x) = (<ZC7JE;1>)”, z€E.

b) Concluir de a) que un operador lineal T': E — ¢, es compacto si
y sélo si T' puede ser aproximado en L(F,¢y) por operadores con
imagen de dimensién finita.

¢) Demostrar que si E es de dimensién infinita, entonces E, no es
metrizable (esto es, la topologia débil o(E, E’) en E no es metri-

zable).

Sugerencia: Demostrar que existe un operador lineal compacto
T:FE — ¢y, tal que T(E) es de dimensién infinita, y aplicar la parte
b) del ejercicio 1,5,14. Para construir 7', escoger una sucesién topologi-
camente libre conveniente, (z,), en E, para (usando el ejercicio 1,3,11)
hallar una sucesién (z},) en E' tal que (wy,a},) = O, v |25 = 2.
Definir 7' : E — ¢ por T'(z) = ((z, ), , © € E.

8. Sean E un espacio de Banach, T, S € L(E).

a) Demostrar con un ejemplo, que ST = I no implica necesariamente
que TS = 1.

b) Suponga que 1" es compacto. Demostrar que S(I —T) = I siy
sélosi (I —T)S = 1.

¢) Demostrar que, para T compacto, cualquiera de las igualdades de
b) implica que el operador I — (I — T')~! es compacto.

3.2. Operadores compactos en espacios de Hilbert.

En esta seccion, la letra H denotara siempre un espacio de Hilbert.

Si H es de dimension finita sobre el cuerpo C, entonces todo operador
T € L(H) tiene por lo menos un autovalor. Ademds, A es autovalor de T si
y s6lo si \ es autovalor de T*. Sin embargo, si H es de dimensién infinita,
estos resultados, en general, no valen (ejemplo 3,1,1 partes 1) y 3)). Mas
aun, existen operadores hermitianos que no poseen autovalores (ejercicio 2.b).
Por otra parte, si T € L(H) es hermitiano y compacto, entonces T' posee

autovalores, como lo muestra la proposicién 3,2,2, mas adelante.
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Proposiciéon 3.2.1. Los autovalores de un operador hermitiano
T € L(H) son reales. Ademds autovectores correspondientes a autovalores
distintos son ortogonales.

Demostracién.

1. Sean A\ autovalor de T' € L(H), operador hermitiano, y, x autovector
asociado a A. Entonces,

Mzl? = Mz, z) = (v, 2) = (T(2),2) = (z,T(2)) = {z, \z) = Az,
de donde, como z # 0, tenemos que A = \, esto es, A € R.

2. Sean \; # A\ autovalores de Ty, x1 y x5 autovectores asociados a A;
y A2, respectivamente.

Entonces,

A (21, m9) = (Axy, 20) = (T(x1),22) = (21, T(x2)) = (21, Aaa) = Ao (x1, X2)

esto es,
()\1 - )\2) <$1, 5U2> =0,

luego, como A\; # g, tenemos que (xy,z2) =0. O

Proposicién 3.2.2. Todo operador hermitiano compactoT € L(H) tiene
por lo menos un autovalor py con |ui| = ||T|.

Demostracion. Por la proposicién 2,4,2 se tiene que

1T} = Sup (T'(x), z)] .

Entonces:
1. Existen p; € Ry una sucesién (z,,) en H, con ||x,| = 1, tales que

lim (T(a,), ) = = |7,

n—oo

En efecto, sea (y;) una sucesién con |lyg]| = 1, & € N, tal que
kh’m (T(yx),yx)| = ||T||. Ahora bien, existen p; € R y una subsuce-

sién (yx, ) de (yx) tales que

m (T (Yr,,) s Yk,) = t-

n—oo
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Por consiguiente,
il =l (7 () )] = 171

luego, p; = £||T||. Por lo tanto es suficiente tomar x,, = y,, n € N.

2. lim, oo (T(x,) — p12,) = 0. En efecto, ya que

(T(2n) — 120, T(20) — H1$n> =
T (@) |I” — 201 (T (), >

< TP =200 (T (), w0) +

= 2#1 = 2p1 (T (), T0) =

= 2m(p — (T'(xn), ),

entonces, por 1) se obtiene la afirmacién.

1T (2n) — p1n®

3. Como T es compacto, entonces existen € H y una subsucesién (z,, )
de (z,) tal que T (z,,) — z. Por lo tanto, ya que

lnen,, = 2| < \pawn, =T (@n )| + 1T (20,) — 2|,
y teniendo en cuenta 2), resulta que

lim (ui2,,) = .

k—o0

Por consiguiente,

T(z) = lim T () = pu M T (2n,) = pr,

k—o0
esto es, uy es autovalor de T’ lo cual queriamos demostrar. [

Teorema 3.2.1. (Teorema espectral para operadores hermitianos com-
pactos). Sea T' € L(H) un operador hermitiano compacto. Entonces

1. T tiene un numero finito o infinito enumerable de autovalores reales no
nulos fiy, oy - - -y fhn, - - ., tales que

] = lpo| = - = | = -
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2. Cada uno de estos autovalores tiene multiplicidad finita.
3. Si los autovalores i, n € N, son infinitos, entonces lim,, ., tt,, = 0.

4. A la sucesion de autovalores (u,), en donde cada autovalor p, aparece
un numero (finito) de veces igual a su multiplicidad, le corresponde un
sistema ortonormal (e,) de autovectores, tal que Vx € H,

T(x)= Z o (T, €0) €5 (Representacion espectral de T)
n=1

5. El escalar 0 es autovalor de T si y sdlo si el sistema ortonormal (ey,)
no es completo.

Demostracién.

1. Por la proposicién 3,2,2, existen uy € R, autovalor de T' con |u1| = ||T|,
y, e1 € H, autovector de T', con ||le;|| = 1, asociado a p;.

Sean H; = [e1]* y Ty = T|u, el operador T restringido a H;. Entonces,
T} es un operador hermitiano compacto en Hi, luego existen ps € R,
autovalor de T} (y por consiguiente, de T') con |us| = ||T1]], ¥ e2 € Hy,
autovector de 77 asociado a g, con |les|| = 1. Se sigue que

lpa| > |pal.

Supongamos que hemos encontrado escalares no nulos g1, g, ..., g ¥
vectores con norma 1, eq, es,..., e tales que si
H; =] i Ty =T
i = [€1,€2,...,6] , Y, i—1 — H

i—17

i=1,2,...,k (definiendo Hy = H y Ty = T'), entonces e; es autovector
de T;_; asociado a u;, ¢t =1,2,..., k. Si

entonces Ty es un operador (no nulo) hermitiano compacto en Hy, luego
existen g1 € R autovalor de T, con |pugr1| = ||Tk|| # 0, v, exr1 € Hg ,
autovector de T asociado a g1, tal que ||ex41|| = 1. Por consiguiente,
{e1,€ea,..., €k, exr1} s un conjunto de vectores ortonormales y

lpa| = 2| = oo > ] = ]
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Se puede continuar indefinidamente este proceso, a menos que 7,, = 0,
para algin m € N (véase la demostracién de la parte 4), al final). Esto
demuestra 1).

. Esta afirmacién es el contenido de la proposicién 3,1,6,1.

. Si la sucesién de autovalores (p,,) es infinita, entonces el escalar 0 es
punto de acumulacién del conjunto {1, fio, - - -, fin, - - -}, pues para cada
d > 0, el conjunto {\ € 0,(T);|\| > 0} es finito (teorema 3,1,2). Se
sigue que lim,, . pt, = 0 (pues, |pn| > |tnt1l, n € N), que es la
afirmacion 3.

Otra demostracion de este resultado es como sigue:

Supongamos, por reduccién al absurdo, que (u,) es infinita (y por
lo tanto, que el conjunto ortonormal de autovectores correspondiente,
{e1,€a,...,€p,...}, también es infinito) pero que p, no converge a 0.
Entonces, existen § > 0 y una subsucesion (u,,, ) de (1), tales que que
|tin,| > 6, para todo k € N, de donde, en virtud de que |u,| > |pnt1]s
se tiene que |u,| > §, para todon € N. Si y,, = Z—Z, n € N, entonces

1
|Nn|

1
HynH = < ga n €N,

esto es, la sucesion (y,) es acotada y, como
1T (Yn) = T (W) | = len — emll = V2, sin#m,

la sucesién (T'(y,)) no posee ninguna subsucesiéon de Cauchy, lo que es
una contradiccion, pues T' es compacto. Esta contradiccion demuestra
que si (j,,) es infinita, entonces necesariamente lim,, . p, = 0.

. Es claro que el sistema (e,,) construido en 1), en donde e,, es autovector
de T asociado a u,, es ortonormal. Ahora bien,

a) Supongamos que, en 1), T,, = 0 para algiin m € N. Entonces,
H=H,®H,, vy T(H, ={0}.
Por consiguiente, si x = 1 + x5 € H,, & HWL@, entonces

T(x) =T(x3).
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También, ya que o € HE: = [e1,e9,...,em], v, {x1,¢;) = 0,
1=1,2,...,m, entonces

m m
Tg = E 352761 € = E X, 6@ €;.
i=1 =1

Por lo tanto,
= Zui (z,e:)e;, € H.

T es entonces un operador con imagen de dimension finita.

Supongamos que, en 1), T, # 0 para todo m € N (esto es, el pro-
ceso se continua indefinidamente). Entonces, resulta una sucesién
i, de autovalores no nulos con

] 2 Jpel = o = ] = -

Ahora bien, la sucesién (u,) es infinita, pues si existiera m € N
tal que w, = pn,, para todo n > m, entonces la multiplicidad
de p, (esto es, dim(N(T — p,,I)) ) seria infinita, lo que es una
contradiccién, por 2). Se sigue entonces, por 3) que

lim w, = 0.

n—oo

Ya que, por la desigualdad de Bessel,

D e (e en) enll =l (@, e0) P < i Pll]* < o0
n=1

n=1

para cada x € H, entonces la serie X9° , i, (z, €,,) €,, €s convergente
en H. Sea

k
Sk(a:):Zun(x,en>en, xre€H, k=1,2,....
n=1

Entonces, como (3: -k (z,e,) en) € H, keN,y

k
E xen €n
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resulta que

k
IT(@) = Sk(@)|| = |T(@) =Y T ((x,en) en)

n=1
k
= Tk (.CE - Z <.CE, en) en) <
n=1
< ATzl =
= |l flll;
luego limyo ||T'(x) — Sk(x)|| = 0, esto es,

= Zun (x,en)e,, x€H,

lo que demuestra 4).

. Supongamos que 0 es un autovalor de T', esto es, que existe x € H,
x # 0, tal que T'(x) = 0. Entonces, por 4),

i o (T, ) €5 = 0,
n=1

luego (ya que la serie converge en H) resulta que

0= <Zun T, € en,ek> Zun T, €n) (€ns €x) = i (T, €x)

n=1

de donde (z,e;) = 0, para todo k € N. Por consiguiente, (e,) no es
completo.

Reciprocamente, si (e,) no es completo, entonces existe x € H, x # 0,
tal que (z,e,) = 0 para todo n € N, luego

= i,un (x,e,) e, =0.
n=1
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Por lo tanto, T" no es inyectivo, esto es, 0 es autovalor de T. Esto
completa la demostracién del teorema. [

Usando la representacion espectral de un operador hermitiano compacto
T € L(H) se puede demostrar que o(7") es formado sélo por autovalores y,
eventualmente, el 0, de la siguiente manera:

Supongamos que A # 0 no es un autovalor de T'. Para todo y € H, la
ecuacion

(T' = A)(z) =y,

tiene solucion en H. En efecto,
y="T(x)— \x = Z n (T, €n) €, — A, (%)
n=1
luego
<y7 ek)> = Kk <I‘, ek) — A <'T7 ek) ;
esto es,
<ya 6k>
=—7 k=12,...
<x7 €k> /,Lk - )\7 » < Y

pues, A # u para todo k € N. Por lo tanto, por (x), se obtiene que

1 I o= fin
rm S e

Se sigue que si A # 0 no es autovalor de T, entonces (7' — AI) es biyectivo,
luego invertible en L(H). Por lo tanto, A & o(T).
El siguiente teorema muestra la reciproca del teorema 3,2,1

Teorema 3.2.2. Si (u,) es una sucesion de nimeros reales no nulos con

] = [pe = = || = -

y tal que lim, o0 pt, = 0, y si (€,) es un sistema ortonormal en H, entonces
la formula

(o]
T(x) = Z,un (z,en)en, x€H,
n=1
define un operador hermitiano compacto con autovalores pi,, n =1,2,..., y

cada uno de estos autovalores tiene multiplicidad igual al niumero de veces
que aparece en la sucesion.
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Ademds, 0 es autovalor de T si y sdlo si el sistema ortonormal (e,) no
es completo.

Demostracion. Ejercicio

Ejercicios de la seccién 3.2

1. Sea T' € L(H) un operador normal. Demostrar que A € K es auto-
valor de T' si y sélo si A es autovalor de T™, y que en este caso, los
correspondientes subespacios propios de 17"y T™ coinciden.

2. a) Demostrar que para que A € K no esté en el espectro de un
operador hermitiano 7" € L(H) es necesario y suficiente que exista
una constante a > 0 tal que

(T = AD)(2)]| = al«],

para todo x € H. Equivalentemente, A esta en el espectro de un
operador hermitiano T" € L(H) si y sélo si existen sucesiones (x,,)
en Hy (a,) en K, con lim,_,, a, = 0, tales que

(T = ML) (@)l < anllzn],

paran=1,2,....

b) Sean H = L*[0,1] y T € L(L?*[0,1]), el operador definido por

T(f)(t) =tf(t), ctp., feL*0,1],

en donde c.t.p. significa casi en toda parte, esto es, salvo para t
perteneciente a un conjunto de medida (de Lebesgue) nula. De-
mostrar que 7" es un operador hermitiano, que o(7") = [0, 1], y que
o,(T) = 0.

3. Sean H un espacio de Hilbert complejo y T' € L(H) un operador her-
mitiano.

a) Demostrar que o(7) C R.

Sugerencia: Si A = a + (i, con § # 0, entonces demostrar que
(T — M) es invertible, usando el ejercicio 2a.
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b) Demostrar, més exactamente, que o(7) C [m, M], en donde m y
M son el infimo y el supremo de 7' (definicién 2,4,2,3).

Sugerencia: Si por ejemplo, A > M, A = M+« con a > 0, entonces
A o(T).
¢) Demostrar que ambos, M y m, son elementos de o(7"). Concluir

que todo operador hermitiano 7" € L(H) en un espacio de Hilbert
complejo tiene espectro no vacio.

Sugerencia: Existe una constante « € R con M —a > m—a > 0. Si
S =T —al, entonces por el ejercicio 2,4,2, ||S|| = M —a. También
existen sucesiones (x,) en H, con ||z,|| =1,y (6,) en R, §,, > 0,
0, — 0, tales que (S(z,), x,) = (M —a)—9,. Usando el ejercicio
2a, demostrar que (M — «) € o(S5). Concluir que M € o(T)

4. Sean S, M € L(¢*) definidos asf:
S(x) = (0,21,29,...,%n,...),

1

1
M(z) = (x1,§x2,...,ﬁxn,...>,

siz=(x,)€l? yseaT = MS.

a) Demostrar que T es un operador compacto, y que 7' no tiene
autovalores. ;Cudl es o(T")?

b) Paran =1,2,..., calcular ||T"||. Calcular lim,, . {/||75]|-

5. Sean K € L?([0,1] x [0,1]), H = L?[0,1],y T el operador en H definido
por

T(f)(x) = / K(z,9)f()dy, ctp

a) Demostrar que T estd bien definido, que T' € L(H), y que

1 1
IT)? < / / K (2, y)Pdedy.
0 0

b) Para 1 < j <mn,sean ¢;, v; € H,y, Ki(z,y) = Xj_,¢;(x)1;(y).
Se define 77 en términos de K de la misma forma como T fue
definido en términos de K. Demostrar que dim(R(7})) < oc.
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c¢) Deducir de la parte b) que T' es un operador compacto.

d) Sea A # 0. Demostrar la siguiente afirmacion (Alternativa de Fred-
holm)?:0 la ecuacién T(f) — Af = g tiene solucién tnica f € H
para cada g € H, o existen infinitas soluciones para algunos va-
lores de g, y no existen soluciones para otros.

e) Calcular T*.

6. Sean H un espacio de Hilbert separable y E = (e,,) una base ortonormal
de H. Se dice que T' € L(H) es un operador diagonal (en relacién a E)
cuando, T'(e,) = aye,, n € N, en donde «,, es un escalar. La sucesién
(o) se llama diagonal de T

a) Demostrar que una sucesién de escalares () representa un ope-
rador diagonal 7" si y solo si ella es acotada.

b) Demostrar que en el caso anterior, ||| = sup,, |@,|-

¢) Demostrar que el operador diagonal T' es invertible si y sélo si
existe d > 0 tal que |ay,| > § para todo n € N.

d) Demostrar que el operador diagonal T es compacto si y sélo si
lim,,_ o, = 0.

7. Demostrar que todo operador compacto T' € L(H) puede ser aproxima-
do en L(H) por una sucesién de operadores con imagen de dimensién
finita.

Sugerencia: Sea T = U P la descomposicién polar de T' (ejercicio 2,4,5).
Entonces, P es un operador (positivo) hermitiano compacto. Usar la
representacion espectral de P.

2aqui interviene tinicamente la compacidad de T, no su expresién explicita.
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