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. Encontrar el vector de coordenadas del polinomio p(z) = z + x* € P-4, relativo a la base
ordenada {1,2z — 1, 2% + x4, 223, 2% + 2}.

. Conteste (F) falso o (V) verdadero segiin sea el caso. Si es falso puede justificar mediante
un ejemplo. Si es verdadero solo justifique usando la teoria.

a) Una transformacién lineal entre espacios vectoriales preserva las operaciones de los
espacios.

b) El espacio vectorial P<jo de los polinomios de grado menor o igual a 10 es isomorfo
al espacio R".

c) Sean V y V' epacios vectoriales de dimensién n y m respectivamente. Una transfor-
macion lineal T : V' — V' es invertible si y solo si m = n.

d) Sean v y w dos vectores linealmente independientes en un espacio vectorial V' y sea
T : V — V' una transformacién lineal. Entonces T'(v) y T'(w) son linealmente
independientes en el espacio V.

e) El determinante de una matriz cuadrada es cero si dos de sus vectores renglon o
columna son paralelos.

/) Si el 4ngulo entre dos vectores @y b en R® es m/4, entonces ||@ x b = ||d]|.

g) Sidet(A) =2y det(B) = 3, entonces det(A + B) =5y det(AB) = 6.

h) Si Ay C son matrices cuadradas, C' invertible, entonces det(A) =det(CA™'C).
1—A 0 2

. Encontrar el valor(es) del pardmetro A para que la matriz A = 0 4-X 3

0 4 —A

sea singular.

a b

. Dado que A™! = (c d) y det(A™!) = 3. Encuentre A.

. Mostrar que si A es n x n antisimétrica e impar, entonces det(A) = 0.

. Considere el conjunto W = {(z,y,2) € R}/ v —2y+32=6, 3v+2=06, v +y+ 2z = 6}.

1 -2 3
a) Calcule el determinante de la matriz A= |3 0 1
1 1 1
b) Diga si los vectores [1,3,1], [—2,0,1] v [3,1,1] son linealmente dependientes o

independientes.
c¢) El vector [1,2,3] € W?

d) El sistema AX = b, donde X = [z1, 29, 73] y b = [1, =2, 1], tiene una tnica solucién?



e) Sila matriz A es la matriz de representacion estandar de una transformacién lineal
T, encuentre el vector @ € R3 cuya imagen por T es el vector b = [1, -2, 1].

7. Las siguientes son bases de R, B = {[1,1,1],[1,1,0], [1,0,0]} B'={[1,1,1},]0,1,1],[0,0, 1]}

10.

y {[1,0,0],[1,1,0],[1,1,1]}.

a) Dado el vector @ = [1,1,3] € R3, escribir {a},, {a}y v {@}zn

b) Determinar la matriz de cambio de la base B a la base B’y viceversa.
¢) Determinar la matriz de cambio de la base B a la base B” y viceversa.
1 1 1 1 1 1
Respuesta: Ryo = | 0 0 -1 y Rya=10 0 -1
1 -1 0 0 -1 0
0 0 1
RAA” = 0O 1 0 y RA"A = (RAA”)il = RAA”'
1 00
Mostrar usando las propiedades de los determinantes que si
-« 1 1 1
B 1 1+a 1 1 o
A= ) ] -5 1 , entonces |A| = a2
1 1 1 1+
Ayuda:

Reste de la columna 1 la columna 2 y de la columna 3 la columna 4 para obtener
-1 1 0 1
-1 14+4a O 1

|A| = af 0 1 1 1 . Ahora sume a la columna 2 la suma de las colum-
0 1 -1 140
-1 0 0 O
-1 o 0 0
nas 1y 3y ala columna 4 sume las columnas 1 y 3. y obtenga |A| = a3 0 0 -1 0
o 0 -1 g8

y concluya entonces que |A| = a?32%.

Sea A una matriz n x n tal que det(A'*?°) = 0. ;Es A una matriz no singular?

Ayuda:

Por propiedades del determinante |A'225| = |A|"**. Concluya entonces que |A| = 0 y por
lo tanto que A es singular.

Determinar la ecuacién cartesiana del subespacio vectorial de R3 que tiene por base
B ={[1,1,-2],[-1,2,—1]}.



11.

12.

13.

14.

Ayuda:

Si 7 = [, m9,23] € R3S, 7= N1,1,-2] + pu[-1,2,—1], A\, u € R, lo cual conlleva al
sistema lineal de ecuaciones:

A— i =x

A2u=x9 y

=2\ — =23

Concluya que z1 + x5 + x3 = 0 es la ecuacion del subespacio pedida.

Considere el espacio P<y de todos los polinomios de grado a lo mas 2. Sean B = {1,¢,t*}
y B' = {2+t +3t% 1+ 2t + t* t*}, dos bases de P<y. Encontrar la matriz de cambio de
la base B a la base B’ y viceversa.

Sea T una transformacién lineal de P en P(el espacio vectorial de todos los polinomios con
coeficientes reales) definda mediante T'(p(t)) = tp/(t). Calcular los valores y los vectores
propios de T'.

Ayuda:

Suponga que el polinomio p(t) = Y _,_, axt” es un vector propio de 7', esto es, existe A € R
tal que tp/'(t) = Ap(t). Concluya entonces que: Aag = 0, Aa; = a1, Aas = 2as,...,\a, =
na,. Observe que si A ¢ {0,1,2,...,n}, entonces p(t) = 0. Si

A =m, m € N, que el vector propio correspondiente a este valor propio es p(t) = a,t"™.

Asi los valores propios son N U {0} y que los correspondientes vectores propios son de la
forma p(t) = axt”.

Demostrar que si «a es un valor propio de A,,,, entonces también lo es de su transpuesta
AT ;Coinciden los vectores propios asociados?

Ayuda:
a) Utilizar el hecho de que |[A — al| = |(A — al)?|.

b) TomeporejemploAz(} §>,con)\:2 y U =12,1].
1 a 1

Considere la matriz A= | =1 1 —a
1 0 a+1

a) Calcular el polinomio caracteristico de A asi como sus valores propios.
b) ;Para qué valores del pardmetro a la matriz A es diagonalizable?

c¢) Para dichos valores, encontrar una matriz diagonal D y una matriz no singular C

tales que A = CDC™1.



15.

16.

d) Si n es un entero positivo arbitrario jes A™ diagonalizable? Si es cierto hallar las
matrices C'y D que la diagonalizan.
Ayuda:
a) Muestre que el polinomio caracteristico es p(A) = (A — 1)(A — 2)(A — a).
Los valores propios de A son:A\; = 1, A\ =2 y A_a. Sia € {1, 2}, los valores propios
de A son: \; = 1, A\y = 2 siendo uno de ellos simple y el otro doble.
b) Sia # 1y a # 2, la matriz A es diagonalizable (por qué?). Ahora si a = 1
la multiplicidad algebraica de A\; = 1 es 2 y su multiplicidad geométrica es 1 (por
qué?). En tal caso A no es diagonalizable. Si @ = 2, la multiplicidad algebraica de
Ao = 2 es 2 y su multiplicadad geométrica es 1 (por qué). En tal caso A tampoco es
diagonalizable.
Conclusién A solo es diagonalizable si a € R — {1, 2}.
c) Haga ver que los espacios propios correspondientes a los valores propios A\; = 1,
A2 =2y A3 =a con a # 1,2 son respectivamente:
E, = sp{[a®,1,—a]}, Ey = sp{[1 —a,—1,1]}, E, = sp{[-1,-1,1]}. y que las
matrices pedidas son:

a2 1—a -1 1 00
c=1 -1 —-1|ybD=|02o0
—a 1 1 0 0 a

c) Como A es diagonalizable existen matrices C'y D tales que A = CDC~!. Por
consiguiente A" = C'D"~!. Concluya entonces que A" es diagonalizable y que las

a? 1—a -1 1 0 0
matrices que la diagonalizan son: C' = 1 -1 —-1])yD'=|0 2" 0
—a 1 1 0 0 a"

Considere V = R*. Sea H el subespacio cuya ecuacién en la base canénica es 1, — 225 +
2x3 + x4. Calcular la proyeccion ortogonal sobre H del vector [1,1,1,1].

Ayuda:

El subespacio ortogonal a H, H* esta generado por el vector [1,—2,2,1]. Utilizando un

vector unitario en esta direccién o = J%[l’ —2,2,1] deducimos que la proyeccién ortogo-

nal del vector @ = [1,1,1,1] en el espacio H* esta dada por
Proyy. v = (v-@)-a = 1/5[1, -2, 2, 1]. Por tanto, by = v—by. = [1,1,1,1]-1/5[1,-2,2,1] =
1/54,7,3, 4].

En R* se considere el subespacio vectorial H cuyas coordenadas respecto a la base canénica
son x1 + 2o +2r34+24 =0y 1 —x9— 24 =0.

a) Hallar una base ortonormal de H.



b) Calcular el subespacio ortogonal a H (H1), asi como una base orotnormal de dicho
subespacio.

¢) Determinar la matriz de proyeccién ortogonal I14 respecto a la base de R* resultado
de considerar las bases de H y de H* obtenidas en los incisos a) y b).

d) Determinar la matriz de proyeccién 114 respecto a la base candnica.
Ayuda:

a) Observe que Sp{(1,0,—1,1),(0,1,0, —1)}, luego una base ortonormal de H se consigue
aplicando el método de Gram-Schmidt.

a)p = \/Lg
ay =[0,1,0,—1] + 5[1,0,—1,1] = £[1,3, -1, -2].
as = =[1,3,—1,-2].



