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Resumen. Se exponen los principios de una lógica de estructuras e individuos vari-
ables o extendidos utilizando como modelos naturales los haces �brados sobre espacios
topológicos. La teoría de modelos resultante, caso particular de la lógica de los topoi,
revela interesantes conecciones entre lógica y geometría. En este contexto, se presenta
una noción de estructura genérica sobre un haz que ilumina las relaciones entre la lógica
intuicionista y la clásica, y uni�ca los resultados fundamentales acerca de la construcción
de modelos de la lógica de primer orden, la lógica in�nitaria y la teoría de conjuntos.

Abstract. Utilizing sheaves over topological spaces as natural models, we expose the
principles of a logic of extended and variable structures. The resulting model theory,
particular case of the logic of topoi, reveals interesting connections between logic and
geometry. In this context, we present a notion of generic structure over a sheaf which
iluminates the relations between intuitionistic and classical logic, and uni�es the fun-
damental results on model construction of �rst order logic, in�nitary logic, and set
theory.

No se da algo así como la
naturaleza en un instante...
A.N.Whitehead, El Concepto de Naturaleza

Introducción
La noción de haz sobre un espacio topológico ha jugado un papel fundamental en

el Análisis Complejo, la Geometría Diferencial y la Geometría Algebraica desde su in-
troducción en los años cuarenta por Leray, Cartan y Lazard. En el contexto de los
trabajos de la escuela francesa de Geometría Algebraica de la postguerra dedicados a
demostrar las conjeturas aritméticas de Weil, generalizó Grothendieck la noción de haz
y nos enseñó que es posible rehacer en la categoría de todos los haces sobre un sitio (hoy
un topos de Grothendieck) las construciones familiares de la categoría de los conjuntos
clásicos. Motivado en gran parte por las ideas de Grothendieck, y gracias a la visión
de Lawvere, Tierney, Joyal, Freyd, Reyes, y otros categoristas formados en la escuela
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norteamericana de Eilenberg y Mac Lane, ha salido a la luz el hecho fundamental de
que los haces pueden verse como �conjuntos variables� los cuales obedecen una lógica
intrínseca propia, y que las categorías de haces constituyen universos alternos cada uno
de los cuales permite hacer una matemática heterodoxa que ilumina y enriquece a la
clásica. La lógica binaria del universo de los conjuntos clásicos se reduce al caso espe-
cial en que la variación es nula. La leyes formales de esta lógica coinciden con las de
la Lógica Intuicionista, propuesta por los matemáticos holandeses Brouwer y Heyting
en el primer tercio de este siglo como alternativa crítica a la lógica Fregeana y a los
fundamentos Cantorianos de las matemáticas hoy imperantes. Cada espacio topológico
o, más generalmente, cada �sitio� induce en sus haces una lógica intermedia entre el
intuicionismo y la lógica clásica cuyas leyes re�ejan sus propiedades geométricas. La
introducción del concepto de topos elemental por Lawvere y Tierney permite generalizar
estos fenómenos a universos más abstractos. En este contexto, los resultados de consis-
tencia e independencia de Cohen en teoría de conjuntos han sido reinterpretados como
la construcción de ciertos topos que �colapsan� luego a universos clásicos por medio de
operaciones lógico-geométricas. Los modelos booleanos de la teoría de conjuntos y los
modelos Heyting-valuados de Fourman y Scott son haces sobre álgebras booleanas y de
Heyting, respectivamente. Macintyre y otros han utilizado en forma muy limitada los
haces sobre espacios booleanos en la teoría clásica de modelos.

Quizás el abstruso aparato categórico con que se han presentado generalmente es-
tas ideas en la literatura ha hecho que matemáticos y lógicos no les hayan prestado
la atención debida, y que sus posibles aplicaciones permanezcan en gran parte inex-
ploradas. Exponemos en este trabajo los fundamentos de la lógica de los haces sobre
espacios topológicos sin suponer conocimientos preliminares acerca de teoría de cat-
egorias, intentando justi�carla desde una perspectiva epistemológica. El caso de los
haces topológicos es ya su�cientemente rico como para permitir las aplicaciones lógicas
y matemáticas más interesantes, y para que el lector pueda adentrarse en posteriores
generalizaciones categóricas a los topos de Grothendieck y los topos elementales. Intro-
ducimos en este contexto una teoría de modelos genéricos sobre haces que ilumina las
conecciones entre lógica intuicionista y lógica clásica, y uni�ca los resultados fundamen-
tales de la teoría de modelos (completitud, compacidad, omisión de tipos, propiedades
de ultraproductos) y las diversas aplicaciones del método de �forcing� dispersas en la
literatura (independencia en teoría de conjuntos, forzamiento de Robinson, etc.)

1. Objetos variables y extendidos

Los objetos y acontecimientos del mundo se presentan extendidos en el tiempo y el
espacio. Esta observación es evidente con respecto a los objetos macroscópicos de la ex-
periencia cotidiana, pero vale igualmente para los objetos de las teorías físicas incluyendo
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las partículas subatómicas cuya vida y dimensiones pueden ser muy cortas pero no re-
ducirse a un solo punto espacio-temporal. Podría discutirse de ciertas partículas como
el fotón o el neutrino si poseen una extensión espacial o no, pero toda partícula consid-
erada por la Física posee una extensión temporal, su �vida�, que es inmensa para las
mencionadas partículas o del orden de 10-20 segundos para ciertos mesones, pero nunca
se reduce a un solo instante. Obsérvese que aun los acontecimientos mentales, sin clara
extensión espacial, parecen poseer un extensión temporal positiva.

De la misma manera, las propiedades y atributos de los objetos deben estar pre-
sentes en toda una región de su extensión espacio-temporal para poder ser detectados.
Los acontecimientos puntuales e instantáneos de nuestros modelos físico-matemáticos
del mundo parecen ser límites ideales de acontecimientos extensos y no verdaderos fenó-
menos naturales, como bien ha observado Withehead (1920) en su reconstrucción
conceptual de la naturaleza. Sin embargo, no parecen haber advertido los �lósofos de
la física que al llevarse a sus u�ltimas consecuencias esta localización puntual de los
fenómenos, las leyes lógicas clásicas pueden perder su validez. Consideremos como
ilustración de lo dicho las propiedades de una hoja de papel dividida en dos regiones
complementarias, una totalmente blanca y otra totalmente negra, un típico objeto ex-
tendido (�g. 1):

Figura 1

Ante las preguntas: ¿es negra o nó la hoja en el punto p? en el punto q? en el punto r?
responderemos sin vacilar que lo es en el punto p interior a la región negra y no lo es en
el punto q totalmente externo a la misma, pero no es claro cual será nuestra respuesta
para el punto r, acaballado entre las dos regiones. A pesar de que la negritud o ausencia
de negritud parece estar totalmente determinada en cada uno de los puntos de nuestro
modelo lógico-matemático de la hoja, razones de simetría conceptual nos impiden tomar
partido en el caso del punto r, y no parece valer en este caso el �tercio excluso�, una de
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las leyes fundamentales de la lógica tradicional. El problema se hace más inquietante al
preguntarnos si es más negra la hoja en el punto s que en el punto r, o si corresponde
a alguna percepción posible que la hoja sea blanca en un punto matemático aislado en
medio de la región negra.

La respuesta convencional a las anteriores inquietudes dice que el color de la hoja
(o del modelo matemático de la hoja) en los puntos de frontera como r depende de si la
región oscura es cerrada o no, según las de�niciones del análisis matemático (vése por
ejemplo Rudin, 1976). Pero esta solución no tiene correlato perceptible: es imposible
distinguir sensorialmente o experimentalmente una hoja en donde la región negra es
matemáticamente cerrada de una hoja idénticamente coloreada en donde no lo es. Si
la región negra incluyera su frontera, la región blanca no incluiría la suya, ¿por qué tal
asimetría? Suponer que una región coloreada incluye o no sus puntos de frontera es
una idealización matemática que no corresponde a ninguna intuición física pero salva
las leyes de la lógica clásica.

La noción de color parece ser aplicable prima facie solamente a �regiones� y no a
�puntos�. Cualquier observación, tan �na como se quiera, que se haga de un punto lo
será realmente de una región o vecindad del mismo (matemáticamente hablando, de un
conjunto que contiene un disco de radio positivo alrededor del punto). Como alrededor
de p existe una vecindad plenamente negra, no tenemos di�cultad en atribuir la negritud
a p. Lo análogo vale para el punto q interior a la región blanca. Sin embargo, cualquier
observación de r lo será de una vecindad que resulta siempre en parte negra y en parte
blanca, independientemente de que las regiones coloreadas sean o no matemáticamente
cerradas, y como el punto mismo no es individualmente perceptible parece imposible
asignarlo a una de las dos regiones.

Problemas similares se presentan cuando atribuimos propiedades instantáneas a ob-
jetos extendidos en el tiempo. En Física se acostumbra identi�car a una partícula con
la función o �curva temporal�que le asocia a cada instante sus atributos. Supongamos
que uno de esos atributos es la velocidad y la partícula se mueve aceleradamente. ¿Qué
signi�ca que su velocidad en un instante dado to sea de 1 metro por segundo, cuando
sucede que en ningún intervalo de tiempo que se observe alrededor de to se mide dicha
proporción entre el espacio recorrido y el tiempo empleado?

Desde Newton sabemos responder esta pregunta: la velocidad instantánea es el límite
matemático de las proporciones que efectivamente podríamos medir en intervalos tempo-
rales alrededor de to si dispusiesemos de mecanismos de medición arbitrariamente �nos.
Los escrúpulos que sobre la realidad y signi�cado de la velocidad instantánea pudimos
haber tenido al aprender la Física en la escuela han sido reprimidos por la coherencia e
indiscutible efectividad de la noción de límite. Sin embargo, el contenido epistemológico
de la velocidad instantánea sigue siendo una �cción análoga a la del color de un punto.
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La proposición: la velocidad en el intante to es 1 m/s signi�ca matemáticamente que
para cada � positivo se cumple la aserción:

existe un intervalo temporal abierto alrededor de to tal que todas las velocidades
medidas en períodos contenidos en dicho intervalo que incluyan a toestán entre
1 + � y 1� �m/s.

La validez de esta a�rmación en toda una vecindad abierta nos induce a atribuir ideal-
mente la propiedad al instante to y a�rmar:

en el punto to la velocidad est entre 1+� y 1� � m/s. (1.1)

Aplicando la propiedad arquimediana a esta velocidad ideal localizada en to, concluimos
que es exactamente de 1m/s. Volviendo a la aserción crítica (1.1), parece que aceptamos
su validez en el instante to porque se observa para todas las mediciones relevantes dentro
de una vecindad temporal alrededor de to. Esto es análogo a declarar que la hoja de
nuestro primer ejemplo es negra en un punto p porque hay una vecindad alrededor de
p que se observa totalmente negra.

Si en cualquier vecindad abierta alrededor de to se encontrasen velocidades tanto
dentro como fuera del intervalo numérico E = [1 + �; 1 � �], no podríamos a�rmar la
proposición (1.1), pero tampoco podríamos a�rmar su negación:

en el punto to la velocidade no está entre 1 + � y 1� � m/s,

pues para ello sería necesario que dentro de cierto intervalo alrededor de to las mediciones
diesen todas fuera del intervalo E. Clásicamente, este último fenómeno no se describe
como una falla del tercio excluso, más bien se a�rma que en tal caso �la velocidad no
existe en to� y que por tanto ni (1.1) ni su negación tienen sentido. Pero esta es una
situación similar a la del punto r en la frontera de la región negra de nuestro primer
ejemplo. ¿Podriamos a�rmar, consecuentemente, que �en r el color no existe�y por lo
tanto no tienen sentido la aserción: la hoja es negra en el punto r, ni su negación?

Las nociones de punto geométrico e instante temporal son idealizaciones límite gra-
cias a las cuales podemos construir nuestros modelos matemáticos del mundo. No es
claro que podamos prescindir de las mismas o que ganásemos algo de poder hacerlo,
aparte de complicar los modelos inmensamente. Sin embargo, las anteriores observa-
ciones apuntan a la conveniencia de revisar la lógica que gobierna a las propiedades
puntuales o instantáneas, las cuales deben ser también un límite de propiedades ex-
tensas. Precisamos una lógica adecuada para individuos extendidos, digamos sobre
abiertos de un espacio topológico X (que podemos imaginar como el espacio-tiempo),
cuyas propiedades puntuales cumplan el siguiente paradigma de continuidad veritativa:
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Si una propiedad vale de un individuo en un punto de su dominio de
extensión, entonces debe valer en toda una vecindad de dicho punto.

Un ejemplo de una propiedad matemática que ya cumple dicho paradigma es la analiti-
cidad de una función compleja en un punto zo. Utilizando los haces de estructuras sobre
espacios topológicos como estructuras extendidas es posible lograr tal objetivo con re-
specto a todas las propiedades matemáticamente predicables. Se obtiene con ésto una
lógica que no se opone a la clásica sino que la enriquece e incorpora en varias formas al
proporcionarle poderosos métodos para la construcción de modelos, y la cual constituye
además un interpretación natural de la lógica intuicionista, que se deja generalizar a
estructuras aún más abstractas que los haces: a los haces sobre sitios de Grothendieck
o a los objetos de un topos elemental. Esperamos que el potencial lógico-matemático
de estas ideas resulte claro para el lector de lo aquí expuesto. Por otra parte, creemos
que el estudio de la lógica natural de los objetos variables y extendidos podría quizás
contribuir a la formulación de modelos más �nos de la realidad, o al mejor entendimiento
de aquellos afectados por extrañas paradojas como la física cuántica.

2. Haces sobre espacios topológicos

La idea de los haces sobre espacios topológicos aparece por por primera vez en el trabajo
de H. Weyl (1913) acerca de super�cies de Riemann. Su de�nición moderna fue intro-
ducida en los seminarios de H. Cartan (1948-52). La escuela francesa de Geometría
Algebraica de la postguerra, liderada por J.P. Serre (1953), M. Artin (1962) y A.
Grothendieck (1960-1967), una de las más brillantes pléyades de matemáticos del siglo
XX, generalizó la cohomología de espacios con coe�cientes en grupos, módulos o anillos,
a la cohomología de esquemas (es decir ciertos haces) con coe�cientes en haces de gru-
pos, módulos o anillos. En este contexto, Grothendieck introdujo los haces sobre sitios
en lugar de espacios topológicos puntuales, es decir sobre categorías pequeñas dotadas
de los que hoy llamamos una topología de Grothendieck. El trabajo de este grupo
se realizó principalmente en el famoso Seminarie de Géométrie Algébrique del I.H.E.S
(Instituto de Altos Estudios Cientí�cos de París). La motivación para tal empresa eran
las conjeturas de A. Weil (1949) sobre la función Zeta asociada al número de soluciones
de sistemas de equaciones algebraicas sobre cuerpos �nitos. El mismo Weil había obser-
vado que las propiedades de tal cohomología podrían llevar a demostrar sus conjeturas,
lo cual fue con�rmado parcialmente por Grothendieck y luego demostrado plenamente
por P. Deligne (1974).

Es típico del trabajo matemático del siglo XX que problemas de teoría de números
como las conjeturas de Weil fuesen atacados por métodos geométricos, y que los prob-
lemas geométricos se atacasen a su vez con una formidable maquinaria abstracta. La
teoría creada para tal propósito, obra de Grothendieck principalmente, es uno de los más
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complejos y hermosos edi�cios de la matemática. Va mucho más allá de su propósito
inicial, y sus posibles consecuencias y aplicaciones no han sido todavía su�cientemente
exploradas. Lo que más adelante exponemos sobre lógica está inspirado en último tér-
mino en el espíritu que anima el trabajo de Grothendieck, aunque él nunca llegó a
ocuparse explícitamente de asuntos lógicos.

I. HACES. Aunque existen magní�cas presentaciones de la teoría de haces, por
ejemploGodement (1958), Tennison (1975) oHarsthorne (1977), entre otros, damos
una somera introducción a sus conceptos fundamentales para ponerlos en el contexto
lógico que nos interesa. En primera instancia consideraremos a los haces como espacios
�brados más bien que funtores de secciones.

De�nición 2.1. Dado un espacio topológico X, un haz (espace étale, sheaf, sheaf-
space) sobre X es un par H = (E; p), donde E es un espacio topológico y p : E ! X
es un homeomor�smo local, es decir una función tal que cada punto e 2 E tiene una
vecindad abierta S para la cual se cumple:

i) p(S) es abierto en X.
ii) p � S : S ! p(S) es un homeomor�smo.

(En algunos trabajos se reserva el nombre de haz para el caso en que p es sobreyectiva,
y se utiliza espacio �brado en el caso general (Dedecker, 1969), en otros se llama haz
al funtor de secciones y a nuestro haz se le llama espacio-haz ).

Figura 2

Se sigue inmediatamente de la de�nición que p debe ser continua y abierta, y que
los abiertos para los cuales se cumple (i) y (ii) forman una base para la topología de
E. Para cada elemento x en X, el conjunto Ex = p�1(x) = fe 2 E : p(e) = xg se llama
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la �bra de H sobre x: Una �bra puede ser vacía en caso de que p no sea sobreyectiva.
Cada �bra tiene la topología discreta como subespacio de E, pues si e 2 p�1(x) y S es
una vecindad abierta de e que cumple la condición (ii) de la de�nición de haz, entonces
p�1(x) \ S = feg por inyectividad de p en S. Podemos visualizar a E como lo unión
disyunta de sus �bras, de ahí el nombre de espacio �brado o de haz (un haz de �bras).
Sin embargo un haz matemático es más que una colección de �bras, pues las vecindades
abiertas que aparecen en la de�nición establecen conecciones continuas �horizontales�
entre �bras cercanas. Un haz es pues un haz de �bras �atadas�por ciertos abiertos.

Una sección de H es una función continua � : U ! E, donde U es algún abierto de
X, tal que p � � = IdU , es decir una inversa local a derecha de p.

Figura 3

Una sección se dice global si su dominio es todo X; de lo contrario se llama local. Un �-
brado puede no poseer secciones globales, aún cuando p sea sobreyectiva. Evidentemente
una sección � : U ! �(U) es un homeomor�smo y está completamente determinada
por su imagen Im(�) = �(U), pues tiene a p � �(U) por inversa continua. Además
Im(�) es abierta en E ya que si e 2 �(U) y S es una vecindad de e que satisface (i) y
(ii), entonces S \ �(U) = (p � S)�1��1(S) es una vecindad abierta de e contenida en
�(U). Por tanto podemos identi�car a las secciones con los abiertos de E que cumplen
(i) y (ii) en la de�nición de haz.

Ejemplo 2.1. Los espacios recubridores de la topología algebraica (ver Massey,
1967) son haces; tenemos, por ejemplo, los siguientes haces sobre el círculo S1 = fz :
jzj = 1g:
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Figura 4

Los haces (i) y (ii) no poseen secciones globales. Los haces (ii) y (iii) muestran que la
estructura de las �bras no determina la estructura global del haz.

Ejemplo 2.2. Podemos construir un haz de anillos sobre el plano complejo C
tomando por �bras los anillos locales Ea = H[[z � a]] de series de potencias complejas
con centro a 2 C y radio de convergencia positivo. A la unión disyunta E =

S
a2C Ea

se la dota de la topología generada por los siguientes abiertos básicos:

SU;h = f
P
an(z � a)n : a 2 U y

P
an(z � a)n representa a h en una vecindad de ag;

donde U es abierto en C y h una función holomorfa en U . La proyección p : E ! C
está de�nida de la manera obvia. Puede verse que este haz no es un espacio recubridor
de C. Sus secciones están en correspondencia biunívoca con las funciones holomorfas.

II. HACES COMO ESTRUCTURAS VARIABLES. Consideraremos en este
trabajo a un haz sobre un espacio X como un conjunto que se extiende o desarrolla
sobre X. Los �elementos� de este conjunto no serán los puntos de E, sino las secciones
del haz, individuos que se extienden sobre abiertos de X. El valor �(x) será solamente
la descripción puntual (tal vez ideal) de la sección � en x. Desde esta perspectiva,
la siguiente observación indica que la relación de igualdad entre secciones de un haz
satisface el paradigma lógico propuesto en la sección anterior.
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Lema 2.1. Si dos secciones coinciden en un punto x 2 X, entonces coinciden en
toda una vecindad de x.

Demostración. Suponga �(x) = �(x); como S = Im(�) \ Im(�) es abierta y p es
una función abierta, entonces V = p(S) es una vecindad abierta de x; además � � V =
� � V , ya que p � (� � V ) = IdV = p � (� � V ) y p es inyectiva en S = �(V ) = �(U). �

Como en el ejemplo 2.2, las �bras de un haz pueden ser anillos, grupos, conjuntos
ordenados, o cualquier otro tipo de estructuras matemáticas. Si la estructura de las
�bras �cambia continuamente�al movernos de �bra a �bra a �lo largo�de las secciones
se dice que tenemos un haz de estructuras. Este es el caso de las operaciones de anillo en
el Ejemplo 2.2. Nos restringiremos en este trabajo a los haces de estructuras de primer
orden, aunque es posible trabajar con estructuras de orden superior. Fijemos un tipo de
estructuras � = hRn; ::; fm; ::; c; ::i, donde R es un símbolo típico de predicado n-ario, f
un símbolo de operación m-aria y c un símbolo de constante.

De�nición 2.2. Un haz de estructuras A de tipo � sobre X consta de:
1) Un haz (E; p) sobre X.
2) Para cada x 2 X, una estructura Ax = (Ex; Rx; ::; fx; ::; cx; ::) de tipo � con la �bra
Ex por dominio (es decir Rx � Enx , fx : E

m
x ! Ex y cx 2 Ex), sujeta a las condiciones

siguientes:
i) el conjuntoRA = [xRx es abierto en [xEnx (como subespacio del espacio producto

En),
ii) la función fA = [xfx : [xEmx ! [xEx es continua,
iii) la función cA : X ! A dada por cA(x) = cx es una sección global continua.

El espacio E �
X
::: �

X
E = [xEnx es el producto �brado de E por E (n veces). Se

veri�ca fácilmente que el par (E �
X
:::�

X
E; p�), donde p� envía Enx a x, es un haz sobre

X cuyas secciones tienen la forma h�1; ::; �ni(x) = (�1(x); ::; �n(x)), con �i sección de
A. Además se demuestra fácilmente que la continuidad de la función fA equivale a la
de todas las funciones parciales fA � h�1; ::; �mi(x) = fx(�1(x); ::; �m(x)), las cuales son
por lo tanto secciones de A.

Cada �bra Ax es una estructura en el sentido clásico, con la salvedad de que puede
ser vacía. Los predicados y funciones extendidas denotados por los símbolos R y f
satisfacen también el paradigma de continuidad veritativa cuando se aplican a secciones
del haz. En realidad, éste paradigma vale para cualquier propiedad o relación existencial
positiva entre secciones, lo cual generaliza el Lema 2.1:

Lema 2.2. Si '(v1; :::; vn) es una fórmula de primer orden que contiene solamente
los operadores lógicos =, ^,_, 9, además de los predicados y funciones atómicas, y
'[�1(x); :::; �n(x)] es verdadera en Ax, entonces existe una vecindad abierta U de x tal
que '[�1(y); :::; �n(y)] es verdadera en Ay para toda y 2 U .
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Demostración. QueR[�1(x); ::; �n(x)] sea verdadero en Ax signi�ca que (�1(x); ::; �n(x)) 2
RA; tome como vecindad de x a U = p�1(Im(< �1; ::; �n >) \ RA), que es abierto por
serlo RA y por ser < �1; ::; �n > una sección, entonces (�1(y); ::; �n(y)) 2 RA para toda
y 2 U . Si fA((�1(x); ::; �m(x)) = �(x), entonces por continuidad de fA� < �1; ::; �m >
existe una vecindad abierta U de x tal que fA� < �1; ::; �m > (U) � Im(�); se veri�ca
fácilmente que fA(�1(y); ::; �m(y) = �(y) para toda y 2 U , ya que las secciones están
determinadas por su imagen. Esto demuestra el caso atómico de la a�rmación, el resto
se obtiene por inducción en términos y fórmulas. �

III. PREHACES Y GERMINACIÓN. Es común presentar a los haces funto-
rialmente, en términos de sus prehaces de secciones. Dado un haz A de estructuras
sobre X y un abierto no vacío1 U de X, el conjunto de secciones sobre U

A(U) = f� : dom(�) = Ug

hereda una estructura A(U) del mismo tipo que A, como subestructura del producto
directo de las �bras

Q
x2U Ax. Además, para cada inclusión U � V entre abiertos la

restricción
�UV : A(U)! A(V ); �UV (�) = � � V

es un homomor�smo entre las correspondientes estructuras. El sistema de estructuras
A(U) y homomor�smos �UV permite reconstruir al haz A, como explicamos en seguida
en un contexto más general.

De�nición 2.3. Un prehaz de estructuras de tipo � sobre X es una asignación � de
una estructura �(U) de tipo � a cada abierto no vacío 2 U de X, y de un homomor�smo
�UV : �(U)! �(V ) a cada inclusión U � V , de manera que �UU = IdU , y �VW ��UV =
�UW cuando U � V �W .

En el lenguaje de categorías, un prehaz de estucturas de tipo � es un funtor con-
travariante � : Ab(X) ! Estr� , donde Ab(X) es la categoría de abiertos de X con las
inclusiones por mor�smos, y Estr� es la categoría de estructuras y homomor�simos de
tipo � . En particular, el prehaz de secciones de un haz A es el funtor �A que asigna
�A(U) = A(U) a cada abierto U de X y (�A)UV = �UV a cada inclusión U � V .

De�nición 2.4. Todo prehaz � puede transformarse en un haz G� de gérmenes.
Para cada x 2 X, G� tiene por �bra (G�)x sobre x al límite directo de la familia dirigida
de estructuras y homomor�smos constituida por el prehaz � restringido al �ltro V(x)

1Este requisito no es necesario, ver nota siguiente. En todo caso, observe que A(U) puede ser vacía
para algunos abiertos.

2Si se quiere aceptar �(?); este deberá ser el objeto �nal de la categoría de estructuras de tipo � ; es
decir la estructura de un elemento con las relaciones interpretadas maximalmente.
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de vecindades abiertas de x. Es decir,

(G�)x = lim�!U2V(x)�(U) =
�S

U2V(x)
�(U)=�x

donde, si a 2 �(U) y b 2 �(V ):

a �x b, 9W 2 V(x);W � U \ V tal que fUW (a) = fVW (b);

y si denotamos por a=x a la clase de equivalencia de a bajo �x, llamada el gérmen de a
en x, tenemos:

(a1=x; :::; an=x) 2 Rx , 9U 2 V(x) tal que (a1; :::; an) 2 RA(U)
f(a1=x; :::; an=x) = fA(U)(a1; :::; an)=x

El espacio de �bras E� = [x(G�)x tiene la topología inducida por las imágenes de las
secciones: �a : U ! E, a 2 �(U), U 2 Ab(X); donde �a(x) = a=x.

Ejemplo 2.3. El haz de gérmenes de funciones holomorfas es el que se obtiene al
germinar el siguiente prehaz de anillos:

�(U) = (fh : U!C : h holomorfa en Ug;+; �)
U � C
fUV (h) = h � V ,

donde la suma y el producto se de�nen por componentes. Ahora bien, dos funciones
holomorfas representan el mismo gérmen en zo si coinciden en una vecindad de zo. Pero
esto signi�ca que tienen desarrollos en serie de potencias idénticos alrededor de zo; se
ve entonces que la �bra �z0 de gérmenes sobre zo está en correpondencia biunívoca con
la �bra del haz de series de potencias del Ejemplo 2.2. En efecto, estos dos haces son
topológicamente y algebraicamente isomorfos.

Lema 2.3. Si �A es el prehaz de secciones de un haz A, entonces G�A es homeomorfo-
isomorfo al haz original A. Es decir existe un homeomor�smo H : E� ! E que envía
isomór�camente cada �bra de gérmenes (G�A)x a la �bra Ax del haz original.

Demostración. De�na H(�=x) = �(x). �
De�nición 2.5. Diremos que un prehaz de estructuras � es exacto si, dado U = [iUi

y �i 2 �(Ui) tales que �Ui;Ui\Uj (�i) = �Uj ;Ui\Uj (�j) para todo i; j, existe un único
� 2 �(U) tal que �U;Ui(�) = �i para todo i; y lo mismo se cumple para las relaciones
R�(U) de �(U), vistas como prehaces.

El prehaz de funciones holomorfas del Ejemplo 2.3 es exacto. Lo mismo es cierto del
prehaz de funciones complejas continuas en abiertos de C. Más generalmente, dados un
espacio topológico X y una estructura topológica B cualquiera, el prehaz de estructuras
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de funciones continuas �(U) = C(U;B), con U abierto en X y con las restricciones como
homomor�smos de transición, es exacto.

Un prehaz exacto � resulta siempre naturalmente isomorfo al prehaz de secciones de
su haz de gérmenes (véase Tennison, 1975 para prehaces de conjuntos o de grupos), y
por lo tanto a un prehaz de funciones continuas. Más precisamente,

Lema 2.4. Si � es un prehaz exacto, entonces �G�(U) � �(U) de manera que las
restricciones �UV de �G� se transforman en los homomor�smos �UV de �.

Ejemplo 2.5. Dada una variedad diferencial M , el prehaz D(U) = C1(U;M) de
funciones diferenciables en abiertos de M es un prehaz exacto de álgebras, de manera
que da lugar a un haz de gérmenes GD cuya álgebra de secciones continuas sobre cada
abierto U es isomorfa a C1(U;M). Un vector tangente deM en x es una transformación
lineal v de la �bra (GD)x en si misma que satisface la regla de Leibniz: v(ab) = av(b)+
v(a)b. El espacio tangente Tx es por de�nición el espacio vectorial de todos los vectores
tangentes en x. Este cambia continuamente de punto a punto, lo cual puede hacerse
explícito uniendo disyuntamente todos los espacios tangentes para formar un nuevo
espacio topológico (de hecho otra variedad diferencial) que, junto con la proyección
que envía Tx a X, constituye el �brado tangente TM . Podemos visualizar el �brado
tangente del círculo, cuyos espacios tangentes son rectas, como la super�cie del tubo a
la derecha de la �gura 5:

Figura 5

TM no es un haz ya que las �bras Tx con la topología heredada de TM no son discre-
tas. Sin embargo, sus secciones locales diferenciables, los llamados campos vectoriales,
forman un prehaz exacto V de álgebras de Lie:

V(U) = fV : U ! TM : V diferenciable, V (x) 2 Txg,
U �M
fUV (V ) = h � V ,
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de manera que para cada U 2 Ab(M) la estructura de secciones de GV sobre U es
naturalmente isomorfa a V(U), y así los campos vectoriales de M sobre U pueden verse
como las secciones continuas de cierto haz.

De los lemas 2.3 y 2.4 se desprende que podemos considerar indistintamente a los
haces como ciertos espacios �brados, o como ciertos prehaces. La equivalencia de los
dos puntos de vista se expresa con precisión en el lenguaje de las categorías. Sea H� (X)
la categoría de haces de estructuras de tipo � sobre X que tiene por mor�smos entre
(E; p) y (E0; p0) a las funciones continuas m : E ! E0 que envían homomór�camente Ex
a E0x, y sea PE� (X) la categoría de prehaces exactos de estructuras de tipo � sobre X,
con las transformaciones naturales entre funtores por mor�smos, entonces los funtores
�( ) : H� (X) ! PE� (X) y G : PE� (X) ! H� (X) establecen una equivalencia entre
categorías (es decir, un isomor�smo de categorías �módulo isomor�smo de objetos�).

Es la noción de prehaz exacto la que puede generalizarse a la de haz sobre un sitio,
y lleva a los topos de Grothendieck. Las categorías de haces, de prehaces, o de prehaces
exactos de tipo � = ; sobre un espacio X, son todas topos de Grothendieck; y los
haces, prehaces y prehaces exactos de estructuras de tipo � no vacío pueden verse como
�objetos o diagramas de tipo ��en los correspondientes topos.

3. Lógica de los haces

A partir de la creación de la Teoría de Categorías por Eilenberg y MacLane (1945)
y sus aplicaciones a la homología y la cohomología, se hizo cada vez más evidente que
algunas categorías constituyen universos matemáticos alternativos de riqueza análoga
a la de la Categoría de Conjuntos. Esto se mani�esta de una manera evidente en las
categorías de haces generalizados introducidas por Grothendieck (1960) en su nueva
fundamentación de la Geometría Algebraica, hoy llamados topos de Grothendieck. Lo
anterior motivó a varios miembros de la escuela norteamericana de categoristas formada
por MacLane y Eilenberg: Lawvere, Tierney, Joyal, Freyd, y Reyes (1960-70),
entre otros a intentar fundamentar las matemáticas en la teoría pura de categorías.
Las propiedades esenciales de los topos de Grothendieck dieron lugar a la noción más
general de topos elemental (Lawvere, 1971). Lawvere impulsó la idea de que los haces
constituyen �estructuras variables�. Así un haz de grupos debe verse como un solo
grupo que varía sobre el espacio base, más bien que una gavilla de grupos distintos.
Estas motivaciones y los resultados técnicos sobre la lógica interna de los topos, como
la construcción de los conectivos y cuanti�cadores en un topos debida a Freyd (1972)
con�uyen en la misma lógica, la llamada semántica de Kripke-Joyal. La de�nición usual
de la semántica de Kripke-Joyal puede resultar misteriosa y ad-hoc para quien no sea
experto en categorías; sin embargo, ella puede �deducirse�de nuestros puntos de vista
sobre la verdad puntual. Presentamos aquí la semántica de los haces de estructuras
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sobre espacios topológicos como una noción de verdad localizada en los puntos del
espacio de base que cumple el paradigma de continuidad veritativa propuesto en nuestras
discusiones preliminares. La semántica de Kripke-Joyal puede interpretarse entonces
como la validez en todos los puntos de un abierto, de donde resultan inmediatamente
todas sus propiedades.

I. SEMANTICA PUNTUAL. Como hemos indicado en la sección anterior, con-
sideramos a un haz como una estructura extendida sobre el espacio base, y a las �bras
como meras descripciones puntuales o instantáneas de la estructura en su variación. La
estructura está constituida por el objeto global y no por sus descripciones puntuales.
De esta manera, los �elementos� de la estructura serán las secciones continuas, indi-
viduos que varían sobre su dominio en el espacio base. El valor �(x) de una sección
en un punto x no será un individuo sino la descripción puntual o instantánea de un
individuo. Lo anterior corresponde a nuestra noción ordinaria de individuo; una amiba,
por ejemplo, puede considerarse como una sección sobre un abierto del espacio tridimen-
sional, o mejor del espacio-tiempo cuatridimensional, con valores en un espacio E de
descripciones �sico-químicas puntuales. Si el espacio de base está linealmente ordenado,
podemos imaginar que la estructura es un universo en evolución y que las secciones lo-
cales representan las curvas temporales de las partículas materiales, la duración de cuyas
vidas es su domino.

En consecuencia, interpretaremos el lenguaje lógico de manera que los sujetos de
las proposiciones sean las secciones y no los puntos geométricos del espacio de �bras.
Por otra parte, las propiedades de las secciones podrán variar de punto a punto de su
dominio de extensión de modo que las proposiciones lógicas tendrán la forma:

las secciones �1,...,�n tienen la propiedad P en el punto x.

Damos en seguida un sentido preciso a esta idea para el lenguaje predicativo de primer
orden, sintácticamente el mismo de la lógica clásica. En adelante, sección de�nida en x
(respectivamente, en U) signi�cará sección de�nida al menos en x (respectivamente, al
menos en U).

De�nición 3.1. Sea L� el conjunto de fórmulas de primer orden de tipo � . Dado
un haz de estructuras A de tipo � sobre X, de�nimos inductivamente en fórmulas
'(v1; :::; vn) 2 L� la relación: A fuerza '[�1; :::; �n] en x, para secciones �1,...,�n de A
de�nidas en x 2 X; en símbolos:

x '[�1; :::; �n]:

1) Si ' es atómica y t1,..., tk son términos de tipo � :
A x (t1 = t2)[�1; ::; �n], tAx1 [�1(x); ::; �n(x)] = tAx1 [�1(x); ::; �n(x)]
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A x R(t1; :::; tk)[�1; ::; �n], (tAx1 [�1(x); ::; �n(x)]; ::; t
Ax
k [�1(x); ::; �n(x)]) 2 Rx.

2) A x (' ^  )[�1; ::; �n], A x '[�1; ::; �n] y A x  [�1; ::; �n]:
3) A x (' _  )[�1; ::; �n], A x '[�1; ::; �n] o A x  [�1; ::; �n]:
4) A x :'[�1; ::; �n] , existe una vecindad abierta U de X tal que para toda y 2 U :
A 1y '[�1; :::; �n].

5) A x (' !  )[�1; :::; �n] , existe una vecindad abierta U de X tal que para toda
y 2 U : A y '[�1; :::; �n] implica A y  [�1; ::; �n].
6) A x 9v'(v; �1; :::; �n], existe � de�nida en x tal que A x '[�; �1; :::; �n].
7) A x 8v'(v; �1; :::; �n] , existe una vecindad abierta U de X tal que para toda
y 2 U y toda � de�nida en y: A y '[�; �1; :::; �n].
(Por supuesto, en la cláusulas (4), (5) y (7) el abierto U debe estar contenido en
\idom(�i)).

La anterior de�nición coincide con la semántica clásica de la �bra Ax para fórmulas
que utilizan solamente los operadores ^,_, 9, pero es más exigente para :, ! y 8.
Por ejemplo, en la cláusula (7) para el cuanti�cador universal se exige no solamente
que la propiedad ' valga para todas las secciones de�nidas en x, sino también para las
de�nidas en puntos cercanos a x cuyo dominio podría no incluir a x. En todo caso, el
forzamiento puntual cumple el paradigma de continuidad semántica:

TEOREMA 3.1. A x '[�1; :::; �n], existe una vecindad abierta U de X tal que
A y '[�1; :::; �n] para toda y 2 U .

Demostración. Para las fórmulas atómicas se sigue de los lemas 2.1, 2.2, y para
las fórmulas más complejas se demuestra por inducción. Los pasos inductivos para
^,_, 9 son triviales, y para :, ! y 8 resultan de que la vecindad U que aparece en
las correspondientes cláusulas de la de�nición de forzamiento es vecindad de todos sus
puntos. �

Ejemplo 3.1. Un conocido ejemplo de una variedad diferencial E que no es de
Hausdor¤ consiste de la recta real R con un punto adicional a cuyas vecindades abiertas
tienen la forma (U r f0g) [ fag donde U es vecindad abierta de 0.
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Esta variedad puede verse naturalmente como un haz H sobre R cuyas �bras tiene
todas un elemento, excepto la �bra sobre 0 que tiene dos elemento. Sean � y � las dos
secciones que �viven�en el abierto (�1; 1) de R: una pasa derecho por 0 y la otra �salta
hasta a�en 0, entonces:

H 10 (� = � _ :� = �):

No se cumple H 0 � = � pues �(0) 6= �(0), ni se cumple H 0 :(� = �) pues en toda
vecindad de 0 existe x 2 R tal que �(x) = �(x). En los demás puntos de (�1; 1) vale
x � = �. De hecho, se puede demostrar que el tercio excluso para la igualdad:

8u8v(u = v _ :u = v);

vale en un haz H sobre un espacio de Haussdor¤ si y solamente si el espacio de �bras
E es de Hausdor¤. Más precisamente:

A x 8u8v(u = v _ :u = v) si y sólo si
9U 2 V(x) tal que p�1(U) es de Hausdor¤.

El anterior ejemplo muestra cómo la lógica que hemos introducido es capaz de expre-
sar propiedades geométricas del espacio de �bras del haz. El siguiente resultado ilustra
cómo ésta se relaciona también con la topología del espacio base.

TEOREMA 3.2. A x ::'[�1; :::; �n], existe una vecindad abierta U de X tal
que fy 2 U : A y '[�1; :::�n]g es denso en U .

Demostración. A x ::'[�1; :::; �n],
, 9U 2 V(x) 8y 2 U : A 1y :'[�1; :::; �n]
, 9U 2 V(x) 8y 2 U 8W 2 V(y) 9z 2W : A z '[�1; :::; �n]
, 9U 2 V(x) fz 2 U : A z '[�1; :::; �n]g es denso en U . �
Ejemplo 3.2. En el último ejemplo considerado, A 10 � = �; sin embargo, se tiene

A 0 ::� = � pues A x � = � para toda x 2 (�1; 0) [ (0; 1) que es denso en la
vecindad (�1; 1) de 0: Podemos concluir que A 10 (::� = �! � = �):

Ejemplo 3.3. La lógica de haces incluye a la clásica como caso especial: si X = fxg,
los haces sobre X son estructuras clásicas individuales, y el forzamiento coincide con
la semántica clásica. Más generalmente, si x es un punto aislado de X se cumple para
toda fórmula ' y secciones de un haz A sobre X:

A x '[�1; :::; �n], Ax j= '[�1(x); :::; �n(x)]:

Resulta también del la de�nición que la equivalencia anterior vale en cualquier punto

de un espacio arbitrario si la fórmula ' contiene solamente los operadores lógicos ^, _,
9.
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II. SEMANTICA LOCAL. Dado un abierto U � X y secciones �ide�nidas en
U , se de�ne naturalmente el forzamiento en abiertos:

A U '[�1; :::; �n], 8x 2 U : A x '[�1; :::; �n];

el cual cumple trivialmente las leyes siguientes: 3

(A) A U ' y W � U ) A W '
(B) A Ui '[� � Ui] para todo i 2 I ) A [iUi '[�]:
Además, satisface reglas para cada operador lógico que permiten de�nir inductiva-

mente el forzamiento en abiertos sin hacer referencia a puntos. Tal vez la más signi�ca-
tiva es la siguiente,

A  9v'(v; �1:::�n], existe una familia f�igi de secciones cuyos dominios Ui cubren
a U tal que A  '[�i; �1; :::; �n] para toda i.

La implicación �)�vale por el Teorema 3.1, pues para cada punto x 2 U existe �x
y una vecindad Ux � dom(�x) tal que

A Ux '[�x; �1:::�n];

y los Ux obviamente cubren a X. La otra dirección es inmediata. Esta equivalencia
dice que la validez de un existencial en un abierto U no garantiza la existencia de una
sección global sobre U que lo satisfaga, sino solamente la de una familia de secciones
no necesariamente compatibles que lo satisfacen localmente. Sin embargo, el siguiente
principio cuya demostración requiere el axioma de elección a�rma que tal familia de
secciones puede reemplazarse por una sección �casi�global.

TEOREMA 3.3 (Principio del máximo). Si A U 9v'(v), entonces existe �
de�nida en un abierto W denso en U tal que A W '[�].

Demostración. Si A U 9u'(U) existe un recubrimiento abierto (U�)� de U y
una familia (��)�de secciones, �� de�nida en U�, tales que A U� '[��] para todo �.
Entonces el conjunto

� = f� : dom(�) � U y A dom(�) '[�]g

es no vacío. Si f�igi2I es una cadena por inclusión en �, entonces � = [i2I�i es
una sección con dom(�) = [i2Idom(�i) � U que extiende a todas las �i y además
A dom(�) '[�] por el principio (B) ya que A dom(�i)'[�i] por hipótesis. Por lo tanto
�es una acota superior de la cadena. Por el Lema de Zorn, existe �̂ maximal en �. Si
W = dom(�̂) no fuera denso en U , existirá V � U abierto no vacío tal que V \W = ;, y
como los U� cubren a U existiría � tal que V \U� 6= ;. Entonces �0 = �̂[(�� � (V \U�))

3Bajo está de�nición se tiene A ? '[�1; :::; �n] para cualquier fórmula ' y secciones �1; :::; �n:
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sería una sección que extiende propiamente a �̂, y A dom(�0) '[�0] por los principios (I)
y (II), lo que implicaría � 2 �, contradiciendo la maximalidad de �̂. �

El siguiente resultado lista las reglas sobre los conectivos que caracterizan el forza-
miento en abiertos. La importancia de esta de�nición �sintética� es que puede gen-
eralizarse a haces sobre un sitio en el sentido de Grothendieck (véase MacLane &
Moerdijk, 1992).

Lema 3.1 (Semántica de Kripke-Joyal). La relación A U '[�1; :::; �n] está
completamente determinada por las propiedades siguientes:
1) Si ' es atómica:

A U �1 = �2 , �1 � U = �2 � U
A U R[�1; ::; �n], h�1; ::; �ni(U) � RA.

2) A U (' ^  )[�1; :::; �n], A U '[�1; :::; �n] y A U  [�1; :::; �n].
3) A U (' _  )[�1; :::; �n] , existen V;W tales que U = V [W , A V '[�1; :::; �n] y
A W  [�1; :::; �n].
4) A U :'[�1; :::; �n], para todo W � U; W 6= ;: A 1W '[�1; :::; �n].
5) A U (' !  )[�1; :::; �n] , para todo W � U : A W '[�1; :::; �n] implica A W
 [�1; :::; �n]
6) A U 9v'(v; �1; :::; �n] , existe un recubrimiento abierto fUigi de U y secciones
�i 2 A(Ui) tales que A Ui '[�i; �1; :::; �n], para todo i.
7) A U 8v'(v; �1; :::; �n], para todoW � U y � de�nida enW : A W '[�; �1; :::; �n].

Demostración. Es su�ciente demostrar que la relación U satisface las equiv-
alencias (1)-(7), pues éstas constituyen una de�nición inductiva que solamente puede
se satisfecha por una relación. La veri�cación es directa y no requiere inducción. Las
equivalencias (1) y (2) son inmediatas y (6) ya fue discutida, explicamos la dirección
menos trivial de las restantes:

3) �)�, tome V = fx 2 U : A x '[�1; :::; �n]g, W = fx 2 U : A x  [�1; :::; �n]g
que son abiertos por el Teorema 1.

4) �(�, suponga que A 1U :'[�1; :::; �n], entonces hay un punto x 2 U tal que
A 1x :'[�1::. �n], y por tanto toda vecindad de X, en particular U , contiene y tal que
A y '[�1; :::; �n]; por el Teorema 1, existe W vecindad de y tal que A W '[�1; :::; �n]
y podemos suponer W � U .

5) �)�, si A U (' !  )[�1; :::; �n] entonces se tiene en particular que A x
'[�1; :::; �n] A x  [�1; :::; �n] para todo x 2 U; el resto es trivial.

�(�, si A 6U (' !  )[�1; :::; �n] existe x 2 U tal que A 1x (' !  )[�1; :::; �n] y
por tanto existe y 2 U tal que A y '[�1; :::; �n]; A 1y  [�1; :::; �n]: Entonces existe
una vecindad W de y tal que A W '[�1; :::; �n] y evidentemente A 1W  [�1; :::; �n]:
Tome W � U:

7) �)�, suponga que A 1x 8v'(v; :::] par algún x 2 U , entonces existe � de�nida
en y 2 U tal que A 1y '(�; :::]. Sea W = U \ dom(�), entonces A 1W '(�; :::]. �
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Las leyes lógicas satisfechas por un haz pueden expresar también propiedades estruc-
turales de su prehaz de secciones. El siguiente resultado al respecto parece no haber
sido observado hasta ahora.

TEOREMA 3.4. Sea U un abierto conexo, entonces:

a) A U (� = � _ :� = �) para todo par de secciones �; � de�nidas en U si y
solamente si para todo abierto no vacío V � U la restricción �UV : A(U) ! A(V ) es
inyectiva.

b) A U (� _ :�)[�1; :::; �n] para toda fórmula atómica � y secciones �1; :::; �n
de�nidas en U si y solamente si para todo abierto no vacío V � U la restricción
�UV : A(U)! A(V ) es un sumersión isomorfa.

c) A U (�_:�)[�1; :::; �n] para toda fórmula � y secciones �1; :::; �n de�nidas en U
si y solamente si para todo abierto no vacío V � U la restricción �UV : A(U)! A(V ) es
un sumersión elemental (clásica); equivalentemente, para toda ' y secciones �1; :::; �n
se tiene A U '[�1; :::; �n], A V '[�1; :::; �n]. �

El caso (c) del teorema implica que para todo x 2 U el forzamiento en x coincide
con la satisfacción clásica en Ax, y que las �bras sobre U son todas elementalmente
equivalentes. Más precisamente, si �i 2 A(U), x; y 2 U , entonces (Ax; �1(x); :::) �
(Ay; �1(y); :::).

Ejemplo 3.4. Se demuestra en el Análisis Complejo que si dos funciones holomorfas
coinciden en un subconjunto abierto V no vacío de un abierto conexo U entonces son
idénticas en todo U . Esto signi�ca que las restrición �UV es una sumersión isomór�ca de
anillos, y por el teorema anterior vale la ley del tercio excluso para las fórmulas atómicas
en el haz de gérmenes de funciones holomorfas de C. Puede comprobarse que lo anterior
no es cierto para el haz de gérmenes de funciones complejas continuas; por ejemplo, no
vale el tercio excluso para la igualdad entre la función identidad y la función conjugado,
secciones globales de este haz.

Ejemplo 3.5. La lógica de cualquier espacio recubridor p : E ! X de un espacio
localmente conexo es clásica en cada �bra, pues cada x 2 X tiene una vecindad abierta
conexa U para la cual p�1(U) � U � p�1(x). Por conexidad, secciones distintas sobre
U deben tener imágenes disyuntas y por tanto las restricciones son inyectivas. Además
las restricciones a subconjuntos abiertos conexos de U son isomor�smos lo cual implica
la condición (c) del Teorema, por la conexidad local.

4. Validez de la lógica intuicionista en los haces

Podemos dar cuenta de las leyes lógicas generales satisfechas por todos los haces? Sor-
prendentemente, estas leyes coinciden con las de la alternativa más importante que se
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ha planteado a la lógica clásica: la Lógica Intuicionista, propuesta por el matemático
Brouwer (1908, 1913) a quien movían principios �losó�cos acerca de los fundamen-
tos de la matemática totalmente ajenos a los que hemos expuesto en este trabajo. La
�losofía del intuicionismo exige que las demostraciones sean constructivas y exhiban
explícitamente los objetos matemáticos cuya existencia demuestran o al menos las in-
strucciones para construirlos. Las construcciones y objetos in�nitos son aceptables so-
lamente cuando están determinadas por procesos inductivos. No se aceptan las pruebas
por contradicción donde se deduce una a�rmación de la inconsistencia de su negación.
En esta lógica fallan leyes como el �tercio excluso�, ' _ :', y la ley de doble negación,
::'! '. Heyting (1930) propuso un sistema formal deductivo que captura �elmente
las leyes deductivas aceptadas por Brouwer, sistema llamado hoy día Cálculo de Heyt-
ing. Por mucho tiempo, el Cálculo de Heyting careció de una interpretación semántica
manejable, hasta que Kripke (1965) introdujo una semántica estructural para la cual
el Cálculo de Heyting es válido y completo, los hoy llamados modelos de Kripke. Para
referencias más detalladas sobre la lógica intuicionista y el Cálculo de Heyting puede
verse el texto introductorio de van Dalen (1983).

En adelante, `H ' indicará que la fórmula ' se puede deducir formalmente en
el Cálculo de Heyting. Como las leyes `H son un susbsistema de las del cálculo de
predicados clásico `C se tiene que

`H ' ) `C ':

Evidentemente no vale el recíproco; sin embargo, la traducción introducida por Gödel
(1933) para demostrar la interpretabilidad de la aritmética clásica en la intuicionista
proporciona una especie de recíproco, mostrando que ambas lógicas tienen la misma
fuerza deductiva. Independientemente y anteriormente a Gödel habia descubierto Kol-
mogorov (1925) una interpretación equivalente basada en la iteración de la doble ne-
gación. Esta traducción tendrá un papel importante en la sección siguiente.

De�nición 4.1 (Interpretación de Gödel). A cada fórmula ' se asocia 'Gcomo
sigue:

'G = ::' si ' es atomica
(' ^  )G = 'G ^  G
(' _  )G = :(:'G ^ : G)
(:')G = : 'G
(8v')G = 8v 'G
(9v')G = :8v:'G.

Se tiene entonces:
`C ' , `H 'G
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(para una demostración véase van Dalen). Observe que 'G solamente contiene los
conectivos :, ^, 8: Si ' no contiene 8 o conjunciones in�nitas se puede mostrar que
'G �H::', 4 de ahí resulta el Teorema de Glivenko para el calculo proposicional:

`C ',`H ::':

I. MODELOS DE KRIPKE COMO HACES. Un modelo de Kripke de tipo � ,
consiste de una cuádrupla K = (�;�; (Ki)i2�; (fij)(i;j)2�) sujeta a las condiciones:

i) (�;�) es un conjunto parcialmente ordenado.
ii) Para cada i 2 �, Ki es una estructura de tipo � .
iii) Dados i; j 2 �con i � j, fij : Ki ! Kj es un homomor�smo de estructuras; fii es la
identidad.
iv) Si i; j; k 2 �con i < j < k, entonces fjk � fij = fik.

El forzamiento de Kripke: K i '[a1; :::; an], donde a1; :::; an 2 Ki, se de�ne induc-
tivamente:

K i a1 = a2 , a1 = a2
K i R[a1; :::; an], (a1; :::; an) 2 RK(p)
K i ('!  ), 8j � i (K j '[fij(a1):::fij(an)]) K i  [fij(a1); :::; fij(an)])
K i :', 8j � i : K 6j '[fij(a1); ::; fij(an)]
K i 9v'(v)[a1; :::; an], para algún a 2 Ki : K i '[a; a1; :::; an]
K i 8v'[v; ::)[a1; :::; an],8j � i 8a 2 Kj : K j '[a; fij(a1):::fij(an)].

Todo modelo de Kripke puede verse como un haz de estructuras como veremos en
seguida.

De�nición 4.2. El conjunto � está dotado de una topología natural �+ = fS �
� : 8i 2 S 8j � i(j 2 S)g que tiene por base de abiertos a los conjuntos de la forma
[i) = fj 2 � : j � ig. Tomemos como �bra sobre i a la estructura Ki, y dotemos a la
unión disyunta E =

S
i2�Ki con la topología generada por las secciones:

� = (ai)i2U donde ai 2 Ki y fij(ai) = aj para i � j:

De esta manera K se transforma en un haz K* de estructuras de tipo � sobre el espacio
X = (�;�+).

A cada individuo a 2 Ki se le puede asociar la sección �a : [i)! E que consiste de
�a(i) = a y todas sus imágenes futuras �a(j) = fij(a), j � i. Esta asociación de�ne
un isomor�smo entre la �bra Ki y la estructura de secciones K*([i)), por el cual fij
corresponde a la restricción �[i)[j). Además se tiene:

4Si ' no contiene _; 9 se tiene que 'G es equivalente a doble negar sus componentes atómicas
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Lema 4.1. Sea K un modelo de Kripke y K* el haz correspondiente; entonces las
siguientes a�rmaciones son equivalentes:

a) K i '[a1; :::; an] á la Kripke,
b) K* i '[�a; :::; �a] en el sentido de la semantica puntual de haces
c) K* [i) '[�a; :::; �a] en el sentido de la semántica de Kripke-Joyal.
Demostración. Una obvia induccción en fórmulas. En el caso atómico debe uti-

lizarse que las funciones de transición son homomor�smos. La útima equivalencia vale
porque [i) es el mínimo abierto que contiene a i. �

Las leyes intuicionistas son forzadas en todos los puntos del espacio base de cualquier
haz, pues se puede veri�car que el forzamiento es preservado por Modus Ponens, y que
cada axioma del cálculo de Heyting es forzado en todos los haces, una tediosa pero fácil
tarea. También vale el recíproco por el lema anterior, pues si una fórmula es forzada en
todos los haces lo será en todo modelo de Kripke, y por el teorema de completitud de
Kripke (1965) será deducible en el cálculo de Heyting. Tenemos entonces:

TEOREMA 4.1. `H ' si y solamente si A X ' para todo X y todo haz de
estructuras A sobre X:

Se desprende que las fórmulas forzadas en todos los haces sobre un espacio �jo X
constituyen una lógica intermedia entre la intucionista y la clásica, la cual depende
exclusivamente de la topología de X.

Como los abiertos [i) son conexos, tenemos el siguiente corolario al Teorema 3.4 y
Lema 4.1.

TEOREMA 4.2. Sea K un modelo de Kripke, entonces:
a) K i (a = b _ :a = b) para todo a; b 2 Ki si y sólo si fij es inyectiva para todo

j � i:
b) K i (� _ :�)[a1; :::; an] para toda fórmula atómica � y todo a1; :::; an 2 Ki si y

sólo si fij es una sumersión isomorfa para todo j � i:
c) K i (�_:�)[a1; :::; an] para toda fórmula � que no contenga a 8 y todo a1; :::; an 2

Ki si y sólo si fij es una sumersión elemental para todo j � i:

Ejemplo 4.1 (Forzamiento de Robinson). Si se toma una clase 89 de estructuras
C ordenada por la relación de subestructura, el forzamiento de Robinson (1970) en C
corresponde a forzamiento en el modelo de Kripke que tiene a A por �bra sobre A, y por
transiciones las inclusiones. Utilizando la clausura de C bajo unión de cadenas, puede
extenderse cualquier estructura en C a una que satisfaga el tercio excluso para todas las
fórmulas. Por (c) del Teorema anterior, tales modelos deben ser modelo-completos en
C.
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II. LÓGICA MULTIVALUADA DE LOS HACES. La lógica intermedia aso-
ciada a un espacio X puede verse como una lógica multivaluada con valores en el álgebra
de Heyting Ab(X). Si �1,...,�nson secciones de un haz A, de�nidas en U , es razonable
introducir la extensión veritativa de una proposición en U :

[['[�1; :::; �n] ]]U := fx 2 U : A x '[�1; :::; �n]g:

Se sigue inmediatamente del Teorema 2.1 que [['; �1; :::; �n]]U es abierto. De esta manera
un haz de estructuras determina para cada U una valuación topológica de las fórmulas:

vU : '[�1; :::; �n] 7�! [['[�1; :::; �n] ]]U

que puede considerarse como una medida de su valor de verdad en la extensión U . Esta
valuación puede de�nirse directamente a partir de su valor en fórmulas atómicas:

i) [[�1 = �2]]U = fx 2 U : �1(x) = �2(x)g
ii) [[R[�1; ::; �n] ]]U = fx 2 U : (�1(x); :::; �n(x)) 2 RAg
iii) [[:']]U = Interior (U r [[']]U )
iv) [[' ^  ]]U = [[']]U \ [[ ]]U
v) [[' _	]]U = [[']]U [ [[ ]]U
vi) [['! ]]U = Interior((U r [[']]U ) [ [[	]]U )
vii) [[9u'(U)]]U =

S
�2A(W )
W�U

[['[�] ]]W

viii) [[8u'(U)]]U = Interior(
T
�2A(W )
W�U

[['[�] ]]W ).

Los abiertos de U forman una álgebra de Heyting completa (Ab(U);\;[;); ;; U)
y las ecuaciones anteriores de�nen el valor de los operadores lógicos en términos de la
operaciones del álgebra; en particular, en las ecuaciones (vii) y (viii) se interpretan los
cuanti�cadores como ciertos supremos e ín�mos. Evidentemente,

A U '[�1; :::; �n], [['[�1; :::; �n] ]]U = U;

de manera que las fórmulas idénticas a 1 en álgebras de Heyting completas son forzadas
en todos los haces, lo cual permite dar otra demostración sencilla de la validez de la
lógica intuicionista en los mismos.

Esta visión de la lógica de los haces puede generalizarse a la consideración de es-
tructuras de�nidas por valuaciones en una álgebra de Heyting completa cualquiera,
dando lugar a la teoría de conjuntos y estructuras Heyting-valuadas de Fourman y
Scott (1979). Un caso especial, reducible al topológico, lo constituyen la estructuras
booleanamente-valuadas (Scott, 1967, Macintyre,1973), las cuales no son más que
haces donde los valores [['[�1; :::; �n] ]]U son simultáneamente cerrados y abiertos.
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Ejemplo 4.2. El espacio X = fxg induce una lógica de dos valores 0 = ;; 1 = fxg,
precisamente la clásica. El espacio de Sierpinski fx; yg induce una lógica de tres valores:
0 = ;; 1=2 = fyg; 1 = fx; yg. Las �tablas de verdad� que de�nen los conectivos lógico
son en este caso:

' :'
1 0
1
2 0
0 1

^ 1 1
2 0

1 1 1
2 0

1
2

1
2

1
2 0

0 0 0 0

_ 1 1
2 0

1 1 1 1
1
2 1 1

2
1
2

0 1 1
2 0

! 1 1
2 0

1 1 1
2 0

1
2 1 1 0
0 1 1 1

Es posible enriquecer la lógica de los haces, y por ende la intuicionista, con nuevos
conectivos no expresables en terminos de los anteriores, tema muy interesante y del-
icado, pues no cualquier operación entre valores de verdad da lugar a un conectivo
genuinamente �intuicionista� que cumpla los paradigmas de dicha lógica, los cuales in-
cluyen el paradigma de continuidad veritativa expuesto en este trabajo. En Caicedo
(1991) se estudian en cierto detalle los conectivos intuicionistas en modelos de Kripke.
Re�riéndonos al ejemplo anterior, puede demostrarse que si se añade a los conectivos
arriba descritos el conectivo monádico dado por la tabla

' �'
1 1

2
1
2 1
0 1

se tiene un sistema funcionalmente completo, en el sentido que cualquier conectivo cuya
inclusión en la lógica para haces sobre el espacio de Sierpinski satisfaga el Teorema 3.1
es combinación de :;^;_;! y �. Su interpretación en términos de forzamiento en los
haces sobre el espacio de Sierpinski es:

A i �', j[[']][i)j � 1;

y en haces arbitrarios podría interpretarse:

A U �', [[']]U es discreto en U:

En A. M. Sette y X. Caicedo (1991) se caracteriza por medio de sistemas de homeo-
mor�smos parciales la equivalencia elemental entre dos haces sobre el mismo espacio X,
con respecto a la semántica de Kripke-Joyal enriquecida con todos los posibles conectivos
intuicionistas.

5. Modelos genéricos en haces

Los modelos genéricos aparecieron en la literatura con el trabajo de P. Cohen (1963)
sobre la independencia del axioma de elección y la hipótesis del continuo y constituyen
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hoy herramienta principal en las investigaciones sobre independencia en Teoría de Con-
juntos. Posteriormente, esta noción fue introducida en la teoría general de modelos en el
trabajo de A. Robinson (1971) sobre estructuras existencialmente cerradas. Barwise
(1970) y Keisler (1973) utilizaron modelos genéricos para obtener teoremas de omisión
de tipos en lógica in�nitaria, y estos han sido utilizados también en la teoría de modelos
de la aritmética. No existe, sin embargo, un desarrollo uni�cado de estas aplicaciones,
aunque todas ellas pueden considerarse como la construcción de estructuras clásicas
(los modelo genéricos) a partir de un modelo de Kripke, de manera que la semántica del
modelo clasico está conectada con la del modelo de Kripke por via de un �ltro genérico
del orden parcial (teorema del modelo genérico). En la mayoría de las aplicaciones en
la literatura la existencia de estos �ltros y modelos requiere de fuertes condiciones de
enumerabilidad.

Introducimos aquí una noción más general de �ltros y modelos genéricos en haces
de estructuras sobre espacios topológicos cuya existencia no precisa condiciones de enu-
merabilidad. Veremos en la sección siguiente que las condiciones de enumerabilidad son
necesarias solamente cuando se desea que los modelos sean genéricos con respecto a
lógicas in�nitarias.

Sea X un espacio topológico y Ab(X) su familia de subconjuntos abiertos, una
subfamilia F � Ab(X) es un �ltro de abiertos sobre X si cumple:

X 2 F
U; V 2 F ) U \ V 2 F
U � V 2 F ) U 2 F .

Un �ltro de abiertos F es no trivial si no es todo Ab(X) o equivalentemente ; =2 F ; es
maximal si lo es con respecto a inclusión entre todos los �ltros no triviales de abiertos
sobre X. En lo que sigue, todos los �ltros mencionados serán de abiertos aunque no se
lo diga explícitamente.

Lema 5.1. Si F es un �ltro maximal de abiertos sobre X entonces:
a) W abierto denso en U 2 F )W 2 F .
b) U 2 Ab(X)) U 2 F o �U = Int(X r U) 2 F .
Demostración. a) Si V 2 F entonces V \ U es un abierto no vacío contenido en

U , luego W \ (V \ U) 6= ; por densidad de W y a fortiori W \ V 6= ;; entonces existe
un �ltro no trivial que contiene a F y a W , que por maximalidad deberá ser el mismo
F , así que W 2F .

b) Si U =2F entonces por maximalidad existe W 2F disyunto de U ; evidentemente
Int(X � U) �W . �

De�nición 5.1. Sea A un haz de estructuras de tipo � sobre un espacio topológico
X. Un �ltro F no trivial sobre X es genérico para A, si para cualquiera fórmula
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'(v1; :::; vn); respectivamente '(u; v1; :::; vn); de primer orden de tipo � y cualesquier
secciones �1,...,�nde A de�nidas en U 2F , se tiene:

1) 9W 2F : A W '[�1; :::; �n] o A W :'[�1; :::; �n].
2) A U9u'(u; �1; :::; �n]) 9W 2 F y �de�nida enW , tales que A W '[�; �1; :::; �n].

TEOREMA 5.1 (Existencia de �ltros genéricos). Un �ltro maximal de abier-
tos sobre X es genérico para cualquier haz de estructuras sobre X.

Demostración. Sea F un �ltro maximal de abiertos sobre X, '(v1; :::; vn) cualquier
fórmula, U 2F y �1,.., �n secciones en un haz A sobre X; de�nidas en U . Si B =
fx 2 U : A X '[�1; :::; �n]g =2 F entonces C = Int(X r B) = Int(fx 2 U : A 6X
'[�1; :::; �n]g [ (X r U)) 2F . Intersectando C con U nos da que D = Int(fx 2 U :
A 6X '[�1; :::; �n]g 2F . Por de�nición, D es tal que A D :'[�1; :::; �n]. Esto prueba
la condición (1). Supongamos ahora que A U 9u'(u; �1; :::; �n) con U 2F . Por el
principio del máximo, existen un abierto W denso en U y una sección �sobre W tales
que A W '[�; �1; :::; �n]. Por el Lema 5.1, W 2F . Esto demuestra la propiedad (2).
�

Vale el recíproco del teorema anterior. En realidad, un �ltro sobre X es maximal si
y solamente si es genérico para el haz de gérmenes de abiertos que resulta de germinar
el prehaz de álgebras de Heyting �(U) = (Ab(U);�).

De�nición 5.2. Dado un haz de estructuras A sobre X y un �ltro F sobre X sea
A[F ] = lim�! U2FA(U), límite que se construye de la misma manera que una �bra de
gérmenes, utilizando el �ltro F en lugar del �ltro de vecindades de un punto, es decir:

A[F ] =
�S

U2F
A(U)=�F ;

donde, dados � 2 A(U), � 2 A(V ),

� �F �, 9W 2 F tal que � �W = � �W;

si llamamos [�] a la clase de equivalencia de �, las relaciones y funciones están de�nidas
por:

([�1]; ::; [�n]) 2 RA[F ] , 9U 2F : (�1; :::; �n) 2 RA(U).
fA[F ]([�1]; :::; [�n]) = [fA(U)(�1; :::; �n)]:

Si Fes genérico para A, diremos que A[F ] es un modelo genérico.

Consideramos al siguiente como el Teorema fundamental de la teoría de modelos, ya
que tiene por corolarios inmediatos los teoremas básicos de la teoría de modelos clásica,
como mostramos más adelante. Su demostración resulta de una cuidadosa inducción en
fórmulas. Recuérdese que �G denota la traducción de Gödel de la fórmula �.
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TEOREMA 5.2 (Teorema del modelo genérico). Sea F un �ltro sobre X;
genérico para A, entonces A[F ] j= �([�1]; :::; [�n])

, existe U 2 F tal que: A U �G(�1; :::; �n)
, fx 2 X : A x �G(�1; :::; �n)g 2 F .
Si � no contiene 8, hemos dicho que 'G � ::' intuicionísticamente; esto implica,

por de�nición de �ltro genérico que en tal caso podemos evitar la traducción de Gödel
en el teorema anterior y concluir:

A[F ] j= �([�1]; :::; [�n])
, existe U 2F tal que: A U �(�1; :::; �n).
, fx 2 X : A x �(�1; :::; �n)g 2 F .
El �ultrastalk theorem� de Ellerman (1976) es el enunciado anterior para el caso

de �ltros maximales. Miraglia (1989) demuestra un resultado análogo para �ltros
maximales en estructuras Heyting-valuadas. Puede considerarse al modelo A[F ] como
una nueva �bra que se añade al haz A. Más precisamente, sea X [ f1g el espacio que
resulta de añadir a X un nuevo punto 1 con las vecindades abiertas: U [ f1g, U 2F ,
y mantener la topología original en X. Tómese a A1 = A[F ] por �bra sobre 1, y
por nuevas secciones de�nidas en 1 las de la forma �* = � [ f(1; [�]), donde �es una
sección de A sobre U 2F . Entonces, el teorema del modelo genérico signi�ca que en el
nuevo haz A* esta �bra es clásica, es decir:

A* 1 �(�*1; ::; �
�
n), A[F ] j= �([�1]; ::; [�n]):

Los teoremas fundamentales de la teoría de modelos pueden entonces interpretarse
como la construcción de estructuras genéricas en haces adecuados, como lo ilustramos
con los siguientes ejemplos.

I. TEOREMA DE ×OZ PARA ULTRAPRODUCTOS. Una familia de es-
tructuras fAi : i 2 Ig puede verse como un haz A sobre el espacio discreto I. Para
cada S � I, A(S) =

Q
i2S Ai y así las secciones globales son los elementos del productoQ

i2I Ai. Un ultra�ltro F sobre I es genérico por ser maximal. Es fácil ver, además,
que A[F ] coincide con el ultraproducto de la familia fAi : i 2 Ig con respecto a F :

A[F ] = lim�! S2FA(S) = lim�! S2F
Q
i2S Ai �

Q
i2S Ai=F .

El último isomor�smo se debe a que toda sección con dominio S 2F puede extenderse a
una global. Tomando secciones globales f1; :::; fn, que tienen su dominio en F , se tiene
por el Teorema del Modelo Genérico:Q
i2S Ai=F j= �([f1]; :::; [fn])

, fi 2 I : A i �G(f1; :::; fn)g 2 F
, fi 2 I : Ai j= �(f1(i); :::; fn(i))g 2 F ;
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donde la última equivalencia se debe a que en este caso toda �bra es clásica, y �G � �
clásicamente.

II. COMPLETITUD DE LA LÓGICA DE PRIMER ORDEN. Utilizando
modelos genéricos à la Cohen, Dahn (1979) ha demostrado el teorema de completitud
para teorías enumerables de primer orden en la forma de existencia de modelos de teorías
consistentes. Solamente para teorías enumerables ya que utiliza los teoremas clásicos de
existencia de �ltros genéricos sobre órdenes parciales. Damos aquí una demostración de
dicho teorema para teorías de cualquier cardinalidad utilizando nuestra noción de �ltro
genérico.

Sea T una teoría consistente de primer orden de tipo � , C un conjunto in�nito
enumerable de constantes, disyunto de � , y � 0 = � [ C. Se de�ne un modelo de Kripke
de tipo � :

KT = (�;�;Ap; fpq)p;q2�; p�q
como sigue:

- � = fp : p es un subconjunto �nito de L!!(� 0) y T [ p es consistenteg
- p � q , p � q
- Ap = (D=�p; Rp; :::; fp; :::; cp; :::), donde
D = ft : t término cerrado sobre � 0g
t1 �p t2 , T [ p ` t1 = t2
(t1=�p ; :::; tn=�p) 2 Rp , T [ p ` R(t1; :::; tn)
f(t1=�p ; :::; tn=�p) = f(t1; :::; tn)=�p
fpq : Ap ! Aq se de�ne como fpq(t= �p) = t= �q.

Lema 5.2. Sean t1, ..., tn téminos cerrados y �(u1; :::; un) 2 L� 0 , entonces: T [p `
�(t1; :::; tn), KT p �G(t1=�p ; :::; tn=�p).

Demostración. Por inducción en fórmulas. Solamente se necesita del sistema de-
ductivo que tenga reducción al absurdo (débil) y generalización universal. Se utiliza que
�Gsolamente contiene los operadores :, ^, 8, y clásicamente, �(t1; :::; tn) � �G(t1; :::; tn).
�

Corolario. Sea T una teoría consistente de primer orden, si F es un �ltro genérico
para KT , entonces KT [F ] j= T:

Demostración. Si T ` �, esto implica por el lema anterior que KT ��G y por el
teorema del modelo genérico, KT [F ] j= �.

III. EL UNIVERSO CUMULATIVO DE CONJUNTOS VARIABLES. El
método de forzamiento de Cohen (1963) para demostrar la independencia del Axioma
de Elección y la Hipótesis del Continuo se presenta en la literatura como una construc-
ción técnica ad-hoc cuya efectividad parece a veces milagrosa. Puede reinterpretarse,
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sin embargo, como la construcción de modelos genéricos en ciertos modelo de Kripke
sobre órdenes parciales cuidadosamente escogidos cuyas �bras son universos de la teoría
de conjuntos (Fitting, 1969), o como la construcción de universos de valores booleanos
(Scott, 1967). Ambas ideas son casos especiales de la construcción del universo cumu-
lativo de conjuntos extendidos sobre un espacio topológico arbitrario. Presentamos aquí
una versión de esta construcción que simpli�ca y justi�ca intuitivamente la de�nición
clásica de �forcing�, aun en el caso de forzamiento sobre órdenes parciales. Por ejem-
plo, los elementos de nuestro modelo de Krikpe no son �constantes� o �nombres�, ni
el forzamiento de la pertenencia se de�ne por medio de una inducción en rango, como
en las presentaciones tradicionales (Fitting, 1969; Kunen, 1980) sino que resulta ser
genuina pertenencia entre conjuntos extendidos.

Tierney (1972), Bunge (1974) y otros autores han interpretado categóricamente el
forzamiento de Cohen tomando todo un topos como modelo de la teoría, mientras que
aquí trabajamos con un solo haz, lo cual corresponde a construir la jerarquía cumulativa
dentro de un topos.

Presentamos el universo cumulativo de conjuntos extendidos sobre un espacio arbi-
trario X como un prehaz exacto, pues describir directamente el �brado resulta arti�cial
y complicado. En el caso de modelos de Kripke, en cambio, será más sencillo y natural
describir directamente el haz �brado.

De�nición 5.3. Sea X un espacio topológico. Para cada ordinal � de�nimos un
conjunto V�(U) de funciones de�nidas en Ab(U), cuyos valores en W 2 Ab(U) son
conjuntos de funciones en Ab(W ) cuyos valores, a su vez, en V 2 Ab(W ) son conjuntos
de funciones en Ab(V ), etc.:

V0(U) = ;
V�+1(U) = f� 2

Q
W2Ab(U) P (V�(W )) : � con las restricciones �Ab(W )Ab(T ) paraW �

T constituye un sub-prehaz exactog
V�(U) =

S
<�V(U) si � es límite

Finalmente defínase

V(U) =
S
�2OrdV�(U),

y dados �; � 2 V(U), la relación de pertenencia:

� 2U �, � 2 �(U).

Escribiremos VX para hacer explícito el espacio topológico.

Se tiene V�(U) � V(U) si �<. Además se veri�ca que V�con las restricciones
�Ab(U)Ab(W ) es un prehaz exacto sobre X, por tanto V� 2 V�+1(X) y así V� 2X V�+1.
Más generalmente V� � Ab(U) 2U V�+1. También Vcon las restricciones es un prehaz
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exacto cuyas estructuras de secciones V(U) son clases propias. No intentamos calcular
el haz GVde gérmenes, pero sabemos que los elementos de V(U) pueden considerarse
como las secciones en GV(U); en particular V�y V�+1son secciones globales y tenemos

GV x V� 2 V�+1:

En el caso de modelos de Kripke, podemos describir directamente el haz de gérmenes,
ya que en general un prehaz exacto está completamente determinado por sus valores en
una base, y en modelos de Kripke vale Kp � K([p)). Si interpretamos el orden parcial
� como la estructura del tiempo, entonces tenemos una genuina jerarquía cumulativa
de conjuntos variables sobre �:

K�p = ;
K�+1p = ff : [p) !

S
q�p P (K�;q) : f(q) � K�;q, 8r � q � p : g 2 f(q) ) g � [r) 2

f(r)}
K�p =

S
<� K


p si �es un ordinal límite.

Kp =
S
�2OrdK�p

g 2p f , g 2 f(p).

Los elementos de Kp son funciones de�nidas en [p), de hecho secciones del haz K � [p),
cuyos valor en q es a su vez un conjunto de funciones de�nidas en [q), q � p, etc. Un
conjunto variable g pertence en el momento p al conjunto variable f si g pertenece
a la descripción instantánea f(p) de f en p. Los homomor�smos de transición son las
restricciones las cuales, por construcción, respetan la relación de pertenencia del modelo.

TEOREMA 5.3. Para todo espacio topológico X, GVX X ZFG.

Demostración. Para mayores detalles sobre esta construcción y la veri�cación de
que los axiomas de ZF (Teoría axiomática de conjuntos de Zermelo-Fraenkel) son forza-
dos en estos haces conjuntistas véase la tesis de Magister de A. Villaveces (1991). �

Se tiene como corolario inmediato que VX [F ] j= ZF para cualquier �ltro genérico
F . Los axiomas de ZF no son necesariamente forzados en su formulación corriente, por
ello se necesita la traducción de Gödel; por ejemplo, en el universo conjuntista sobre el
espacio de Sierpinski no se fuerza la formulación corriente del axioma de fundamentación
AF :

8u9v(v 2 u ^ 8w(w 2 v ! :w 2 u));

sino más bien su negación :AF , pero se fuerza AFG(que contradice a :AF clásicamente,
pero no intuicionísticamente).
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6. Genericidad en lógica in�nitaria

La semántica puntual de haces puede extenderse al lenguaje L1! que admite conjun-
ciones y disyunciones in�nitas (para la lógica in�nitaria clásica véaseDickmann, 1975),
adicionando a las cláusulas de la De�nición 3.1 las reglas:

Ax
W
i2I 'i[�1; :::; �n], 9i 2 I : Ax'i[�1; ::.; �n],

Ax
V
i2I 'i[�1; :::; �n], 9U 2 V(X) tal que 8y 2 U , 8i 2 I : A i'i[�1; :::; �n].

se tiene entonces la siguiente extensión de la semántica de Kripke-Joyal:

AU
W
i2I 'i[�1; :::; �n], 9 un recubrimiento fUigi de U tal que 8i : AUi 'i[�1; :::; �n],

A U
V
i2I 'i[�1; :::; �n], 9 U 2 V(X) tal que A U 'i[�1; :::; �n] para todo i.

Es posible generalizar también la teoría de modelos genéricos a fragmentos de L1!, lo
cual permite demostrar completitud y omisión de tipos para fragmentos enumerables,
uni�cando las demostraciones por medio de condiciones de consistencia de Barwise
(1970) y Keisler (1973), y la de Dahn (1979) para la lógica de primer orden L!! por
medio de modelos de Kripke.

Un sublenguaje L de L1! será un fragmento si es cerrado bajo subfórmulas y los
operadores: :, ^, _, !, 8 y 9.

De�nición 6.1. F es L-genérico para A (L un fragmento de L1!) si cumple las
condiciones de la De�nición 5.1 para todas las fórmulas de L, y además para cada
_� 2 L la cláusula:

3) A U _� con U 2 F ) 9W 2 F 9 ' 2 � tales que A W '.

Para disyunciones �nitas, esta propiedad se sigue de las otras dos, de manera que
genericidad a secas es L!!-genericidad. El análogo del Teorema del Modelo Genérico
5.2 sigue valiendo para fórmulas de un fragmento L y un �ltro L-genérico, si extendemos
la traducción de Gödel a la lógica in�nitaria con las reglas:

(^i2I�i)G = ^i2I�Gi
(_i2I�i)G = :(^i2I:�Gi ).

No podemos asegurar en general la existencia de �ltros L-genéricos, pues un �ltro
maximal no tiene por qué cumplir la condición (3); sin embargo, podemos garantizarla
bajo condiciones de enumerabilidad para L y el haz mismo.

TEOREMA 6.1. Sean L un fragmento enumerable de L1! (y por lo tanto de
L!1!), X un espacio topológico con una base enumerable B. Si A es un haz de estruc-
turas sobre X tal que A(U) es enumerable para toda U 2 B, entonces existe un �ltro
L-genérico para A. Además puede escogerse el �ltro de manera que tenga una base de
�ltro formada por elementos de B.
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Bajo condiciones fuertes de intersección en el espacio de base es posible probar
también la existencia de �ltros L-genéricos para fragmentos no enumerables.

Llamaremos �ltro de Cohen a un �ltro sobre un modelo de Kripke que sea generado
por básicos de la forma [p). Por la última condición del Teorema 6.1, existen �ltros de
Cohen genéricos en modelos de Kripke enumerable. En tal caso el conjunto C = fp :
[p) 2 Fg es un �ltro genérico sobre el orden parcial del modelo en el sentido corriente
de la teoría de conjuntos (véase Kunen, 1980). Sea L un fragmento enumerable y `L
el sistema deductivo resultante de adjuntar al sistema ` para la lógica de primer orden
las reglas in�nitarias naturales para las conjunciones in�nitas de L. Es decir para cada
^i�i 2 L las dos reglas:

^i�i `L �j
f�1; �2; :::g `L ^i�i.

Si construimos como antes el modelo KT asociado a una teoría consistente T � L y al
sistema deductivo `L, puede demostrarse el análogo del Lema 5.2, y como se cumplen
las condiciones del Teorema 6.1, puede demostrarse el teorema de completitud:

TEOREMA 6.2 (Completitud para fragmentos enumerables). Sea L un
fragmento enumerable y T � L un teoría consistente para el sistema `L entonces KT [F ]
es modelo de T , para cualquier �ltro L-genérico F de KT .

Si F es de Cohen, el límite KT [F ] resulta enumerable, pues puede calcularse ul-
tilizando solamente las estructuras KT ([p)) que son enumerables por construcción. Por
otra parte, escogiendo con cuidado el fragmento y utilizando el mismo haz KT puede
demostrarse el teorema de omisión de tipos.

TEOREMA 6.3 (Omisión de tipos para fragmentos enumerables). Sea L
un fragmento enumerable. Si �(v) es un tipo no principal sobre T � L, existe un
modelo enumerable de T que omite a �(v).

Demostración. Consideramos el caso de una variable. Suponemos sin perder
generalidad que el fragmento es cerrado bajo la traducción de Gödel. Se de�ne KT
como antes. Para cada t 2 D y p se tiene:

KT p :
V

�(v)2�(v)
�G[t= �p];

de lo contrario, existe q � p tal que KT q �G[t= �q] para toda �(v) 2 �(v), y por
el análogo del Lema 5.2: T [ q `L �(t), es decir, T `L (^q(t) ! �(t)). Podemos
suponer que existe c 2 C tal que (t = c) 2 q(t) , entonces T `L ^q(c) ! �(c), así que
T `L 8v(^q(v)! �(v)) para todo �(v) 2 �(v), una contradicción. En conclusión,

KT � :
V

�(V )2�(V )
�G[�t];
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donde �t es la sección global �t(p) = t= �p : Ahora, el mínimo fragmento L* que
contiene a L y a la fórmula :

V
�(v)2�(v)

�G[v] sigue siendo enumerable y podemos hallar

un �ltro de Cohen L*-genérico F para KT . Como � 2 F :

K[F ] j= :
V

�(v)2�(v)
�[b�t]:

Pero todo elemento de K[F ] tiene la forma b�t para algún t ya que si � está de�nida
sobre U 2 F , que es de Cohen, existe [q) 2 F con q 2 U: Sea �(q) = t=�q; entonces
�(p) = t=�p = �t(p) para toda p � q:Es decir, � �F � � [q) �F �t. Por tanto, b� = b�t
no realiza a �(V ). �
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