Universidad de los Andes Departamento de Matematicas

Examen de Area de Probabilidad y Estadistica
noviembre - 2012

Instrucciones:

» Escoja y responda cinco(5) de las seis(6) preguntas siguientes, incluyendo suficientes
calculos y explicaciones sobre su procedimiento.

» Tiempo del examen: Tres (3)horas.

= En las dltima péagina encontrard un formulario con la media y varianza de las principales
distribuciones.

1. Sea f una funcién continua y acotada. Hallar
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Ayuda: Vea la integral como una esperanza y acétela, usando convergencia en proba-
bilidad.

2. Sea (X,Y) un vector aleatorio bidimensional con funcién de distribucién acumulativa
conjunta F(x,y) y sean Fi(x), F»(y), las funciones de distribucién acumulativas de X e
Y, respectivamente. Se dice que el par (X,Y") presenta dependencia de cuadrante positivo
cuando

F(z,y) = Fi(z)F(y),  Vo,y.

La funcién conjunta de supervivencia, S(z,y) se define como S(z,y) = Pr(X > z,Y > y)
mientras que Sy (z) = Pr(X > z) y S2(y) = Pr(Y > y) son las funciones de supervivencia
de X e Y, respectivamente.

Pruebe que el par (X,Y) tiene dependencia de cuadrante positivo, si y solo si

S(.CC,y) 251($)Sg(y), Vl',y.

3. Para el par de variables X e Y, con medias p1, 12 y varianzas o3 y 03, respectivamente,
recordemos que la covarianza y correlacion entre X y Y, estan dadas, respectivamente,
por
Cov (X,Y)
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Cov(X,Y)=E(X — 1) (Y — p2)) y

a) Para t € R, calcule Var(X +tY).

b) {Para cual valor de t es minima la varianza de la parte (a)?

c) Pruebe que p € [-1,1].

d) Si p = 1, deduzca que existe un valor de ¢ en R, tal que la varianza de la parte (a) es
cero y existe una recta L tal que Pr((X,Y) e L) = 1.
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4. Una particula realiza un paseo al azar en el grafo de la figura de la manera siguiente:
Cuando la particula se encuentra en un vértice, elige uno de los vecinos de este, al azar



(con probabilidades iguales), se mueve a ese vecino y el proceso se repite.
d c

(a) Escriba la matriz de transicién correspondiente a este paseo al azar.

(b) Encuentre el niimero esperado de pasos (tiempo de llegada) para que el paseo llegue
al vértice d cuando arranca desde a. (Ayuda: Encuentre todos los tiempos de llegada a
d arrancando desde a, by c)

Sean X1, Xo, ... variablesi.i.d. con funcién generadora de momentos ¢(6) = E(exp(6 X1)),
que existe en un entorno del 0. Pruebe que, para cada 6 en dicho entorno, la sucesién

_exp(0.Sy)
o= 0)

es una martingala, siendo S, = X1 + -+ 4+ X,,.

. Sea X una variable con distribucién Gamma(4,3). Recordemos que la densidad Gamma

viene dada por

f(z;a,B) = F(al)ﬂaxo‘_le_(x/ﬁ) para x > 0. (1)

(a) Hallar el EMV para (3 (cuando se sabe que o = 4).

(b) Hallar la informacién de Fisher para una observacion y la correspondiente cota de
Cramér Rao para una muestra de tamano n.

(c) (El EMV alcanza la cota Cramér-Rao para una muestra de tamafio n?

. Sea X,, ~ Poisson(n).

(a) Pruebe que X, debidamente estandarizada, converge en distribucién a una Nor-
mal(0,1).

(b) Pruebe que
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cuando n — oo.



Principales Distribuciones

Distribucién p(z) o f(x) Rango(X) E(X) | Var(X)
Bin(n, p) Mp*(1—p)* |{0,1,2,...,n} | np np(1 — p)
Geo(p) (1-p)"'p {0.1,2,...} | 1/p | (1—p)/p?
BinNeg(k,p) | (17)p"(1—p)" % | {kk+1,...3 | k/p | k(1 =p)/p?
Poisson(\) e”‘% {0,1,2,...} A A
2 L3 (55) 2
N(.,u,a ) Toms® 1 reR ,u bia ]
Unif(a, b) — a<x<b GTH’ ( 12)
exp(A) e A x>0 /A 1/\2
Gammal(a, 3) F(al)ﬁa zole—u/P x>0 af af?




