Universidad de los Andes Departamento de Matemiticas

Examen de Area de Probabilidad y Estadistica
junio - 2012

Instrucciones:

» Escoja y responda cinco(5) de las seis(6) preguntas siguientes, incluyendo suficientes
calculos y explicaciones sobre su procedimiento.

» Tiempo del examen: Tres (3)horas.

= En las tltimas paginas encontrard un formulario con la media y varianza de las principales
distribuciones y una tabla de la distribucién N(0,1).

1. Sean a, una sucesiéon deterministica y X, una sucesién de variables aleatorias. Si a,, —

a€lR yv X, (BQ X, cuando n — oo, pruebe que a, X, (BQ aX.

2. Sea (X, A, P) un espacio de probabilidad y sea {A;}°, una filtracién, es decir, una
sucesién de o-algebras tales que A; C A; para i < j y A; C A, para todo i. Sea X
una variable aleatoria en £!(P). Pruebe que la sucesién de variables aleatorias dadas por
Y; = E(X|A;) es uniformemente integrable.

3. Un mazo de cartas de Poker consta de 52 cartas. Las cartas son de cuatro pintas distintas,
trébol (&), corazén (©), diamante (<») y picas (#). Las trece cartas de una pinta van
“numeradas” A (as), 2, 3,..., 9, 10, J (jack), Q (reina) y K (rey).

(a) Si se toman 5 cartas al azar sin remplazo. ;Cudl es la probabilidad de obtener un
“full house”: tres cartas de un mismo nimero (un trio) y dos de otro nimero (un par)?
(b) /Cual es la probabilidad de obtener dos pares, es decir: dos cartas de un nimero, dos
de otro numero y la quinta carta de un tercer nimero?

(c) Ahora se barajan 52 cartas numeradas 1 al 52 y se voltean (se muestran) una a una.
Decimos que ocurre una coincidencia cuando la i-ésima carta volteada lleva el nimero +.
Calcule el nimero esperado de coincidencias.

4. En una ciudad andina, la probabilidad de que un dia de lluvia sea seguido de otro dia de
lluvia es p; y la probabilidad de que un dia seco sea seguido por otro dia seco es po. Los
dfas se clasifican solo en lluviosos y secos. ;Que porcentaje de los dias en esta ciudad son
lluviosos?

5. Sea Xq,...,X, una muestra i.i.d. de una distribucién con media varianza o2. Pruebe
) ) y
que el estimador usual de o2,

es insesgado y consistente.



7. Sean X1, X,..., X, variables aleatorias i.i.d. Unif(0, 0) y sean X(y),..., X(y) los corres-
pondientes estadisticos de orden. Para cada ¢ < n encuentre una constante ¢; de manera
que 0; = ¢; X (i) sea un estimador insesgado de 6. ;Para cual valor de ¢ se obtiene la menor
varianza? (Ayuda: El estadistico de orden X(;y para datos Unif(0,1) tiene distribucion
Beta(j,n — j + 1). Puede encontrar la media y varianza de una variable Beta en la tabla
incluida al final del enunciado del examen.)



Estadisticos de orden

Sea X1i,..., X, muestra i.i.d. de distribucién con f.d.a. F' y densidad f. Los estadisticos de
orden X(yy,..., X () correspondientes son los mismos valores muestrales ordenados de menor
a mayor. Es decir, X(;) < X9y -+ < X(;). Entonces, el j-ésimo estadistico de orden, X,
tiene densidad

n!
)= G D)

F(z) Y1 = F(z))" 7 f(z), = €R.

En el caso particular en que los X; son Unif(0,1), g; es la densidad Beta(j,n — j + 1). Si los
X, son una muestra i.i.d. con f.d.a. F' y aplicamos la transformacién
Y; = F'(X;), entonces los Y; son una muestra Unif(0,1).

Principales Distribuciones

Distribucién p(z) o f(x) Rango(X) E(X) | Var(X)
Bin(n, p) (Z)pm 1—-p™* | {0,1,2,...,n} | np np(l —p)
Geo(p) (1-p)*'p {0,1,2,...} | 1/p | (1-p)/p°
BinNeg(k,p) | (Z)p*(L—p)* % | {kk+1,...3 | k/p | k(1—p)/p’
Poisson(\) e A2y {0,1,2,...} A A
oo )2
N(.,U,,O'Q) \/217 -3(%54) reR " b(jQQ
Unif(a, b) = a<zx<b aT*'b ( 15)
exp(A) e x>0 1/A 1/\?2
Gammal(a, 3) F(al)ﬁa g le=o/B x>0 af af?




Funcién de Distribucién Acumulativa N(0,1): F(z) = [~ \/%efuz/zdu
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