Universidad de los Andes Departamento de Matematicas

Examen de Area de Probabilidad y Estadistica
diciembre - 2011

Instrucciones:

» Escoja y responda cinco(5) de las seis(6) preguntas siguientes, incluyendo suficientes
calculos y explicaciones sobre su procedimiento.

» Tiempo del examen: Tres (3)horas.

= En las ultimas paginas encontrara algunos resultados sobre estadisticos de orden, un
formulario con la media y varianza de las principales distribuciones y una tabla de la
distribucién N(0,1).

1. Decimos que una sucesién de variables aleatorias Y7,Ys,... es acotada en probabilidad
(o “tensa”) cuando, para todo € > 0, existen M > 0y ng € N tales que,

Pr(|Y,| > M) <e€, Vn > ng.

Sea a, una sucesién deterministica (no aleatoria) de nimeros positivos, tal que a,, — 0
cuando n — oo. Pruebe que, si la sucesién {Z,/a,}>2, es acotada en probabilidad,

entonces Z, (g) 0, cuando n — oo.

2. Describa un espacio de probabilidad (2,4, P) y un conjunto de variables aleatorias
X1, Xo,... definidas en 2 de tal manera que las X; formen una martingala no uniforme-
mente integrable. (Ayuda: puede conseguir un ejemplo considerando un apostador que
inicialmente tiene un dolar y en una sucesién de ensayos Bernoulli(1/2) apuesta siempre
todo su capital a “éxito” (doble o nada), hasta que finalmente se queda sin nada).

3. Un fumador lleva inicialmente una caja de 20 fésforos en el bolsillo derecho de su chaqueta
y otra caja idéntica en el bolsillo izquierdo. Cada vez que desea fumar, elige una de los
dos bolsillos al azar y extrae un fésforo de la caja en ese bolsillo. Llega un momento en el
que, al abrir una de las cajas de fésforos, esta se encuentra vacia. ; Cual es la probabilidad
de que en ese momento en la otra caja queden j fésforos, para j =0,1,2,...,207

4. Suponga que N bolas negras y N bolas blancas son colocadas aleatoriamente en dos
urnas (Urna 1 y Urna 2) de tal forma que cada urna contiene N bolas. En cada unidad
de tiempo una bola es selecionada aleatoriamente de cada urna y puesta en la otra. Sea
X, el nimero de bolas negras en la urna 1 después del n—ésimo intercambio de bolas.
La sucesién X = {X,,} es una cadena de Markov. Para esta cadena:

a) Establezca su espacio de estado S y proporcione su matriz de transiciéon P = (P;;)
para todo 7,5 € S.

b) Clasifique sus estados y para Pi(]n) la matriz de transicién en n pasos, verifique si
existe el limite
lim P

n—oo

v si es estrictamente positivo.



5. Consideremos datos X7, Xo,..., X,, i.i.d. con la distribuciéon exponencial con retardo,
que tiene densidad
f(x)=e" @9 para x> 0.

Un posible estimador de 6 es §; = Xa) = min{ X7, Xo,..., X,,}. Otro es Oy = X — 1.
;,Cual de estos estimadores es insesgado? ;Cual de ellos es consistente? ;Cual de los dos
es mejor?

Ayuda: Calcule los ECM (error cuadratico medio) de cada estimador.

6. Supongamos que se tiene una muestra de tamafio n de una distribucién continua con
densidad
fl@;0) =001 —2)"",  ze(0,1). (1)

(a) Hallar el EMV de 6.

(b) Hallar la informacién de Fisher de un dato, I1(f), para la densidad dada por (1).
(c). {Que dice en este caso el Teorema del Limite Central para EMV?

(d) Usar el resultado de la parte (c) para dar un intervalo de confianza aproximado del
95 % para 6.

(e) Recordemos que el método A nos dice que, si la variable Z,, satisface un TLC de la

Vn(Z, —0) @) N(0, 0%)

y g es una funcién derivable en 6, entonces g(Z,) también cumple un TLC, dado por

Vilg(Zy) — 9(0) DN, (9 (9))20).

Como la densidad en (1) es una Beta(1,0), su esperanza vale u = 1/(1 + 6). Por tanto

forma

VX — 5 U N0,0%)

donde o2 es la varianza de la Beta(1,0). Si tomamos g(u) = (1/u)—1, se tiene g(ﬁ) =0

y por el método A, tenemos que ﬁ(g(@ — 0) converge a una normal. Encuentre la
eficiencia asintética del estimador 0 = g(X) = (1/X — 1).



Estadisticos de orden

Sea X1i,...,X, muestra i.i.d. de distribucién con f.d.a. F' y densidad f. Los estadisticos de
orden X(yy,..., X () correspondientes son los mismos valores muestrales ordenados de menor
a mayor. Es decir, X(;) < X(9) -+ < X(;,). Entonces, el j-ésimo estadistico de orden, X,
tiene densidad

n!
) = G D)

F(z) Y1 = F(z))" 7 f(z), = €R.

En el caso particular en que los X; son Unif(0,1), g; es la densidad Beta(j,n — j + 1). Si los
X, son una muestra i.i.d. con f.d.a. F' y aplicamos la transformacién
Y; = F'(X;), entonces los Y; son una muestra Unif(0,1).

Principales Distribuciones

Distribucién p(z) o f(x) Rango(X) E(X) | Var(X)
Bin(n, p) (Z)pm 1—-p™* | {0,1,2,...,n} | np np(l —p)
Geo(p) (1-p)*'p {0,1,2,...} | 1/p | (1—-p)/p°
BinNeg(k,p) | (Z)p*(1—p)* % | {kk+1,...3 | k/p | k(1 —p)/p’
Poisson(\) e A2y {0,1,2,...} A A
oo )2
N(:LL, o?) \/21706—%(7’) zeR " b(iQ 2
Unif(a, b) = a<zx<b aT*'b ( 15)
exp(A) e AT x>0 1/A 1/\2
Gammal(a, (3) F(al)ﬁa g le=e/B x>0 af a3?




Funcién de Distribucién Acumulativa N(0,1): F(z) = [~ \/%efuz/zdu
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