GEOMETRIA Y TOPOLOGIA EXAMEN DE AREA PRIMER SEMESTRE DE 2023

Responda cinco entre las seis preguntas siguientes.
Tiempo maximo para este examen: 2 horas y 50 minutos.

Nombre: Cédigo:

1. Sea M = R? y considere la forma diferencial w = xdy + dz € Q'(M).

i. Calcule dw.
ii. Calcule w A dw y demuestre que w A dw no se anula en ningtin punto de M.

iii. Encuentre un campo vectorial X € X(M) tal que Lx(dw) = 0.

(10 puntos)

2. Sea zy un vector unitario en R? y considere la aplicaciéon ¢ : SO(3) — S? dada por
#(A) = Axy. Demuestre que existe una forma n € Q*(SO(3)) tal que dn = ¢*w donde
w € N%(S?) es la forma de drea de la esfera S?. (10 puntos)

3. Considere una forma cuadratica g no degenerada sobre R3.

i. Pruebe que ¥ = {z € R?| gq(z,x) = 1} es vacio o es una subvariedad en R3.
ii. Pruebe que 7,2 = {v € R? | ¢(z,v) = 0}.
iii. ; Es X conexa?
iv. ;(Es X simplemente conexa?
v. iEs ¥ compacta?

vi. Encuentre la caracteristica de Euler de ¥ si es compacta.

(10 puntos)

4. Sea M una variedad tridimensional.
i. Pruebe que, si M es compacta y orientable, existe un campo vectorial suave sobre
M que no se anula en ningtin punto.

ii. Pruebe que, si g es una estructura Riemanniana sobre M tal que su tensor de Ricci
es igual al tensor métrico, entonces (M, g) tiene curvatura constante y calcule su
valor.

(10 puntos)
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5. Considere M = R? con la métrica Riemanniana g = (1 + y?)dz? + dy®. Encuentre la
geodésica que pasa por el punto p = (0,0) con vector velocidad inicial v = (0,1). (10
puntos)

6. Considere el conjunto S,(R) = {4 € M,(R) | AT = A} de matrices simétricas reales
n x n y la aplicacién

F: My(R) = S,(R)
definida como F(A) = ATA—1.

i. Demuestre que F' es una aplicacién suave y que la derivada de F' en B € M, (R)
define la transformacién lineal

dFy : M, (R) = Su(R)

dada por dFg(A) = BTA + ATB.

ii. Demuestre que dF'g es sobreyectiva en F~(0), que 0 € S,(R) es un valor regular de
F y concluya que O,(R) = {A € M, (R) | ATA = I} es una subvariedad de M, (R).

iii. Demuestre que O, (R) es un grupo de Lie, calcule su dimensién y encuentre se dlgebra
de Lie 0,(R).

(10 puntos)
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