EXAMEN MAESTRiA-DOQTORADO. ECUACIONES
PARCIALES Y ANALISIS NUMERICO

Para este examen seguimos la siguiente convencién para definir el
Laplaciano (A) en R”

1. a. Halle la funcién de Green para la ecuacién de Poisson con
dominio en al plano R? y en el espacio 3-dimensional R3.

b. Halle la funcién de Green para el semiplano y > 0, con condicién
de borde G (z,y) = 0siy = 0, y usela para resolver el problema Au = 0
con condicién de borde u (z,0) = f (z,0).

c. Halle la funcién de Green para el semiplano, con condicién de
frontera % =0siy=0.

2. Considere el problema de valor inicial

1
utzéum, —o<xr<oo, t>0,

T, x<0
u(x,O):{T; r0

a. Encuentre la solucién u (z,t) del Problema de Valor Inicial.

b. Encuentre lim; g u (z,t) y limy_ o u (x,t).

c. Muestre que para cada t > 0 fijo y dado T} < 6 < T5 existe x( tal
que u (zg,t) = 6.

d. Muestre que u (x,t) es constante sobre las pardbolas de la forma
\/% = const.

3. Sea u = u(z,t) una solucién de la ecuacién de onda uy = Au en
R"™ x (0,00). Fijados o € R" y ty > 0, considérense el cono

O = {(z,t) € R" x [0,00) | 0 < t < to, |z — 0| < to— t},

y la bola cerrada B = B(wo,t9) = {z € R" | |z — x| <t}
Mostrar que si u = ug = 0 en B, entonces u = 0 en C. Interpretar el

resultado.
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[Sugerencia: Considérese la integral de energfa:

1
olt) = / 2(2, 1) + [V, ) de, 0 < £ < to.
B(wo,to)

(Aqui Vu denota el gradiente de u con respecto a las variables z)].

4. Considere el problema de frontera sobre el intervalo [0, 1]

(@™ —r@ v =um-o

a. Suponiendo que usted esta utilizando un ”grid” de puntos equies-
paciados en [0, 1], produzca una discretizaciéon por diferencias finitas
de este problema que resulte en un sistema de ecuaciones lineales
simétrico.

b. Halle el término principal del error por truncamiento de la dis-
cretizacion dad en (a).

5. Considere el método de Runge-Kutta de dos etapas
Yy =y" +altf (y")

Yy =yt AL (b f (y") +0af (y7))
para la ecuacién diferencial ordinaria y' = f (y).
a. Derive las ecuaciones para a, by, by dadas por el método de segundo
orden.
b. Halle el intervalo de estabilidad para el método.

6. Considere el problema de valor de frontera
Au+cu=f en € u=g en 02

dénde ¢, f, g son funciones suaves, y ademds ¢ (x) > a para todo = € 2
y a es una constante positiva.

a. Dé una formulacién variacional para este problema.

b. Describa una aproximacién de Galerkin por elementos finitos
lineales a trozos para este problema. Explique como a partir del método
de elementos finitos se llega a un sistema algebraico.

c. Bajo qué condiciones el método converge?



