Examen de Conocimientos
en el area de Analisis 201820

Nombre:

Problema 1. Sea f una funcién continua definida en el intervalo [a, +00) y supongamos que el

limite limy o f(2) existe y es finito, entonces f es uniformemente continua en el intervalo [a, +00).

Problema 2. a) Sea f una funcién holomorfa del disco unitario D = {z : |z| < 1} en si mismo

tal que f(0) = 0. Pruebe que |f(z)| < |z| para todo z € D. (Ayuda: considere la funcién f(z)/z)
b) Para cuales f (definidas como en a)) existe un punto ¢ # 0 en D tal que |f(c)| = |¢|?

c¢) Sea h una funcién holomorfa del disco unitario D en si mismo pero distinta a la identidad en

D. Pruebe que h tiene a los sumo un punto fijo.
Problema 3.

Sea (X, M, u) un espacio medible donde p es una medida positiva y sea f : X — C una funcién

medible.
a) Pruebe que si f € £(p), entonces lim, oo nu{|f] > n} = 0.

b) Considere la funcién f(x) = ) definida en le intervalo [0,e~!] para probar que el
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reciproco es falso.

Problema 4. Sea L” el espacio LP(u) donde  es la medida de Lebesgue en (0,400) y |lul|, es

la norma LP de la funcion u.

Seap > 1ysea f:(0,+00) — R una function nonegativa en LP con soporte compacto [a, b]

contenido en (0, +00). Defina

) = [ s

(a) Pruebe que H f pertenece a LP.

(b) Aplique integral por partes a la integral
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justificando cada paso para concluir la validez de la siguiente igualdad
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donde escribimos F(x) = (H f)(x)



(c) Pruebe que [Hfll, < 21/l

Problem 5. Sea H = L?([0,2]) y sea T : L*([0,2]) — L?([0,2]) dada por T(f) = 22 f.
(a) Pruebe que T es un operador autoadjunto.

(b) Pruebe que ||T]| = 4.

(c) Pruebe que o,(T) = 0.

(d) Pruebe que o.(T") = [0, 4].

Problema 6. a) Para f € Cgr([0,1]), pruebe que f > 0 si y solo si [|[A — f|l. < A para todo

A > || flu, donde escribimos || - ||, para la norma del supremo.

(b) Suponga que E C Cg([0,1]) es un subespacio cerrado que contiene la funcién constante 1.

Para ¢ € E*, se escribe ¢ > 0 si ¢(f) > 0 para todo f € E con f > 0. Pruebe que ¢ > 0 si y solo si
6]l = ¢(1).
Problema 7. Considere el espacio de Hilbert I3(N) y sea e, € I2(N) definida por e, (i) = d;n.

(a) Pruebe que si una sucesion {ay, }, converge en la topologia de la norma también converge en

la toplogia débil.
(b) Pruebe que en la topologia de la norma, {e,}, no tiene subsucesiones convergentes.
(c) Pruebe que en la topologia débil, {e,, },, converge y halle el vector su limite a = w—1lim,_, €.

(d) Encuentre una sucesién de combinaciones convexas de {e,, },, que converge a a en la topologia

de la norma.



