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Capitulo 1

Sistemas de ecuaciones

lineales

1.1. Introduccion

Considere el siguiente sistema lineal de ecuaciones en las variables x, y, z:

2z + 4y + 62 =18
S=1q 4x+5y+6z=24
3r+y—22=4

Una solucion del sistema lineal S es una tripla (zg, yo, z0) de ntmeros reales
(es decir un elemento de R?) que satisface simultdneamente las tres ecua-

ciones, es decir que cumple

29 +4yo +6z9 =18
4950 +5y0 +6Zo =24
3xg +yo —22 =4
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La tripla (4,—2,3) es una solucién, jcompruébelo!. En principio puede
haber mas de una tripla de reales que sea solucién al sistema S.

Al conjunto de las triplas (z,y,z) € R3 que satisfagan las tres ecua-
ciones de S, se le llama el conjunto solucion de S y se denota por Sol(S).

Claramente en este caso Sol(S) es un subconjunto! de R3.

Las primeras metas que alcanzaremos en este curso son:

1. Desarrollar un método, el método de Gauss-Jordan, que nos permi-
ta encontrar el conjunto solucién de un sistema lineal de ecuaciones

cualesquiera S.

2. Entender el caracter del conjunto solucién Sol(S) de un sistema lineal
de ecuaciones S cualquiera: Mostraremos por ejemplo que Sol(S) o
bien es vacio, o tiene exactamente un elemento o es infinito. En el caso
en que por ejemplo el nimero de incégnitas son tres, digamos x,y y
2z, Sol(S) es un subconjunto del espacio tridimensional R? con una
estructura geométrica muy determinada: es o bien vacio, o un punto,

o una linea recta, o un plano o todo R3.

Diremos que dos sistemas de ecuaciones son equivalentes si poseen exac-

tamente las mismas soluciones. Por ejemplo los sistemas

2z 44y +62 18

S=4 4z +5y +6z = 24
3. 4y -2z = 4

!Recuerde que un conjunto A es subconjunto de otro conjunto B si todo elemento de

A es también un elemento de B



1.1. INTRODUCCION 3

y
r +2y +3z = 9
S1=14 4z +by +62 = 24
3r +y -2z = 4

son equivalentes, pues se puede ver facilmente que (zo, yo, 20) es solucién de

S si y s6lo si es solucion de Sy.

Ejemplo 1.1.1. [lustraremos el método que desarrollaremos para encontrar
el conjunto solucion de un sistema lineal de ecuaciones “solucionando”, el
primer ejemplo que dimos. Lo que haremos es dar una secuencia de sistemas
equivalentes entre si, de tal forma que el primero es el sistema que deseamos
solucionar y la solucion del ultimo sistema sea evidente de encontrar.

Introducimos la siguiente notacion:
1. e; denota la ecuacion i-ésima,
2. ae; +ej — e; significa: “multiplicamos la i-ésima ecuacion por a, esto

se lo sumamos a la j-ésima ecuacion, y el resultado lo colocamos como

la j-ésima ecuacion del nuevo sistema”.

2z 44y 46z = 18

%61}—>61
S=14 4x +by +6z = 24
3z 4y -2z = 4
r +2y 43z = 9 —4e1 + €9 — €9
S1=4 4r +by +6z = 24 —3e1 +e3— e3
3z 4y —2z = 4
r +2y +3z = 9
(*%)@2»—»@2
Sy = -3y —6z = -—12
—hy —1lz = =23
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r +2y +3z = 9 —2e9 +e1 — e
S3 = Y +2z = 4 5eo + e3 — eg
-5y —1lz = =23
T —z = 1
Sy = y +2z = 4 (—1)e3 — e3
—z = -3
T —z =1 es3+e— e
S5 = y +2z = 4 —2e3 4+ e9 +— e9
z =3
T = 4
S = Y = -2
z = 3

Evidentemente el conjunto solucion de Sg es {(4,—2,3)} y como todos

los sistemas son equivalentes tenemos la solucion de nuestro sistema S:
Sol(S) ={(4,—2,3)} (Esta solucion es un punto.)

Un sistema como Ss se dice que esta en forma escalonada y otro como
Sg se dice que esta en forma escalonada reducida. Estos son particularmente
sencillos de resolver. Mostraremos que usando el método de eliminacion de
Gauss-Jordan podemos transformar CUALQUIER sistema lineal de ecua-
ciones en uno EQUIVALENTE A ESTE, que esté en forma escalonada (re-
ducida) y de esta forma obtener el conjunto solucién del sistema dado.

Con el fin de ilustrar el método de Gauss-Jordan que introduciremos

mas adelante, damos otro par de ejemplos de sistemas lineales de ecuaciones
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y encontramos sus soluciones transformandolos en sistemas equivalentes en

forma escalonada reducida.

Ejemplo 1.1.2. Considere el siguiente sistema lineal de dos ecuaciones en

las tres incognitas x, y y z:

2¢ +y -3z = 2
3r 2y +z= 3
Para encontrar su “conjunto solucion” damos una cadena de sistemas

lineales equivalentes:

2 +y -3z = 2
3r -2y 4z= 3

T otyy —32 =1
—%y +171z: 0
T —i—%y —%z = 1
Y —1—71,2: 0
x —%z = 1
Y 71—712: 0

Ahora es claro que el conjunto solucion para el dltimo sistema (jy por

lo tanto también para el primero!) consta de las triplas (zo, Yo, z0) para las
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cuales zg es un numero real cualquiera, yo = 1—71z0 yro =1+ %zo. Otra

manera de expresar el conjunto solucion de este sistema es:

iy teR

Ast las soluciones al sistema dado son las triplas de la forma | 0 | +

~Jjot

~
—
—_

— |

, con t un ndmero real cualquiera.

Ejemplo 1.1.3. Considere el siguiente sistema lineal de tres ecuaciones con

tres incognitas:

T +y +z = 1
20 +2y +2z= 2
3z +3y +3z= 3

Este sistema es evidentemente equivalente al sistema

r +y +z = 1
0Oz 40y +0z= 0
Or 40y +0z= 0

Pero en este nuevo sistema, las dltimas dos ecuaciones se satisfacen por

T
cualquier tripla, luego su conjunto solucion consta de las triplas Yo

20
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donde yo y zo son numeros reales cualesquiera y xg = 1 — yo — z9. Otra

forma de expresar la solucion general al sistema es:

1—s—1t
s

t

o0, lo que es lo mismo,

donde s y t son numeros reales cualesquiera.

Ejemplo 1.1.4. Considere el sistema lineal de ecuaciones:

r 4y +=z = 1
S =

2v 2y +2z= 3

Es claro que este sistema es equivalente al siguiente sistema:

z +y +z = 1
Oz 40y 4+0z= 1

Pero este sistema no posee soluciones (pues la sequnda ecuacion es im-
posible de satisfacerse). Por lo tanto, el conjunto solucion de este sistema

(y por lo tanto del original) es el conjunto vacio. Esto lo escribimos asi:

Sol(S) = o.
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Ejemplo 1.1.5. Considere el siguiente sistema lineal con una sdla ecuacion

en tres incognitas:

{Ox +0y 40z = 0

Es claro que toda tripla de nimeros reales es una solucion de este sis-

tema, y por lo tanto su conjunto solucion es R3.

Este tema con que comenzamos el curso esta profundamente relacionado

con otros temas que veremos como son:
1. Matrices.
2. Operaciones entre matrices.
3. Invertibilidad de una matriz cuadrada.
4. Determinante de una matriz cuadrada.
5. Geometria en R3: rectas, planos, ortogonalidad.
6. Espacios vectoriales - Subespacios.
7. Combinaciones lineales de vectores.
8. Generacién de un espacio vectorial por ciertos vectores dados.
9. Independencia lineal de un conjunto de vectores.
10. Bases para un espacio vectorial.
11. Transformaciones lineales entre espacios vectoriales.

12. etc.
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1.2. Matrices

Una matriz es un arreglo rectangular de ntiimeros. A cada sistema lineal
de ecuaciones estan asociadas dos matrices que son “la matriz de coefi-

cientes” y “la matriz aumentada” del sistema. En nuestro ejemplo éstas son:

2 4 6
45 6
31 -2
y
2 4 6 | 18

45 6 | 24
31 -2 | 4

1.3. Teoria General de Sistemas Lineales

Un sistema lineal tipico de m ecuaciones (con m un nimero natural
cualquiera) en n incégnitas x1,xa, - ,x, (con n también un nimero nat-

ural) tiene la forma:

anxry  +appre - +aT, =b

a21r1  +axnra - FaaT, =bs
S:

am1T1 +amaT2 -+ FamnTy = by

en donde los a;;’s y los b;’s son nimeros reales.

Definicion 1.3.1. Una solucion del sistema S es una n-tupla de reales
(Y1, ,yn) (un elemento de R™) que satisface cada una de las m ecuaciones

de S cuando se remplaza cada variable x; por el nidmero real y;.
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El conjunto de TODAS las soluciones de S lo denotamos por Sol(S).
Sol(S) :={(y1, -+ syn) ER™: (y1,--- ,yn)es solucion deS}.

Un sistema S sin soluciones se llama un sistema inconsistente. En este

caso Sol(S) = @. Un ejemplo de un sistema inconsistente es

r 4y =3
S:
2z +2y =5
Por el contrario, decimos que un sistema es consistente si posee al menos

una solucion.

Definicién 1.3.2. Dos sistemas lineales de ecuaciones S,S’ en el mismo
ndmero de incdgnitas son equivalentes si poseen EXACTAMENTE las mis-

mas soluciones, es decir si Sol(S) = Sol(S').

En los ejemplos que desarollamos en la introduccién utilizamos el sigu-
iente hecho: si a un sistema S se le efetia una de las siguientes tres opera-

ciones descritas abajo, obtenemos un sistema S’ que es equivalente a S.
1. Intercambiar ecuaciones.

2. Multiplicar (o dividir) las ecuaciones por un nimero real distinto de

0.
3. Adicionar un multiplo de alguna ecuacién a otra ecuacién.

Teorema 1.3.3. Si S es un sistema lineal de ecuaciones de m xn 2 y S’
es el sistema que resulta de aplicar una operacion del tipo (1), (2) o (3),

entonces S y 8’ son equivalentes.

2Un sistema de ecuaciones de m X n es un sistemas de ecuaciones con m ecuaciones y

n incégnitas.
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Demostracion. Es claro quesi (y1, -+ ,yn) es solucién de S entonces también
lo es de &', pues aplicando la misma operacién que usamos para pasar de
S a & a las identidades que comprueban que (y1,--- ,¥,) es solucién de S,
obtenemos identidades que comprueban que (y1,--+ ,yn) es solucién de S'.
(Ver ejemplo 1.3.4 después de esta demostracion). Esto muestra que Sol(S)
es un subconjunto de Sol(S"). Pero es facil ver que las operaciones (1), (2), (3)
son todas invertibles, o reversibles. Es decir que siempre podemos retornar
de 8" a § mediante una operacién elemental de tipo (1), (2) o (3). Luego por
el argumento anterior tendriamos que Sol(S’) es un subconjunto de Sol(S’),

luego Sol(S) = Sol(S’) y por tanto los sistemas S y &’ son equivalentes. []

Ejemplo 1.3.4. Considere el sistema lineal de ecuaciones

2 +4y +62 18
S:q 4x +by +6z = 24

3r 4y -2z = 4

dado al comienzo de la introduccion. Intercambiando las ecuaciones sequnda

y tercera, una operacion del tipo (1), obtenemos el sistema

2 +4y +6z = 18
S1:9 3z 4y -2z = 4
4dr +5y +6z = 24

Esta operacion la abreviamos por es «— es. Multiplicando la primera

ecuacion de S por 1/2, una operacion del tipo (2), obtenemos

r 2y +3z = 9
S2: 4 4dx +by +6z = 24
3r 4y -2z = 4
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FEsta operacion la abreviamos por %61 — e1. Multiplicando la primera ecuacion
de S por —2 y sumandola a la sequnda, una operacion del tipo (3), obtene-

mos,

20 +4y +6z = 18
S3:¢ 0 -3y —62z = —12
3r 4y -2z = 4

Esta operacion la abreviamos por (—2)e1 + ez — es. Las identidades que

comprueban que la tripla (4,—2,3) es solucion de S son:

2(4) +4(-2) +6(3) = 18
4(4) +5(-2) +6(3) = 24
3(4) +(-2) —2(3) = 4

Es facil ver que, aplicando a estas identidades, una de las tres operaciones
efectuada a S arriba, obtenemos las identidades que comprueban que la tripla

(4,—2,3) es solucion del correspondiente sistema lineal obtenido: S1,S2 0 Ss.

Ahora, para ilustrar que las operaciones elementales de tipo (1), (2) y (3)

son reversibles como se afirma arriba, observemos que

1. 81 se transforma en S mediante la operacion es < e3.

2. S se transforma en & mediante la operacion 2e; .

3. S3 se transforma en S mediante la operacion 2e1 + ex — es.
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1.4. Eliminacion de Gauss-Jordan

Ejemplo 1.4.1. Es muy sencillo encontrar las soluciones de un sistema

lineal como el siguiente

Tl +2.’L’2 +31‘3 —4x5 =1
T +2x5 —2x =4
S 3 5 6
T4 —x5 +xg =3
I5 —T6 = -2

x¢: Puede tomar un valor cualquiera a € R.
x5 @ se forza a ser —2 + a.

x4 : se forza a ser 3 —a+ (—2+a) = 1.

x3 : se forza a ser 4 —2(—2+a)+a=8 —a.
x9: Puede tomar un valor cualquiera b € R.

xy : se forza a ser —2b—3(8 —a) +4(—2+a) = —31 —2b + 7a.

Podemos expresar a Sol(S) asi:

Sol(S) ={(—31+7a—2b,b,8 —a,1,a —2,a) :a € R,b e R}.

En este caso xg y x2 son variables independientes.

Un sistema como S estd en “forma escalonada”. Aun més facil es identi-
ficar las soluciones de un sistema “en forma escalonada reducida” como es
el sistema S’ a continuacién, que obtenemos de S mediante la aplicacién de

cuatro operaciones elementales del tipo (3): 10e4 + €1 — €1, —2e4 + €2 — €3
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y e4 + e3 — es, (donde e; corresponde a la ecuacién i-ésima).

p
r1 222 —Tx¢ = —31
Sl ) I3 Te =8
T4 =1
Is5 —T6 = -2

Es evidente que Sol(S") = {(Ta—2b—31,b,—8—a,1,a—2,a) : a,b € R},
que naturalmente es lo mismo que Sol(S).
Para temas que veremos mas adelante, es conveniente entender que una

forma de expresar la solucién general de este sistema es la siguiente:

-31 7 -2

0 0 1

-8 -1 0
+a +b ,

1 0 0

-2 1 0

0 1 0

con a,b € R.

1.5. Sistema Escalonado Reducido

Definicion 1.5.1. Un sistema lineal de ecuaciones de m X n estd en forma

escalonada si cumple:
(1) Todas las cero ecuaciones® estdn de una cierta fila en adelante.

(2) Toda ecuacion que no sea cero-ecuacion tiene como coeficiente de su

primera variable a 1 (Este 1 lo llamaremos el pivote de la ecuacion).

3Una cero-ecuacién es una ecuacién de la forma O0xy + Oza + - - - + 0xn = b.
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(3) Sii < jylas ecuaciones i-ésima y j-€sima no son cero-ecuaciones y
el piote de la i-ésima acompana a la variable xy, y el de la j-ésima

acompana a la variable xy,; entonces ki < kj.

Diremos que estd en forma escalonada reducida si ademds se cumple la

siguiente condicion:

(4) Para todoi entre 1 ym, silai-ésima ecuacion no es una cero ecuacion,
y xy, es la variable que acompana el pivote de esta ecuacion, entonces

el coeficiente de xy, en todas las otras ecuaciones es 0.

Las variables con pivote se llaman dependientes y las variables sin pivote
se llaman independientes.

El sistema S’ arriba estd en forma escalonada reducida. Aqui x2 y zg son
variables independientes y x1, x3, 24 y o5 son variables dependientes. Como
se observé en este ejemplo, es muy facil hallar las soluciones de un sistema
en forma escalonada reducida. Lo interesante es que TODO sistema lineal
de ecuaciones es equivalente a uno en forma escalonada reducida, como lo

afirma el siguiente teorema.

Teorema 1.5.2. Cualquier sistema lineal de ecuaciones de m X n es equiv-
alente a uno en forma escalonada reducida. MAS AUN, cualquier sistema
lineal de ecuaciones S de m X n se puede transformar por medio de un
nimero finito de operaciones elementales de tipo (1) — (3) en un sistema &

en forma escalonada reducida.

No es dificil convencerse de que el teorema anterior es cierto, sin embargo
no daremos aqui su demostracién. Una demostracién formal de éste utiliza

induccidn en el tamarnio m x n del sistema.
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El método de Gauss-Jordan para encontrar las soluciones de un sistema

lineal de ecuaciones consiste en transformar éste, mediante operaciones ele-

mentales de tipo (1)-(3) en uno que se encuentre en forma escalonada reduci-

da. Damos a continuacién un algoritmo para efectuar dicha transformacion.

Suponga que tenemos un sistema lineal S con m ecuaciones en las varia-

bles x1,- -+ , x,. Siguiendo los siguientes pasos obtenemos siempre el sistema

en forma escalonada reducida equivalente al sistema S:

(i)

(iii)

Inspeccione las ecuaciones de izquierda a derecha, para encontrar la
primera variable, digamos z;,, que en alguna ecuacién aparece con
coeficiente distinto de cero (normalmente esta variable es x1). Inter-
cambiando ecuaciones y multiplicando por un escalar (ntimero) apro-
piado, podemos suponer que x;, ocurre en la primera ecuacién, con

coeficiente 14.

Sumar multiplos apropiados de la primera ecuacién a cada una de las

otras ecuaciones, para hacer desaparecer la variable x;, de estas.

Suponga ahora que ya se ha transformado el sistema en uno que tiene
pivotes en sus k (1 < k < m) primeras ecuaciones y se han identificado
sus correspondientes variables independientes x;,, - - - , ;, . Para deter-
minar cual es la k£ + 1-ésima ecuacién del sistema en forma escalonada

reducida realizar los siguientes pasos.

Inspeccionar las ecuaciones de la k£ + 1 a la m de izquierda a derecha,
para encontrar la primera variable, digamos z;,_ ,, que en alguna de

estas ecuaciones aparece con coeficiente distinto de cero. Se tiene siem-

“Este 1 es el primer “pivote z x;, es la primera “variable dependiente”.



1.5. SISTEMA ESCALONADO REDUCIDO 17

pre que gy > ik).5 Intercambiando dos ecuaciones y multiplicando
por un escalar apropiado, podemos suponer que ;_, ocurre en la

k + 1-ésima ecuacién, con coeficiente 1.

(iv) Sumar multiplos apropiados de la k + 1-ésima ecuacién a cada una de

las otras ecuaciones, para hacer desaparecer la variable x;,_ , de éstas.

Ejemplo 1.5.3. Considere los siguientes tres sistemas lineales en forma

escalonada reducida E1,E y E3:

1 2z —Tzg = 1
T T = 4
£ - 3 6
T4 =1
Ox1 +0xy +0x3 +0zx4y +0z5 40z = 5
T = 1
522 o = 3
T3 = -1
4
1 +2x0 —Trg = —31
T3 +xg =38
512 T4 =1
xIs —T¢g = -2
0xzy +0xo +0x3 +0x4 +0zx5 —+0zxg =0

\

Se ve muy fdcilmente cuales son sus respectivos conjuntos solucion:

5Si no se encuentra tal variable, las ecuaciones de la k + 1 a la m son cero-ecuaciones

y el proceso termina.
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SOZ(El) [0)
Sol(&) = {(1,3,-1)}.
Sol(&s) = {(7Ta —2b—31,b,-8 —a,1,a — 2,a) : a,b € R}.

&1 es inconsistente, s tiene solucion unica y Es tiene infinitas solu-
ciones. Analizando estos tres ejemplos vemos que el siguiente teorema es

claro.

Teorema 1.5.4. Si £ es un sistema lineal de m X n cualquiera en forma

escalonada reducida, exactamente una de las siguientes posibilidades se da:

1. Eziste por lo menos una cero-ecuacion enfrentada a un numero distinto

de cero. En este caso € es inconsistente.

2. No se da (1) y toda variable estd acompanada en alguna ecuacion de un
pivote. Es decir, toda variable es dependiente. En este caso el sistema

es consistente y posee una unica solucion.

3. No se da (1) y no se da (2). Es decir que hay variables independientes
o no toda variable posee pivote. En este caso £ es consistente, mds

aun posee infinitas soluciones.
De los teoremas 1.5.2 y 1.5.4 se desprende facilmente:

Teorema 1.5.5. Para todo sistema lineal de ecuaciones S vale exactamente

una de las siguientes tres afirmaciones:
(i) S es inconsistente.
(ii) S tiene exactamente una solucion.

(ii) S tiene infinitas soluciones.
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Tlustramos el método de Gauss-Jordan o més precisamente el algoritmo

dado arriba en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.5.6. Encontrar el conjunto solucion del sistema lineal de ecua-

ciones:

21  +4x9  +6x3 —8; = 2
2x1  +4xo  +Tx3 —6xs —2x¢ = 6
3r1 +6xy +10x3 +x4 —1lzy —24 = 10
4y +8xy +13x3 —+x4 —1ldxs —2x54 = 9
5x1 +10xo +17x3 “4x4 —17x5 —3x¢ = 16

La primera variable, de izquierda a derecha, que aparece en alguna ecuacion
acompanada de un coeficiente distinto de cero es x1. En la primera ecuacion
ésta aparece con coeficiente 2. Si multiplicamos esta ecuacion por el escalar

% obtenemos un sistema equivalente en el cual tenemos ya un pivote:

r1  +2x9  +3x3 —4xs = 1
2xy  +4xo +Txj —6x5 —2x54 = 6
3x1 +6x2 +10x3 H4x4 —1las —x¢ = 10
4r; +8x9 +13x3 4+x4 —1dx5 —22¢ = 9
5x1 +10xo +17x3 “4x4 —17x5 —3x¢ = 16

Segin el paso (ii) del algoritmo debemos ahora realizar operaciones de
tipo (8) para hacer desaparecer la variable x1 de las otras ecuaciones. Esto

lo logramos mediante las siguientes operaciones:
(—=2)e1 + e — eg,

(—3)e1 + e3 +— es,
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(—4)e1 +es—eqy
(—5)61 +e5 — e5.

Obtenemos ast el sistema equivalente:

r1 +2x2 +373 —4xs = 1
T3 +2z5 —22¢ = 4
3 +x4 +xT5 —16 = T
r3 4x4 +2x5 —2x¢ = O
2x3  H4x4 +3x5 —3xg = 11

Como el coeficiente de x3 en la sequnda ecuacion es 1, este es el sequn-
3 ’
do pivote. Para anular ahora los coeficientes de x3 en las otras ecuaciones

realizamos las siquientes operaciones:

(—=3)ea + €1 — ey,
—eg + e3 — ez,
—€yF+eqgr>eqy

(—2)62 + e5 — e5.

1 +2xo —10z5 +6zg = -—11
3 +2x5 —2x¢ = 4
+ry —x5  Hx6 = 3
+x4 = 1
T4 —x5 +rg = 3
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El tercer pivote es el coeficiente 1 de la variable x4 en la tercera ecuacion.
Para hacer desaparecer x4 de las otras ecuaciones efectuamos las siguientes

operaciones:

—e3t+egr>eqy

—e3 + e5 — e5.

Obtenemos el sistema:

1 +2x9 —10z5 +6z¢ = -—11
3 +2x5 —22¢ = 4
+xy —x5 +rg = 3

Ts5 —xg = —2
\ 0 = 0

El cuarto pivote es el coeficiente 1 de la variable x5 en la cuarta ecuacion.
Para hacer desaparecer la variable x5 de las otras ecuaciones efectuamos las

stguientes operaciones:

10e4 + €1 — eq,

—2e4+ e e2 Yy

eq + ez — e3.

Obtenemos el sistema:



22 CAPITULO 1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

( T, +2r9 —4zg = -—-31
T3 = 8
+x4 = 1

Trs —xg = —2
0 = 0

Este altimo sistema se encuentra en forma escalonada reducida y por
tanto es facil encontrar su conjunto solucion que obviamente es también el
conjunto solucion del sistema lineal de ecuaciones que nos fue dado, pues

estos dos sistemas son equivalentes.

Analizando el sistema podemos decir lo siguiente:

(a’) 373:83/954:17

(b) Si elegimos a xo y xg como variables independientes, y ponemos xg = b
Yy xg = a, entonces de las ecuaciones ey y eq4 concluimos que r1 = —31—
2b+4+4a y x5 = —2 + a. Note que x1 y x5 son variables dependientes,

pues éstas dependen de a y b.

Concluimos que el sistema posee infinitas soluciones, todas de la forma
(x1,x9,x3,24,25) en donde x3 = 8, x4 = 1, xo es cualquier nimero real
b, xg es cualquier niumero real a, y x1 y x5 estan determinados por a y b.

Entonces el conjunto solucion del sistema es:

{(-31—2b+ 4a,b,8,1,—2 +a,a) : a,b € R}
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1.6. Sistemas Lineales Homogéneos

Un sistema lineal se dice homogéneo si todos los términos a la derecha

de las ecuaciones son ceros. Es decir si tiene la forma:

ajnry  +aipry - taipr, =0
agr1  +azgry - tazpr, =0
H -
L @m171 +amar2 0 FamnTn =0
Claramente la n-tupla trivial (0,0,---,0) es siempre solucién de un tal sis-

tema. Esta se llama “La solucion trivial” del sistema homogéneo H.
De los teoremas anteriores se sigue facilmente los siguientes resultados

sobre sistemas homogéneos.

Teorema 1.6.1. Un sistema lineal homogéneo H de m X n tiene soluciones
distintas de la trivial si y solo si el numero de pivotes, r, en su forma escalon-

ada reducida £y, es menor que el nimero de incégnitas (r < n).

Corolario 1.6.2. SiH es un sistema lineal homogéneo de mxn, conm < n,

entonces H posee soluciones distintas de la trivial.
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Capitulo 2

Matrices y sistemas lineales

2.1. Definicién y ejemplos

Definicion 2.1.1. Una matriz A de m x n con entradas en el campo de los
reales R es un arreglo rectangular de m por n numeros reales. Para i y j con
1<i<m, y1<j<n, laentrada en la posicion i,j la denotamos por A;;.
Si el nombre de la matriz es “Fulanita” en lugar de A, la entrada ij-ésima

en “Fulanita” la denotamos por (Fulanita);;.

Ejemplo 2.1.2. Los siguientes son ejemplos de matrices:

1 V2 3 4 1 7 2 1 0 0
/-1 0 1 0],]0 2 3|,|l0 -1 0
1 1 2 2 0 0 3 0 0 1

25
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2. Una matriz tipica de m X n la notamos por:

aii ai2 T Aln
a21 a2 o a2n
aml Am2 **°  Amp

2.2. Notacién y algunas matrices especiales

1. Si A es una matriz de m x n, como en el Ultimo ejemplo, denotaremos
por A; ala i-ésima filade A (1 <i < m) y por A7 ala j-ésima columna

de A (1 <j <n).En el ejemplo 2.1.2.2 arriba,

Ai = (ait, @iz, -+ Qi)
y
alj
. aq
A= |
amj

Con nuestra notacién, A; es la matriz de 1 x n tal que (4;); = Aij, y

AJ es la matriz de m x 1 tal que (A7);; = Ajj.

2. Denotaremos el conjuntos de todas las matrices de m x n con entradas

en R por Mat,,(R).

3. Una matrizde nx 1, | ¢ | lallamaremos un n-vector. R® denotara el

Cn

conjunto o espacio de todos los n-vectores.
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4. Siuna matriz tiene el mismo nimero de filas que de columnas, diremos

que es una matriz cuadrada .

5. Una 0-matriz es una en la que todas sus entradas son 0. Denotamos

por Oy, a la O-matriz de m X n.

6. La matriz identidad de n x n, I, (o simplemente I), es la matriz de

n x n con 1’s en la “diagonal principal” y ceros en las otras entradas;

esto es:
1 sii=j
(In)ij =
0 sii#j
Esta matriz tiene la formas:
1 00 --- 0
010 --- 0
001 -0
0 0 0 1

7. Una matriz cuadrada A es triangular superior si sus entradas “abajo
de la diagonal principal” son todas cero. Esto es, si A;; = 0 siempre

que 7 > j.
8. Una matriz cuadrada A es triangular inferior si A;; = 0 siempre que
1< 7.

9. Una matriz cuadrada D es una matriz diagonal si todas sus entradas

“fuera de la diagonal principal” son cero. Es decir: D;; = 0 siempre

que i # j.
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2.3. Operaciones entre matrices

Sean A, B matrices de m X n y A un nimero real (o escalar). Definimos

la suma de A y B, A+ B, como la matriz de m x n tal que:
(A+ B)ij = Aij + Bij.

En palabras: tal que la entrada ij-ésima de A+ B es la entrada ij-ésima
de A maés la entrada ij-ésima de B.

Definimos el producto entre A y A, A - A, como la matriz de m x n tal
que (A-A);; = A- A;j. Notaremos A — B a la matriz A+ (—1)B. A la matriz
(—1)A la denotaremos usualmente por —A y la llamaremos el opuesto de A.
Esta matriz tiene la propiedad de que A + (—A) = Oy

Ahora, si A es una matriz de m x n 'y B es una matriz de n X p, entonces,
el producto entre A y B, es la matriz, que notamos A - B de tamafio m X p
y tal que:

n
(A-B)i;=> AwBy.
k=1
Es importante observar que el producto A - B solamente esta definido

si el nimero de columnas de A es igual al numero de filas de B.

Ejemplos 2.3.1. 1. Si

4 -5 3 1
A= s Y B = 5
-3 2 2 0
se tiene que
A.po WA+ WO +(=9)0)) (2 4
(=3)B)+(2)(2) (=3)(1) +(2)(0) -5 =3
mientras que
9 =3
B-A=
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FEsto muestra que el producto entre matrices no es conmutativo, o en

otras palabras, es importante el orden en que las multipliquemos.

2. Tome
3 1
4 -5 1 -1 2
A= , B= ,U=1-4 2
-3 2 0 1 5
1 1

Notemos que A es una matriz de 2 X 2, B es una matriz de 2 x 3 y C
es una matriz de 3 X 2. Entonces podemos calcular el producto A - B

(llamémosle W ):

W=A-B=

Calculemos ahora el producto (A-B)-C =W -C':

12+36+16, 4—-18—-17 65 31
-9-20—-4, -3-10+4 -33, 11

Ya conocemos (A-B)-C. Queremos ahora ver qué matriz es A-(B-C).

Para esto primero calculemos B - C' (llamémosle X ):

5 1
X=B-C=
-9 7
Ahora calculemos A- (B-C)=A-X:
20445, 4-35 656 —31
1518, —3+14 ~33, 11

Observe que hemos llegado al mismo resultado: (A-B)-C = A-(B-C).
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Si A es una matriz de m x n, definimos su transpuesta, como la matriz
A" de tamano n x m tal que (A");; = Aj;. Una matriz cuadrada A se dice
simétrica si A = A*; en palabras, si ella es igual a su transpuesta.

Las propiedades de las operaciones que enunciamos en el siguiente teo-
rema, nos permitirdn desarrollar un dlgebra de matrices muy conveniente

para el resto del curso:

Teorema 2.3.2. Sean A, B, C matrices cualesquiera de dimensiones apro-
piadas de modo que las operaciones entre ellas, expresadas a continuacion
tengan sentido (estén bien definidas). Sean v y 3 numeros reales y denote-
mos por I y por O la matriz identidad y la matriz de ceros respectivamente.

Entonces:

~

.A+B=B+A.
2. (A+B)+C=A+(B+C).
3. A+0=A.
4. A+ (—A)=0.
5. (A-B)-C=A-(B-C).
6. A-1=A (aqui A no es necesariamente una matriz cuadrada,).
7. 1-A=A (aqui A no es necesariamente una matriz cuadrada).
8 A-(B+C)=A-B+A-C.
9. (A+B)-C=A-C+B-C.
10. (af)A = a(BA).

11. a(A-B) = (aA)-B=A-(aB).
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12. a(A+ B) = A+ aB.
13. (a+ p)A = aA + BA.
14. (A+ B)t = At + Bt
15. (A-B)t =B Al

Demostracion. Es importante comprender que para mostrar que dos ma-
trices son iguales se debe mostrar que tienen el mismo tamafno y que las
entradas correspondientes de las dos matrices son idénticas. Veremos que la
notacion que fijamos para hablar de la entrada ij-ésima de una matriz es

particularmente ttil demostrando identidades.

Mostremos la propiedad 5): Suponga que A, B, C' son matrices de
tamano m X n, n X p 'y p X q respectivamente. Entonces, por definicién,
(AB)C y A(BC) tienen ambas tamano m X ¢q. Ahora veamos cudl es la

entrada 7j-ésima de cada una:

[(AB)Clij = » (AB)irCj =

(Z AaBi,)Crj =
=1

I
M= T T

Z(AilBlk)ij
=1

=
Il
—
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por otro lado,

[A(BC)]i; = iAil(BC’)lj =
=1

n p

= Z Ay Z By Crj =

=1 k=1
p

n
=D (AuBu)Cyj
I=1 k=1
y es claro que estas dos expresiones son iguales.
Probemos también la propiedad (14): Suponga que A, B son ambas

matrices de m x n, entonces tanto (A + B )t como A! + B! son matrices de

n X m. Ahora,

[(A+ B)ij = (A+ B)js
= Aji + Bj;
= (AN + (B")s
= (A" + By

Luego (A + B)! = A + Bt O

x1

Teorema 2.3.3. Sean A matriz de m X n, B matrizden xXp y T =

un n-vector. Entonces,
1. (AB)) = A-BJ.
2. (AB); = A;B.

3. AT =xA' + 202 + -+ x, A"
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Demostracion. (1) Es claro que tanto el tamafio de (AB)’ como el de A- B’

es m x 1. Ahora,
[(AB)']i = (AB)i; = Y AixBy;.
k=1
Por otro lado,
(AB7)in = Ag- (B)i1 = Y AinBi
k=1 k=1

(3) Claramente las dos matrices tienen tamano m x 1. Ahora,

(A-Z)j1 =) A Tra = Y apAip = Y wpAp.
k=1 k=1 k=1

Por otro lado,

n

(21 A"+ 2y A = Z(iEkAk)z‘l = Z$k(Ak)i1 = ZiﬁkAz'k-
k=1 k=1 k=1

2.4. Notaciéon matricial para sistemas lineales

Es fécil ver que el sistema lineal tipico S de m ecuaciones en n incégnitas
dado que en la seccién 1.3 se escribe en forma matricial de la forma A-z = b,

donde A es la matriz de coeficientes del sistema

a1 a2 G1n

a21 a2 a2n,

Gm1 Am2 *°  Aamp
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1 bl
Zz=| 1 | esel vector de variablesy b= | : |.La demostracién que damos

Tn bn
del siguiente teorema nos muestra las ventajas de esta notacion matricial

comprimida, puesto que podemos usar el algebra de matrices.

Teorema 2.4.1. Sea p € R™ un solucién particular del sistema lineal S de
mxmn, A-Z =0b. Se tiene que §j € R™ es una solucion de A-T = b, si y
solamente si y tiene la forma Z 4+ p, donde Z es una solucion del sistema

lineal homogéneo asociado A -z = 0.

Demostracidn. = Suponga que 3 € R™ es solucién de A -Z = b, es decir
A -7 = b. Por hipétesis A -p = b. Claramente si Z = § — p, entonces
Az=A-(J—-p)=Ag—Ap=b—-b= por lo tanto Z es solucién

0y
de A -z = 0. Eviedentemente § = (§ — p) + p.

< Suponga que § = Z + p con Z soluciéon de A - Z = 0. Entonces A - § =
A-(z+p)=A-Z+A-p=0+b=b. Luego § es solucién de A -z = b.
O

S

Por tanto tenemos que si p es una solucién particular del sistema A-z =
y z es la “solucién general” del sistema homogéneo asociado A -z = 0,

entonces § = Z + p es la solucién general del sistema lineal A - Z = b.

2.5. Matrices Invertibles

Definicion 2.5.1. Una matriz cuadrada de n x n A se dice invertible si
existe una matriz B de n x n, tal que AB =1y BA=1. Una tal matriz B

se llama “una” inversa de A.
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Ejemplo 2.5.2. Sea
a b
A =
c d

una matriz de 2 X 2 tal que ad — bec # 0. Entonces A es invertible y la

matriz

d —b
B = ad—bc  ad—bc

_—_¢c _a
ad—bc  ad—bc

es “una” inversa para A puesto que

ad be —ab ba
A-B= ad—bc ~ ad—bc’ ad—bc + ad—bc _ L0 -7
cd dc —cb da ’
ad—bc ~ ad—bc’ ad—bc + ad—bc 0 1

y similarmente puede verse que B- A = 1.
Teorema 2.5.3. Una matriz cuadrada tiene a lo sumo una inversa.

Demostracion. Sea A una matriz cuadrada de n X n, y suponga que By y
By son matricesdenxntalque A-By=1=B1-AyA-By=1= By A.
Entonces B1 = By -1 =By - (A-Bg) = (B1-A) By =1-By = By. Luego
B = Bs. O

De ahora en adelante, si A es invertible denotaremos su unica inversa

por A™L.

Teorema 2.5.4. 1. Si A es invertible, entonces A~! es invertible y (A=)~ =

A (esto dltimo es lee: “la inversa de A™' es A”).

2. Si A, B son invertibles, entonces AB es invertible y se tiene que
(AB)™' = B~ . A1 (esto dltimo se lee: “la inversa de AB es el

producto entre la inversa de B y la inversa de A”).
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Demostracion. 1. Si A es invertile, entonces A- A~ =T = A~!. A, pero

esto muestra que A~! es invertible y que (A~1)~! = A.

2. Suponga que A y B son invertibles. Entonces,

(AB)(B'A™Y Y = ((AB)B™Y) - Al =(A-(B-B!))- 47!

=(A-I)-At=A4.41=1

De forma semejante se prueba que (B~1A71)(AB) = I y por tanto
podemos concluir que A - B es invertible y que (A4 B)™! = B~1A~!
O

La parte (2) de la prueba se generaliza a un producto finito de matrices

invertibles: (Ay - Ay --- Ag) "' = A,;l . A,;_ll e Afl.

Ejercicio 2.5.5. Muestre que si A de n x n es invertible, entonces Al es

invertible y (AY)~! = (A=1)L.

2.6. Matriz aumentada asociada a un sistema lineal

y el método de Gauss-Jordan revisitado

De forma semejante a como definimos que un sistema lineal de ecua-
ciones £ esta en forma escalonada o forma escalonada reducida, podemos
definir precisamente cuando una matriz E estd en forma escalonada reduci-
da (jTrate de dar usted la definicién precisa !). Si E es una matriz en forma
escalonada reducida, en toda fila de E que no sea una cero-fila, su primera
entrada distinta de cero es un uno. Recordemos que a este lo llamamos el
pivote de la fila. Una matriz en forma escalonada reducida es, por ejemplo,

la siguiente:
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12000 -7 =31
0 01 00 1 8
E=10 0010 0 1
00001 -1 =2
0 00O0O0 O 0

Esta matriz tiene cuatro pivotes.
De forma semejante a como definimos tres tipos de operaciones para las
ecuaciones de un sistema, definimos los siguientes tres tipos de operaciones

elementales fila para transformar una matriz A:

(1) A Einl/NyY |: Consiste en intercambiar las filas i-ésima y j-ésima.

(2) A 2, A']: Consiste en multiplicar la i-ésima fila de A por \.

Aitfimf;
4

(3) A A'] Consite en multiplicar la i-ésima fila de A por A,

sumarla con la j-ésima fila y colocarla en la j-ésima fila.

A estas operaciones las llamaremos operaciones elementales de tipo (1),
(2) o (3), respectivamente. Se puede demostrar por induccién el siguiente

teorema. Omitiremos su demostracion.

Teorema 2.6.1. Toda matriz A de m X n se puede llevar por medio de
operaciones elementales fila a una (jinica !) matriz R en forma escalonada

reducida.

Una demostraciéon formal de este teorema se hace por induccién en el
tamafio m x n de A.

A esta matriz R la llamamos “la” forma escalonada reducida de A.
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Es claro que el teorema 1.5.4 que analiza el caracter de las solucines
del sistema lineal general de m ecuaciones en n incégnitas, escrito en forma

matricial por A - Z = b se puede reescribir de la siguiente manera:

Teorema 2.6.2. Sea A-Z = b un sistema lineal de m ecuaciones en n
incégnitas. Sea M = [A|b] la matriz aumentada asociada al sistema. En-

tonces:

(1) El sistema es consistente si y sélo si las matrices A y M tienen el

mismo numero de pivotes en su forma escalonada reducida.

(2) Si el sistema es consistente y r denota el nimero de pivotes de A en su
forma escalonada reducida, entonces n —r es el numero de variables
independientes en el sistema en forma escalonada reducida equivalente

a A-Z =0by por tanto: A posee una unica solucion si y solo si r = n.

Demostracion. (1) es claro, pues la condicién dada es equivalente a que el
sistema de ecuaciones A - T = b en su forma escalonada reducida no tenga

cero-ecuaciones enfrentadas a algo distinto de cero. (2) también es claro. [J

2.7. Matrices Elementales

1 2
Ejemplo 2.7.1. Sea A = . Observe que de A se llega a A" =
3 4
1 2
mediante la operacion elemental fila (—3)f1 + fo — fo. Sea E
0 -2
la matriz de 2 X 2 a la que se llega de I = usando esta misma



2.7. MATRICES ELEMENTALES 39

operacion elemental:

1 0
E pu—
-3 1
Note ahora que
1 0 1 2 1 2
E-A= . = =A
-3 1 3 4 0 -2

Definicion 2.7.2. Una matriz elemental de n X n es una que se obtiene
de la identidad de n x n mediante una operacion elemental fila. Diremos
que la matriz elemental es de tipo (1), (2) o (3) dependiendo del tipo de la

operacion elemental fila que se aplica a la matriz identidad para obtenerla.

El ejemplo arriba ilustra un hecho maés general que enunciamos en el
siguiente teorema. Dejamos la demostracion al lector. Es una demostracion

que tiene 3 casos.

Teorema 2.7.3. Sea A una matriz de m xn. Dada E una matriz elemental
de mxm, entonces E-A es la matriz que se obtiene de A, aplicandole aquella

operacion elemental fila que se le aplico a la identidad I, para obtener E.

Corolario 2.7.4. Si E es un matriz elemental, entonces E es invertible y
su inversa E' es la matriz elemental que se obtiene de la identidad aplicando

la operacion elemental inversa a la que se usé para obtener E.

Demostracion. Suponga que [ 5 E , £ una cierta operacién elemental fila.
Sea &’ la operacién inversa de £. Entonces [ LS Aplicando el
teorema obtenemos I = E’ - E. De igual forma como I LNy LNy , tenemos

que I = E - E'. Esto demuestra la afirmacién del enunciado. ]

Recordando ahora el método de Gauss-Jordan o el teorema 2.6.1 obte-

nemos el siguiente:
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Teorema 2.7.5. Sea A una matriz de m X n, entonces existen matrices
elementales E1, ..., Er de m x m y R matriz de m x n en forma escalonada

reducida (univocamente determinada) tal que
EyEyp_1---EaE1A=R

Corolario 2.7.6. Si A es matriz de m X n, entonces existen matrices ele-
mentales B, E, ..., E; y matriz R de m X n en forma escalonada reducida
tal que

A=E\E},---E/R.

Podemos ahora demostrar un gran teorema que interrelaciona los con-

ceptos vistos hasta ahora:

Teorema 2.7.7. Sea A una matriz de n X n. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
(1) A es invertible.
(2) A-z =b tiene solucién nica (aqui b es arbitrario pero fijo). én.

(3) A se puede llevar por medio de operaciones elementales fila a la matriz

identidad I de n X n.

(4) A es igual a un producto de matrices elementales.

Demostracion. Demostramos que (1) = (2), (2) = (3), (3) = 4) y (4) =
(1):

(1) = (2) : Si A es invertible es facil ver que A™! - b es solucién del sistema

A-Z =, puesto que

A (AL b)) =(A- AN - b=1Ib=b.
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Por otro lado, esta es la tnica solucién, ya que si 4 es otra solucién,
entonces A - § = b y multiplicando por A~! a ambos lados de esta

ecuacién obtenemos § = A~! - b.

(2) = (3): Suponga 2) y sea R la forma escalonada reducida (de n x n) de A. Si

R NO es la identidad I, entonces A -z = b tendrfa infinitas soluciones
por la segunda parte del teorema 2.6.2 pues r el niimero de pivotes es

menor que n.

(3) = (4): Por el corlario arriba A = F1F,--- F,I para ciertas matrices elemen-

tales F1,..., F}. Luego A es producto de matrices elementales.

(4) = (1): Suponga que A = F7 -- - F, es producto de matrices elementales F1, ..., F.

Pero estas son invertibles, luego A es invertibley A=! = F, 1}7/,;_11 - FT L

O

Corolario 2.7.8. Sea A matriz de n x n. A es invertible si y sdlo si existe

C matriz den xn tal que C- A =1 (y en este caso C es la inversa de A).

Demostracion. La direccion “=" es clara. Supongo ahora que existe C' tal
que C-A = I. Usando un argumento idéntico al de 1) = 2) en el teorema, se
puede mostrar que el sistema A -Z = b tiene una tnica solucién: C - b. Luego
por el teorema, A es invertible. Ahora C'- A = A~'. A implica C = A7!,

multiplicando por A~! a la derecha. O

Corolario 2.7.9. Sea A matriz de n x n. A es invertible si y sdlo si existe

B denxn tal que A- B=1 (y en este caso B= A"1).

Demostracion. Como A - B = I, por el corolario anterior, B es invertible
y B! = A. Pero ya habiamos demostrado que B~! es invertible y que

(B~1)7! = B, luego A~! = B. O
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Por el teorema 2.7.7 tenemos que una matriz A de n x n es invertible si y
solamente si ella se puede llevar por medio de operaciones elementales fila a la
matriz identidad. Ahora supongamos que A es efectivamente invertible y que
&1, ..., & son las operaciones elementales fila que si se aplican sucesivamente
a A sellega a I. Sean Fj,..., F; las matrices elementales correspondientes

a las operaciones elementales fila &1, ..., &, entonces por 2.7.3

Ep- By ByA=1

y por lo tanto

A=p' Byl BT =FE' BB

Entonces aplicando la generalizacién a la parte (2) del teorema 2.5.4

tenemos que:

AV'=E,---Ey-Ey - 1.

Ahora aplicamos de nuevo el teorema 2.7.3 iteradamente a esta igualdad
y obtenemos que la inversa de A, A~! se obtiene a partir de la identidad I
mediante aplicaciones sucesivas de las operaciones elementales fila &1, . .., .

Este argumento justifica el siguiente algoritmo:

Algoritmo 2.7.10. Para decidir si una matriz cuadrada A es invertible y
para encontrar su inversa en caso de que ésta exista, basta con considerar la

matriz aumentada (A|I) de n x 2n, encontrar su forma escalonada reducida
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(R|B) mediante el método de Gauss-Jordan y observar si R es la matriz
identidad o no. Si R mno es la identidad, podemos concluir que A no es
invertible. Si R st es la identidad, podemos concluir que A es invertible, que
B es su inversa y que B=FE},--- Ey- E1, donde E1, ..., Ey son las matrices
elementales correspondientes a las operaciones elementales fila &1, ..., &, que

se utilizaron para transformar (A|I) en (I|B).

Ejemplo 2.7.11. Decidir si la matriz de 4 x 4

1 0 2 -1
0 -1 1 0
3 1 0 1
1 2 1 2

es invertible o no y en caso afirmativo encontrar su inversa.

Solucion. Encontramos la forma escalonada reducida de la matriz aumen-

tada (A|I):

1 0 2 -1 1000
=3fi+ f3—f3
0 -1 1 0 | 0100
—fitfa—fa
3101|0010
1 2 1 2 | 0001
1 0 2 -1 ] 1 000
0 -1 1 0 | 0 100 fo o fa
01—64|—3010
0 2 -1 3 | =100 1
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1000 | & & £ -3
0100 | &% - -5 1
ocotro| & & -3 &
ooo1 | -% ¥ & 3

Segun el algoritmo podemos concluir que la matriz A es invertible y que

su inversa es la matriz

1000 | & & £ -3
PR LR B I
oo1o0] & & - &
ooo01 | -3 4 L 5

Esta matriz la podemos expresar como el producto de 13 matrices ele-
mentales correspondientes a las 13 operaciones elementales filas utilizadas

en la reduccion de Gauss-Jordan recién llevada a cabo.
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Capitulo 3

Determinantes

3.1. Definicion del Determinante

En este capitulo le asignaremos a cada matriz cuadrada A un ndmero
real que denotaremos por det(A) y que llamaremos determinante de A. det
es asi una funcién que va del conjunto de todas las matrices cuadradas con

entradas en los reales en el campo de los niimero reales R.

o
det : U Matpxn(R) = R

n=1

Definicion 3.1.1. Damos una definicion inductiva de la funcion det :
(i) Si A=la] es delx1, det(A) = a.

a b
(ii) Si A= es una matriz de 2 x 2, det(A) = ad — be.
d

(iii) Suponga que A es una matriz de n X n, con n > 2, y suponga que

la funcion det esta YA definida para matrices cuadradas de MENOR

47
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tamano, en particular para matrices de (n — 1) x (n — 1). Defina en-

tonces:

det(A) = Z(—1)1+jAljdet(Mlj)a

i=1

donde en general la matriz M;; es la matriz que resulta de “tachar”

en A la fila i-éstima y la columna j-ésima. M;; es asi una matriz de

(n—1) x (n—1), a la cual llamamos el menor ij-ésimo de A.

Por notacién, al determinante de una matriz A lo escribiremos como |A]|.

Asi, det(A) = |A| es un numero real, y si A no es una matriz cuadrada,

entonces NO tiene sentido escribir |A|.

Con la definicién recién dada del determinante, es facil crear un programa

recursivo para que un computador “calcule” el determinante de cualquier

matriz cuadrada. jEscribalo!.

Ejemplo 3.1.2. Calcule el determinante de la matriz de 4 x 4

Solucion:

det(A) =1

-1 10

1
2

1
0
A:
3
1
0 1|+2
1 2

0 2 -1
-1 1 0
1 0 1
2 1 2
0 -1 0 0 -1 1
3 1 1|-(1)3 1 0
1 1 2 1 2 1

Para calcular el determinante de A, se deben calcular tres determinantes

de 3 x 3:
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-1 10
01 11 10
=1 01| =(-1 - (1) 40 _
1 2 2 2 2 1
2 1 2
(=D(=1) =1
0 -1 0
31
=3 1 1|=—(-1) =5
1 2
1 1 2
0 -1 1
3 0 3 1
= (3 1 0|=(-1(-1 + =3+5=38.
11 1 2
1 2 1
Asi, det(A) =1 +2(5) + 8 = 19. O

Un uso importante que haremos de la funciéon determinante se deriva del

siguiente teorema que probaremos mas tarde:

Teorema 3.1.3. Si A es una matriz cuadrara, A es invertible si y solo si
det(A) # 0. [Asi, el determinante “determina” si una matriz es invertible o

no, segun sea distinto o igual a cero].

Por tal razén, sabemos facilmente que la matriz A del ejemplo anterior es
invertible. Otro problema es calcular su inversa A~!, lo cual se puede hacer
mediante el algoritmo desarrollado en el capitulo anterior, o utilizando un
procedimiento conocido como la regla de Kramer, que se puede encontrar en

otros libros.

3.2. Propiedades del Determinante

Resumimos en el siguiente teorema las propiedades bésicas de la funcién

determinante:
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Teorema 3.2.1. 1. Si I es la identidad de n x n det(l) = 1.
2. Si A posee una cero-fila, det(A) = 0.

3. Si A" resulta de A mediante una operacion elemental fila de tipo (1)

(intercambiar dos filas), entonces det(A’) = (—1)det(A).

4. Si A’ resulta de A multiplicando una de sus filas por A (una operacion

elemental fila del tipo (2)), entonces det(A’) = A\det(A).

5. Si A’ resulta de A mediante una operacion elemental fila del tipo (3),

entonces det(A’) = det(A).

Antes de abordar la demostracion de estas propiedades, derivamos algu-
nas consecuencias, que nos permitiran probar el teorema mencionado en la

introduccién de este capitulo.

Corolario 3.2.2. Sea A una matriz cuadrada de n x n y E una matriz
elemental del tipo (1),(2) o (3). Entonces det(EA) es igual al determinante
de A, det(A), multiplicado por (—=1), A (un cierto real) o 1, dependiendo de

si E es de tipo (1), (2) (utilizando el escalar X) o (3) respectivamente.

Demostracion. Utilizando el teorema 2.7.3 sobre matrices elementales, este
corolario no es mas que una reformulacién de (3),(4) y (5) del teorema

3.2.1. O

Si en este corolario consideramos el caso especial en que A = I, obtene-

mos trivialmente el siguiente corolario:

Corolario 3.2.3. Sea E una matriz elemental de tipo (1), (2) (utilizando
el escalar \) o (3). Entonces det(FE) es igual a (—1), X o 1 respectivamente.
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Ahora aplicando varias veces el corolario 3.2.2, obtenemos el siguiente

resultado:

Corolario 3.2.4. Sea B= FE1-FEy---E}, - A, donde cada E; es una matriz
elemental con det(E1) = e; (recuerde que e; es (—1), X\ o 1, segun el “tipo”

de E;). Entonces

k
det(B) = (H ei> det(A)
i=1

Tenemos ahora un “método complicado” para calcular el determinante
de una matriz cuadrada A: utilizando las ideas del método de eliminacién

de Gauss-Jordan, encuentre matrices elementales E1,--- , Ej tales que

Ey---Ey Fy-A=R (3.1)

donde R es una matriz en forma escalonada reducida. jRecuerde que R = I
siy solo si A es invertible!. Este argumento que damos constituye evidente-
mente una demostracién del teorema 3.1.3.

Ahora despejamos a A en 3.1 y obtenemos

A=E\E,--ELR,

en donde cada E! es las inversa de E; y por tanto también es una ma-
triz elemental. Pero como R es una matriz cuadrada en forma escalonada

reducida, tenemos dos casos:

Caso 1: R = I: esto sucede precisamente en el caso en que A es una matriz
invertible, y entonces det(R) = 1 y utilizando el corolario obtenemos

que det(A) es el producto de ciertos reales €}, €5, . . . , €}, todos distintos
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de cero pues cada €] es (—1), o A(# 0) o 1, dependiendo del tipo de
E!. En este caso tenemos pues que det(A) # 0.

Caso 2: R posee cero-filas: esto sucede precisamente en el caso en que A es una
matriz que NO es invertible, entonces segin el teorema 3.2.1 (numeral
2), det(R) = 0 y de nuevo aplicando el corolario , obtenemos que en

este caso det(A) = 0.
Queda asi demostrado el teorema 3.1.3:
Una matriz cuadrada A es invertible si y solo si det(A) #0 .

Utilizando estas ideas podemos demostrar ahora de forma muy sencilla
el siguiente teorema que expresa que las propiedades 1 a 5 en el teorema
3.2.1 acerca de la funcién determinante det : Up>; Mat,x,(R) — R la

determinan univocamente.

Teorema 3.2.5. Sea det : US| Mat,xn(R) una funcién que satisface:
(1°) Si I es la identidad de n x n det(I) = 1.
(2°) Si A posee una cero-fila, det(A) = 0.

(8°) Si A’ resulta de A mediante una operacion elemental fila de tipo (1)

(intercambiar dos filas), entonces det(A") = (—1)det(A).

(4°) Si A resulta de A multiplicando una de sus filas por \ (una operacién

elemental fila del tipo (2)), entonces det(A’) = A\det(A).

(57) Si A’ resulta de A mediante una operacion elemental fila del tipo (3),
entonces det(A’) = det(A).

Entonces, para toda matriz A, det(A) = det(A).
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Demostracion. Sea A una matriz cuadrada de n x n. Como ya hemos visto
antes, existen matrices elementales F1,..., F, y una matriz R en forma

escalonada reducida tal que

A=E,-Ey-- E; R

A cada E; podemos asociar un numero real e;, que es 1,\A # 0 6 —1
dependiendo de si F; es una matriz elemental de tipo (1), (2) o (3) respec-

tivamente. Como se mostré en el corolario 3.2, la identidad

k
det(A) = (H ei> det(R)
i=1

es una consecuencia directa de las propiedades 3, 4 y 5 del teorema 3.2.1.
De forma totalmente andloga se puede mostrar que de las propiedades (3’),

(4) v (5) se sigue que

k
det(A) = (H ei> det(R).
i=1

Pero como R es una matriz cuadrada en forma escalonada reducida, o
bien R = I o bien R posee una cero-fila. Utilizando (1), (2), (1’) y (2’) vemos

que en cualquiera de los casos vale que

det(R) = det(R).

Por lo tanto,
k

det(A) = (H ei> = det(A).

i=1
O

Note que la demostracién del teorema 3.1.3 se obtuvo de forma relativa-

mente sencilla utilizando inicamente las cinco propiedades del determinante
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enunciadas en el teorema 3.2.1. Mostramos a continuacién, otra consecuen-
cia sencilla de este teorema, a saber que la funciéon determinante, det, es

multiplicativa:

Teorema 3.2.6. Sean A y B dos matrices cuadradas de n X n. Entonces
det(AB) = det(A)det(B). [En palabras: “el determinante de un producto es

el producto de los determinantes”].

Demostracion. Usando un argumento idéntico al utilizado arriba, podemos
encontrar matrices elementales 1, - - -, Fy, F1,--- , F; y dos matrices de nxn

en forma escalonada reducida R;, Rs tales que

A=FE, - Ey--E,-RiyB=F,-Fy---F-Ry.

Sean e; y f; los reales (—1), A( 0) o 1 asociados a E; y Fj respectivamente,
dependiendo de si estas son de tipo (1), (2) o (3); es decir, sus determinantes
(ver corolario 3.2.3)

Caso I: A es invertible y por tanto Ry = I. Entonces det(A) = Hle ei,
det(B) = (ngl fj)det(Rs). Note que AB = Ey---Ej - Fy---F;- Ry y por

lo tanto

k l
det(AB) € H fj | (det(Ry))
1

= J=1

k l
= ([T eI ] fidet(Ra)) = det(A)det(B).
=1 j=1

Caso II: A no es invertible, y por lo tanto en Ry por lo menos su tltima
fila es una cero-fila. En este caso det(A) =0y AB = (Ey -+ Ex)(R1Fy -+ - FiRa).

Asociamos de esta forma, pues queremos usar el siguiente hecho:
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Ejercicio 3.2.7. Si R es una matriz de n x n con una cero fila y Mes
cualquier otra matriz de n X n, entonces RM posee también una cero-fila

(ila misma que la de R!).

Utilizando el ejercicio vemos que Ry - F} - - - Fj - Ro posee una cero-fila y
por tanto su determinante es cero. Como FE1 --- Fj es un matriz invertible,
por ser producto de matrices elementales, podemos aplicar el caso I arriba

y obtenemos que
det(AB) = det((E1 tee Ek)(RlFl ce FlRQ))
=det(Ey --- E)det(R1Fy --- FiRa)
=det(Fy---E;)0=0.

Pero por otro lado det(A) det(B) = 0 det(B) = 0. Esto termina la demostracién.
O

Antes de pasar a la siguiente seccién para demostrar las propiedades
del determinante enunciadas en el teorema 3.2.1, daremos un ejemplo que

ilustre algunas de ellas.

Ejemplo 3.2.8. Considere la matriz

1 0 2 -1

0 -1.1 0
A =

3 1 0 1

1 2 1 2

de la cual se mostro en el ejemplo 2.7.11 que se puede llevar por medio
de operaciones elementales fila a la matriz identidad. Alli se mostrdé que
utilizando dos operaciones elementales fila de tipo (3), A se transforma en

la matriz
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0 -1 1 0
A=

0 1 -6 4

0 2 -1 3

Segiin la propiedad 3.2.1 (5) el determinante de esta matriz deberia ser

igual al determinante de A, esto es a 19. Efectivamente:

-1 1 0 0 -1 0 0 -1 1
det(A1)=1] 1 —6 4|+2/0 1 4|—(-1)l0o 1 6 [,
2 -1 3 0 1 3 0 2 -1

pero se ve facilmente que los ultimos dos sumandos son cero. jMostraremos

mds tarde que el determinante de una matriz con una columna de ceros es

cero! Asi:
0o -1 1
—6 4 1 4
det(A1)=10 1 6 |=-— — =—(—14) — (=5) =19.
-1 3 2 3
0o 2 -1
Ahora la matriz
1 0 2 -1
0 1 -6 4
Ay =
0 -1 1 0
0o 2 -1 3

se obtiene a partir de la matriz anterior, Ay, intercambiando las filas se-
gunda y tercera, una operacion elemental fila de tipo (1). Segin la propiedad

3.2.1(3), det(Az) = —det(A1) = —19. Efectivamente:
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det(Ag) = 1| =1

-1 3

1

0

-1 3

= 3—(—6)(=3)+4(-1) = 3—-18—-4=19.

Como se ve en el ejemplo 2.7.11, de Ay se llega a

As

1
0
0
0

0
1
0
0

2 -1
-6 4
-5 4
11 -5

57

mediante el uso de dos operaciones elementales de tipo (3). Se puede

conprobar facilmente que det(As) = —19.

Ahora, si multiplicamos la tercera fila de As por el escalar A = —%

obtenemos la matriz

Segiin la propiedad 3.2.1(4), deberiamos tener que det(As) = (—

% . Efectivamente:

Ay

[

o o O

0
1
0
0

1

11

— fracdb
-5

5

5

1
5

4 -25+44 19

)det(As) =

5
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Ejemplo 3.2.9. Sea A la matriz del ejemplo anterior. Entonces

1 0 31
s 0 -1 1 2
2 1 01
-1 0 1 2
Calculemos su determinante:
-1 1 2 0 -1 2 0 -1 1
det(A) = 1| 1 0 1|+3] 2 1 1|—-|2 1 0
0 1 2 -1 0 2 -1 0 1
= 1+43(7)-3
= 19.

En la siguiente seccion mostraremos que en general vale que det(A) =

det(A).

3.3. Demostracion de las propiedades del determi-

nante

En esta seccién daremos demostraciones para las propiedades basicas del

determinante enunciadas en el teorema 3.2.1 y para algunas otras:
Teorema 3.3.1. Sea A una matriz cuadrada de n X n. Entonces:

1. Si A’ resulta de A intercambiando las filas i y j (i # j), entonces
det(A") = (—1)det(A)
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2. Si A tiene dos filas iguales entonces det(A) = 0.

3. Si A’ resulta de A, multiplicando la fila i-ésima por \, entonces det(A’) =
Adet(A).

4. Si A’ resulta de A, multiplicando la fila i por \, sumdndosela a la j y
colocando el resultado en la fila j, entonces det(A’) = det(A).

Demostracion. 1. Lo hacemos por induccién en n: suponemos que la afir-
macion es cierta para matrices de (n —1) x (n— 1) y lo probamos para

A una matriz de n X n. Suponemos 1 <i < j < n.

Caso 1: i =1, =2.

n

det(A) = Y (1) Ay, det(My,)

r=1
n r—1
= D (=D)AL | (1) Ay det(My 9,5+
r=1 s=1
Z (_1)1+(S—1)A28 det(M(LQ)(r,s))]
s=r+1
n r—1
= Z Z(_1)2+r+s A1y Az det(M(l,Z)(r,s)) +
r=1 s=1
Yo D (DAL Asgdet (M g (r,s))-
r=1s=r+1

Aqui M1 9)(,s) s la matriz de (n —2) x (n —2) que resulta de A

al tachar las filas 1 y 2 y las columnas r y s.

Por otro lado,
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Caso 2:
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n

det(A') = > (=1)'"* Agedet(M]))

s=1
n s—1
= D (=DM Ay | D (1) Ay det (M) 5y, )+
s=1 r=1
Z (—1)H_(r_l)alrdet(M(ll,Q)(s,r))]
r=s+1
n s—1
= D> (FUPTT AL Ag det(M o)) +
s=1r=1
S0 ()M A Angdet (M )
s=1 T:S+1
Aqui M/ es la matriz de (n—2) x (n—2) que resulta de A’ al

(1,2)(s,r)

tachar las filas 1 y 2 y las columnas r y s. Por lo tanto M(/1,2)(s,r)
es igual a M(q 9)(s,). Ahora multiplicamos a ambos lados de la

primera igualdad por (—1) y obtenemos

r—1

M-
(]

(1) det(A) = (=) Ay, Agg det(M1 2),(r,s)) +

\3
Il
-
@

M=
M- L

(—1)*7F5 Ay, Agg det (M1 9 (r.5))

r=1s=r+1

Observamos que en cada expresién aparece para cada r, s con r #
s el sumando Aj,Aa, det(M(172)(r75)) acompanado del coeficiente
(=1)2+7+5 o (—1)*7*+5 dependiendo de si r < s 0 si 7 > 5. Por lo

tanto las dos sumas son iguales y asi det(A’) = (—1)det(A).

i,j > 2: en este caso las entradas de la primera fila de A’, A],
y las entradas de la primera fila de A, Ay, son iguales. Por
otro lado, por hipétesis de induccién tenemos que det(M],) =

(—1)det(M;,). Por esto,
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n

det(A') = Y (1) A}, det(M],)

r=1

= > ()" Ay, det(My,)
r=1

= det(A)

. . . . 12
Caso 3: i = 1,5 > 2. Considere las transformaciones elementales A —=

B 279, gt 122, B/ Claramente B" = A’ y aplicando los ca-
sos 1 y 2 obtenemos det(A’) = (—1)det(B’') = (—1)%det(B) =

(—=1)det(A). Con esto terminamos la demostracién de (1).

2. Si A tiene las filas i y j iguales, entonces mediante la operacién i < j,
A" = A, pero por (1) det(A) = det(A") = —det(A), esto es posible solo
si det(A) = 0.

3. Sea A’ la matriz que resulta de A multiplicando la fila i-ésima de A

por \. Considere A Loi g M g 128 g A7 Claramente

det(A") = (—1)det(B)
= (—1)\det(B)(Usa la definicién)
= (=DA(=1)det(A)
= Adet(A).

4. Suponga que A’ resulta de A, como se dice en el enunciado: Considere

A2, p Mitheh, g B" = A'. Usando la definicién y (2)

/ 1<—>j

vemos que det(B’) = det(B), pues:
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n

det(B') = > (=1)"*"(By, + AB,) det(M}))

r=1

= > (=DM By, det(M{}) + XY (~1)'"" By det(M{)
r=1 r=1

= det(B) +0.

La ultima sumatoria es el determinante de una matriz con la fila 1 y

la fila i-ésima iguales y por lo tanto es 0.

Ahora: det(A') = (—1)det(B') = (—1)det(B) = (—1)%det(A) = det(A).
O

Teorema 3.3.2. Sea A de n x n.
1. Si A tiene una 0-columna, det(A) = 0.

2. Si A es triangular inferior o superior, det(A) es el producto de las

entradas en la diagonal de A.
3. Si A es matriz diagonal diag(ai,as,--- ,ay). det(A) =[], ai.
4. det(I) = 1.

Ejercicio 3.3.3. La demostracion del anterior teorema es sencilla y se deja

al lector.
Teorema 3.3.4. Sea A de n X n.
1. det(A!) = det(A).

2. Si A es invertible, det(A™1) = (det(A))~L.
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Demostracion. 1. Basta observar que la afirmacién es cierta para ma-
trices elementales y para matrices triangulares, y luego escribir A =
FEq--- ExR, donde las E; son matrices elementales y R esta en f.e.r..
det(A') = det[(E: - -+ ExR)"] = det(R'E}, - - - EY) = det(R") - - - det(E}) =
det(EY)---det(R') = det(E)---det(R) (por lo observado arriba) =
det(E; --- ExR) = det(A).

2. Se deja al lector.
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