UNIVERSIDAD DE LOS ANDES DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

MATE-1105: Algebra lineal
Examen Final 202320, 09 de diciembre de 2023

NOMBRE: Cép1co: SEc. COMPL.:

Este es un examen individual. No se permite el uso de ayudas de ningun tipo: calculadora, cuadernos, notas,
aparatos electrénicos, celular, etc. Cualquier dispositivo electrdnico (celulares, calculadoras, tabletas etc.) debe
estar apagado y guardado durante el examen desde que entre el salon y hasta que haya entregado el examen y
salido del salon.

Para obtener el mdximo puntaje en cada problema, ademds de tener la respuesta correcta, usted debe presentar
de forma clara y ordenada el procedimiento completo que permite llegar-a la respuesta. Si usa algin teorema,
explique claramente cudl es y por qué es aplicable.

Devuelva esta hoja con todas las hojas que haya utilizado. Escriba su nombre en cada hoja que haya utilizado.
Tiempo: 15:00-17:00 (120 min).

3Exit0!

En este examen, usamos la siguiente notacién:

s M,,«n = el espacio de todas las matrices reales conm filas y n columnas,
= P, = el espacio de todos los polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual a n,
= ker T = el kernel (ntcleo) de la transformacién lineal T

= Im7 = la imagen de la transformacion lineal 7.




1 2 —4
Problema 1. Para un parametro real k considere la matriz A, = |3 k& -7
1 0 k

(a) Encuentre todos los k € R tal que la matriz Ay no es invertible.
(b) Encuentre la matriz inversa de As, es decir, la inversa de la matriz Ay con k= 5.

Problema 2. Sea B =

N O =
O o O
= o N

(a) Encuentre los valores propios de B.
ape | (b) Encuentre bases para los espacios propios de B y sus dimensiones.

2= ] (¢) Encuentre una matriz invertible U y una matriz diagonal D tal que U~1BU = D.

Problema 3. Considere

p(0) +p'(0) p (U)
T:Py— Moyos, Tp= .
2 2%2 p <p/(2) \ p(2) 0
1pts.| (a) Demuestre que T es una transformacion lineal.

spts.| (b) Encuentre la dimensién de ker T

apes | (c) Encuentre la dimensién de ImT'.

T =2y +32+2w=0,
oy -9z — 4w =0

Problema 4. Sea H = CR*ysead= € R4

[SEINSI
[N = RN

w

Sin prueba puede usar que H es un subespacio de R

(a) Encuentre dim H.

(b) Encuentre una base ortonormal para H.

(c) Encuentre una base para H=.

(d) Escriba @ como suma @ = @ +4 dondei pertenece a H y  es perpendicular a H.

(e) Denotamos por Py la proyeccion ortogonal sobre H. Encuentre un vector b diferente de @

tal que Pyb = Pgd.

Problema 5. Resuelva los siguientes problemas y justifique bien sus respuestas.

ape | (a) Sea T :P; — Mjys una transformacion lineal tal que

(003963 0)emo

(Bs posible que dim(ker(7")) = 77

1 4 2
(b) Sean@= (2], b= (1], 7= 2] vectores en R3.
3 0 5

Sea E el plano generado por @ y gy sea L = {tv: t € R}. jEs cierto que E es ortogonal a L?

(¢)~ Sea A una matriz diagonalizable n x n. jSe sigue que A es invertible?
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Problema 1. Para un parametro real k considere la matriz A, = [ =3 k£ -1
2 0 k

ams | (a) Encuentre todos los k € R tal que la matriz A no es invertible.

aps. ] (b) Encuentre la matriz inversa de Ag, es decir, la inversa de la matriz Az con k =3.

4 0 2
Problema 2. Sea A = 0 3 0
-2 0 -1
1pts.| (a) Encuentre los valores propios de A.
1pe | (b) Encuentre bases para los espacios propios de A y sus dimensiones.

2= ] (¢) Encuentre una matriz invertible U y una matriz diagonal D tal que U-1AU = D.

Problema 3. Considere

| (0 w0 - p0)
Fife = Mae, Tp—(pm 2@“(0)—%’(1))'

1pts.| (a) Demuestre que T es una transformacion lineal.
spwe | (b) Encuentre la dimensién de ker T

spes.| (¢) Encuentre la dimensién de ImT'.

T 2
T+ 2y — 62+ 2w =0,
Problema 4. Sea H = vl . y CRYysead= 2 e R
z T—y+9z—-4w=0 -8
w 9

Sin prueba puede usar que H es.un subespacio.de R%.

(a) Encuentre dim H.

(b) Encuentre una base ortonormal para H-

(c) Encuentre una base para H*.

(d) Escriba @ como suma @ = % + @ donde 4 pertenece a H y W es perpendicular a H.

(e) Denotamos por Py la proyeccién ortogonal sobre H. Encuentre un vector b diferente de @

tal que Pyb = Pgd.

Problema 5. /Resuelva los siguientes problemas y justifique bien sus respuestas.

ape | (a) Sea T : Mszyo — P;una transformacion lineal tal que

(699 (52 €3 9)cwen

(Es posible que dim(Im(7T)) = 57

0 3 1
(b) Seanw= (3], wW=|2],a=[3] vectores en R3.
) 1 4

Sea E‘el plano generado por ¢ y @ y sea L = {t@ : t € R}. jEs cierto que E es ortogonal a L?

(¢)~ Sea A una matriz simétrica n X n. ;jSe sigue que A es invertible?



