EXAMEN DE AREA: GEOMETRIA Y TOPOLOGIA

Mayo de 2014

. Considere el conjunto de funciones
F={f:R—R:f escontinua }.
Para cualquier funcién h € F tal que h(z) > 0 para cada © € R, sea

By(h) ={g € F:|g(x) — f(x)] < h(zx) Vz}.

Sea T' la topologia mas débil donde todos conjuntos By(h) son abiertos. 7 Es (F,T')
un espacio de Hausdorff?

. Sean f : R"*! — R una aplicacién suave y ¢ € R su valor regular (es decir la diferencial
df, # 0 para cada a € R"! tal que f(a) = c). Sea M = {a € R"™! | f(a) = c}.

a) Pruebe que las funciones 1, x2, T;—1, Tit1, ..., Tp+1 forman un sistema de coor-
denadas locales sobre M en el conjunto V; = MNU;,donde U; = {(z1,...,Zpn41) €
190
R | L £ 0},
b) Demuestre que la n-forma

w; = (—1)

1
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no se anula nunca sobre U;.
¢) Muestre que w; = w; sobre U; NUj, y concluya que M es orientable.

d) Calcule la correspondiente forma de volumen para la esfera S? en R3.

. Sean V = —xga%l + xla%z + 6%3 un campo vectorial en R?® y w = —z1dws A dxy +
2odxy A dxg una 2-forma en R3.
a) Encontrar el flujo del campo vectorial V.
b) 7*Es verdad que existe una 1-forma n tal que dn = w?
¢) Hallar la derivada de Lie Ly w de la forma w en la direccién del campo vectorial V.
. Probar que cada aplicacién continua f : S* — S™ es homotdpica a una aplicacién
constante si

a) 1<n<m;

by n>1m=1.

. Considere el grupo especial ortogonal SO(n) = {X € M,,(R) | XTX =1, det X = 1}.

a) Demuestre que SO(n) C M, (R) = R"" es una subvariedad suave y que TxSO(n),
su espacio tangente en X, es el espacio afin {X + AX|AT = —A}.



b) Sean 1 < d; < ... < d,, y considere la matriz diagonal D = diag{dy,...,d,}.
Encuentre los puntos criticos de la funcién

f:80(n) — R
X — t(DX)

y calcule sus indices. Concluya que x(SO(3)) = 0.
6. Responda verdadero o falso en cuatro de los cinco enunciados (justifique su respuesta):

a) La botella de Klein admite una estructura de variedad compleja.
b) T2 no es difeomorfa a S2.

c) En la esfera S? con estructura compleja esténdar existe una funcién holomorfa
f:S? = C tal que f(N) =1, f(S) = —i, donde N y S son los polos de la esfera.

d) La caracteristica de Euler de las esferas unitarias es

2 simnespar
ny —
x(8") = { 0 sin esimpar.

e) Existe un campo vectorial X € X(S?®) que no se anula en ningtin punto.



