examen area geometria y topologia 2013-1

Para obtener la nota maxima en el examen es suficiente dar una solucion completa a cinco
de los seis ejercicios propuestos.

1. Sea X un conjunto infinito con la topologia de Zariski, es decir un subconjunto es cerrado si y solo si es
finito o0 es X. Demostrar que con esta topologia:

. X es compacto

. X es conexo

. X no es de Hausdorff

. Cualquier subconjunto infinito es denso en X

CU = W N =

. Si f: X — R una funcién continua, donde R tiene la topologia estandar, entonces f es constante.



examen area geometria y topologia 2013-1

2. a) Demostrar que la solucion del sistema de ecuaciones

x1 + xox3ry =0
Tg + sin(x3w4)? =0

define una subvariedad ¥ de dimensién 2 de R*. Hallar la ecuacion del espacio tangente en el punto
(0,0,0,0). Es ¥ difeomorfa a la botella de Klein?

b) Sea A el triangulo con vértices (2,0),(0,0) y (0,3) (Los segmentos de rectas que unen esos puntos).
Es verdadero o falso (justificar la respuesta):

e Existe una funcion suave f : R? — R tal que A = f~1(0) y 0 es un valor regular de f.
e Existe una funcién suave f : R? — R tal que A = f~1(0).
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3. Sea V(z,y,2) = (0,—z,y) el campo vectorial en R3. Sea w la forma de area de la métrica sobre M
inducida por la métrica estandar en R3.

a) Probar que el campo vectorial V es tangente al cilindro M = {(z,y,2) | y*+22 = 1} y entonces define
un campo vectorial W sobre el cilindro.

b) Probar que la derivada de Lie Lyyw = 0.

c) Probar que la 1-forma 7 = iyw es cerrada, es decir dn = 0. Es verdadero o falso que [] € H'(M) es
cero?
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4. Considere la variedad X = S x S\ {*} que se obtiene al remover un punto del toro 2-dimensional y la
inclusién i : X < St x SL.

1. Calcule los grupos de homotopia (grupo fudamental y grupos de homotopia superior) de ¥ y el
morfismo inducido por 7 en grupos de homotopfia.

2. Calcule el anillo de cohomologia de ¥ y el morfismo inducido ¢ en los anillos de cohomologia.

3. Es el haz tangente de ¥ trivial?
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5. Sea (M,g) una variedad Riemanniana cerrada (compacta y sin frontera), conexa y orientada. Sea
w : M — R una funcién C* que es arménica (Aju = 0). Demostrar que u es constante. Es la
compacidad necesaria?, la conexidad?. A, es el operador de Laplace-Beltrami asociado a la métrica g.
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6. 1. Es posible tener un triangulo geodésico en el plano hiperbolico. (los lados son lineas geodésicas)
con la suma de los 4ngulos menor que 7/20137

2. Demostrar que no existen aplicaciones holomorfas no ramificadas entre una superficie de Riemann

Y compacta y conexa de género 27 y una superficie de Riemann compacta y conexa X de género
10.
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